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Axiomatische Theorie der Wohlordnung. 


(Untersuchungen über die Grundlagen der Mengenlehre. III.) 


Von Adolf Fraenkel in Kiel. 





In seiner grundlegenden Arbeit von 1908!) hat Herr Zermelo die Theorie der Äqui- 
valenz (d.h. der ungeordneten Mengen) auf eine axiomatische Grundlage gestellt, die 
in ihren Hauptpunkten auch heute noch anerkannt ist. Er hat darin gleichzeitig eine 
Fortsetzung angekündigt, die die Lehre von der Wohlordnung entwickeln sollte; indes 
ist eine solche Fortsetzung nicht erschienen. Eine axiomatische Begründung der Wohl- 
ordnungslehre in Zermelos Sinn ?) steht also bis heute aus. In einem früheren Aufsatz °) 
habe ich behauptet, daß die Schwierigkeiten, die sich einer solchen Fortführung in den 
Weg stellen, im wesentlichen von Zermelos eigener Basis aus zu überwinden seien. Dies 
soll im folgenden nachgewiesen werden unter Benutzung der Vorarbeiten, die ich für die 
Theorie der Ordnung überhaupt in U II gegeben habe. Indes wird die Kenntnis von U I 
nachstehend nicht vorausgesetzt, U II nur in der Form der Rekapitulation in den Nrn. 
A—6 sowie einiger Verweise bei wenigen Einzelpunkten herangezogen. 

Die hiermit gestellte Aufgabe ist in mehrfacher Hinsicht noch einzuschränken. 
Vor allem kommt hier nur die allgemeine Theorie der wohlgeordneten Mengen in Betracht; 
besondere Klassen derartiger Mengen sowie Existenztheoreme fallen damit fort. Es ist 
nämlich für die endlichen Mengen, deren axiomatische Behandlung Zermelo ausdrück- 
lich forderte, von Herrn Tarski ?) eine Darstellung gegeben worden, die sich mit Hilfe 
von UI und UII (sowie einiger Stellen der nachfolgenden Arbeit) leicht auf Zermelos 
Axiomatik beziehen läßt; die (weniger interessante) Theorie der abgezählten Mengen ist 
bereits in $ 4 von U II kurz behandelt. Weit wichtiger ist das Problem der Existenz- 
sicherung spezieller Mengen, nämlich gewisser Mengen von sehr hoher Mächtigkeit und 
vor allem der Ordnungszahlen. Daß für solche, über den Rahmen der allgemeinen Mengen- 
lehre hinausgehende Probleme in Zermelos Axiomensystem zu dem darin bereits vor- 
kommenden reinen Existentialaxiom, dem ‚„Axiom des Unendlichen‘“, noch ein wesent- 
lich neues Axiom, das „Axiom der Ersetzung‘“, hinzugefügt werden müsse, hatte ich 


!) E. Zermelo: Untersuchungen über die Grundlagen der Mengenlehre. I. Math. Ann. 65 (1908), S. 261—281. 
Im folgenden als Ul zitiert. Vgl. dazu A. Fraenkel: Untersuchungen über die Grundlagen der Mengenlehre. 
Math. Zeitschr. 22 (1925), S. 250—273. 

*) Auf einer völlig anders eingestellten axiomatischen Grundlage hat neuerdings Herr J. von Neumann die 
Mengenlehre aufgebaut, und zwar beginnend mit der Theorie der Wohlordnung (Math. Zeitschr. 27 [1928], 
S. 669— 752; vgl. auch schon dieses Journal 154 [1925], S. 219—240). Indes ist bei vielen wesentlichen Vorzügen, 
die von Neumanns Einstellung (speziell auch von genetischen Gesichtspunkten aus) besitzt, für die rein axiomatische 
Betrachtung Zermelos Tendenz auch heute noch nicht überholt. 

®) A. Fraenkel: Axiomatische Theorie der geordneten Mengen. (Untersuchungen über die Grundlagen der 
Mengenlehre. II.) Dieses Journal 155 (1926), S.129—158. (Im folgenden als UI zitiert.) 

*) A. Tarski: Sur les ensembles finis. Fundamenta Mathematicae 6 (1924), S. 45—%. 
Journal für Mathematik, Bd. 167. 











p, Fraenkel, Aziomatische Theorie der Wohlordnung. 


1921 bemerkt !); inzwischen hat Herr von Neumann ?) diesem Axiom eine präzisere 
Fassung gegeben und aus ihm (in Verbindung mit den übrigen Axiomen Zermelos) 
die Existenz der Ordnungszahlen hergeleitet, womit das wichtigste Problem der speziellen 
Mengenlehre axiomatisch erledigt ist. — Endlich kann aus dem Rahmen der allgemeinen 
Wohlordnungslehre noch der Wohlordnungssatz ausscheiden, der in der Form des 2. Zer- 
meloschen Beweises von meinem Schüler Herrn Vieler ?) bereits axiomatisch dargestellt 
ist. 

Was den axiomatischen Ausgangspunkt und die Methode der nachfolgenden Un- 
tersuchung betrifft, so benutze ich wieder wie in U II die von mir angegebene Modifi- 
kation des Axiomensystems Zermelos, insbesondere mein verschärftes Aussonderungs- 
axıom V; dieses stellt eine Verschärfung und gleichzeitig eine Spezialisierung (somit 
Abschwächung) des Zermeloschen Aussonderungsaxioms dar, das sich auf die allgemeine 
Logik berufen mußte. Wenn dieses in der praktischen Verwendung unbequeme Axiom 
V ım nachstehenden stets benutzt wird, so soll damit keineswegs die Meinung aus- 
gedrückt werden, daß man in den Beweisen der Mengenlehre weiterhin auf dieses 
Axıom zurückzugreifen hätte; vielmehr ist mit dem nachstehenden Aufsatz die Rolle 
dieses Axioms im wesentlichen *) beendet, insofern sich hier zeigt, daß das Zermelosche 
Axiomensystem sogar in der durch Axiom V bewirkten Einschränkung — und gerade mit 
deren Hilfe — den Aufbau der allgemeinen Mengenlehre in ihrer Gesamtheit gestattet. 
Die Fortsetzung des Aufbaus über den hier zu erreichenden Rahmen hinaus bietet vom 
axiomatischen Standpunkt aus keine besonderen Schwierigkeiten mehr, wie es sich auch 
schon beim Beweis der Vergleichbarkeit ($ 3) nur darum handelt, von der in $2 ge- 
legten Grundlage aus die üblichen Schlüsse in die Sprache der Axiomatik zu übertragen. 

Gegenüber den Argumenten, mit denen neuerdings °) Herr Zermelo die Er- 
gänzung und Verschärfung seines ursprünglichen Aussonderungsaxioms in anderer 
als der von mir gewiesenen Richtung vorschlägt und begründet, sei folgendes in 
Kürze bemerkt: Gerade die Spezialisierung des allgemeinen Definitheitsbegriffs 
für mathematische Zwecke scheint mir erwünscht; hierbei konstruktiv-defini- 
torisch (von den Grundbegriffen der Axiomatik aus) vorzugehen, kann keinesfalls 
dem Wesen der axiomatischen Methode widersprechen, da eben dieses Verfahren 
regelmäßig zur Einführung aller Begriffe einer axiomatisierten Disziplin (mit Aus- 
nahme der Grundbegriffe selbst) dient, und zwar auch solcher Begriffe, die schon 
in den Axiomen auftreten. Demgegenüber hat Zermelos Vorschlag, den Begriff „‚definit‘ 
selbst zu axiomatisieren, vom allgemein-axiomatischen Standpunkt aus den Nachteil, 
daß so die Zahl der Axiome und vor allem der Grundbegriffe vermehrt wird; hierdurch 
gestaltet sich die Untersuchung der Unabhängigkeit, der Vollständigkeit und der Wi- 
derspruchslosigkeit des Axiomensystems grundsätzlich schwieriger. Überdies ist das 
letzte und entscheidende der Axiome, die Zermelo zur Umgrenzung von „definit‘“ vor- 
schlägt, ein Vollständigkeitsaxiom (also namentlich auch ein ‚Postulat‘‘ in Herrn Gei- 
gers Terminologie), gegen das nicht bloß die allgemeinen Einwände gegen jedes solche 


!) A. Fraenkel: Jahresb. d. D. Math.-Ver. 30 (1921), S. 97; Math. Ann. 86 (1922), S. 230—237. 

®) J. v. Neumann: Math. Ann. 99 (1928), S. 373—391 (vgl. auch S. 392 f.). 

®) H. Vieler: Untersuchungen über Unabhängigkeit und Tragweite der Axiome der Mengenlehre in der Axioma- 
tik Zermelos und Fraenkels. Inauguraldissertation Marburg 1926. $ 1. 

*) Für spezielle Aufgaben kann die scharfe Fassung des Axioms auch künftig zur Untersuchung seiner eigenen 
Tragweite nützlich sein, wie es z. B. bei der Frage nach der Unabhängigkeit des Auswahlprinzips der Fall ist. 

5) E. Zermelo: Über den Begriff der Definitheit in der Axiomatik. Fundamenta Mathematicae 14 (1929), 
S. 839-— 8344. Vgl. auch die demnächst erscheinenden Einwände Herrn Skolems gegen diesen Aufsatz. (Inzwischen 
erschienen: Ebenda, 15 [1930], S. 337—8341.) 
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Axiom sprechen !), sondern augenscheinlich auch die besonderen, die gegen Herrn 
Finslers Vollständigkeitsaxiom erhoben worden sind ?). 

Zermelos Bemerkung, daß in meinen Definitheitsbegriff der Begriff der endlichen 
Anzahl eingeht, ist zutreffend in dem Sinn, in dem sie auch z. B. für seine eigene Axiomatik 
gilt. In der Tat glaube ich, daß beim axiomatischen Aufbau einer der grundlegenden 
mathematischen Disziplinen immer dieser Zahlbegriff inhaltlich heranzuziehen ist, und 
zwar etwa in dem Umfang, wie das in Herrn Hilberts Metamathematik geschieht. In 
meiner Definition des Funktionsbegriffs (Nr. 3, c) wird die natürliche Zahl nur bis zu 
einer festen Grenze benötigt; dieser Gebrauch läßt sich sogar völlig vermeiden, wenn 
man einen Umweg über den Begriff des Paars in Kauf nimmt. — Die Begründung der 
formalen Zahlenlehre ist von alledem unabhängig und auch innerhalb der Axiomatik 


sinnvoll. 


$ 1. Grundlagen. 

Aus der axiomatischen Grundlage und der Äquivalenz- und Ordnungstheorie sei 
folgendes rekapituliert °). 

41. Wir betrachten Objekte A, B usw., die Mengen heißen und zwischen denen 
zweierlei Grundrelationen der Form A =B und AeB („A ist Element von RB“) 
nebst ihren Negationen bestehen können. Folgt aus ae A stets auch ae B, so heißt 
A Teilmenge von B (in Zeichen A-#=B bzw., falls ausdrücklich A#=B, A (B); 
entsprechend „echte Teilmenge‘ und ‚‚(elemente)fremd'‘. 

2. Axiome. I. Axiom der Bestimmtheit: Eine Menge M ={A,B,C,...} 
ist durch ihre sämtlichen Elemente A, B,C,... bestimmt, d.h. ist MEN und N #=M, 
so it M=N. 

II. Axiom der Paarung: Zu zwei verschiedenen Mengen A und B existiert das 
Paar {A, B}. 

III. Axiom der Potenzmenge: Zu jeder Menge M existiert die Potenzmenge 
NUM, die alle Teilmengen von M (soweit diese schon als existierend erwiesen sind) zu Ele- 
menten besitzt. 

IV. Axiom der Vereinigung: Zu jeder Menge M existiert die Vereinigungsmenge 
(Summe) $M, die Menge der Elemente aller Elemente von M. (Ist M ={A,B,...}, 


so schreibt man auch &M =A +B-+--..) 
V. Axiom der Aussonderung: Sind (x) und y(x) Funktionen von x (siehe 


M die Aussonderungsmenge Mgoy, d.h. die Teilmenge derjenigen Elemente x von M, 
für die @(x)o y(x) gilt. 

VI. Axiom der Auswahl: Zu jeder Menge M, deren Elemente paarweise fremd 
und sämtlich nicht leer sind, existiert unter den Teilmengen von &M mindestens eine 
„Auswahlmenge‘‘ von M, die mit jedem Element von M genau ein Element gemein hat. 

VII. Existenzaxiom. Es existiert mindestens eine Menge. 





1) Vgl. etwa R. Baldus: Math. Ann. 100 (1928), S. 321—333. 

2) Siehe namentlich R. Baer: Math. Zeitschr. 27 (1928), S.536—539 und 543. — Die beiden angeführten Nach- 
teile werden vermieden, wenn der nämliche Gedankengang, den Zermelo axiomatisch ausdrückt, konstruktiv-de- 
finitorisch gefaßt wird; das ist, wie Zermelo anscheinend entgangen ist, schon früher durch Herrn Skolem vorgeschlagen 
worden (Wiss. Vorträge, geh. auf d. 5. Kongr. der skandin. Math. in Helsingfors 1922, S. 219). 

®) Für die Einzelheiten (auch die Abweichungen von Zermelos Axiomen) vgl. U II oder auch meine „Ein- 
leitung in die Mengenlehre“, 3. Aufl. (Berlin 1928), $$ 16 und 17. 


*) Man könnte sich hier und in Nr. 3im wesentlichen auf die Relation e beschränken. 
1* 
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3. Der Funktionsbegriff (Axiom V) wird induktiv definiert auf folgende Art, die, 
wie man leicht sieht, keinerlei zirkelhafte Verflechtung mit Axiom V bedeutet: 

a) x selbst, jede konstante Menge, ferner Ux und &x sowie, falls @(x) und y(x) 
Funktionen von x sind, auch {p(z), y(x)} und g(y(z)) heißen Funktionen der (Men- 
gen-)Variabeln x. 

b) Die Aussonderungsmenge Y(Z)yxy)zy), wobei 9, y, x Funktionen eines Ar- 
guments sind und y die Elemente von (x) durchläuft !), heißt eine Funktion von x, 

c) Wird bei dem Prozeß, der eine Funktion der Argumente &,, a, - - -, &n liefert 
(rn 21), eine der verwendeten konstanten Mengen als variabler Parameter aufgefaßt 
und mit &„:ı bezeichnet, so heißt die entstehende variable Menge eine Funktion der 
Argumente X, La + + + In In+ı- 

Für die hier gesteckten Ziele braucht man nicht über den Wert n = 3 hinauszu- 
gehen. 

4. Aus UII, $ 1, wird nachstehend namentlich folgendes verwendet: Auf Grund 
der Axiome existieren: die Nullmenge 0; zu jeder Menge M = {A,B,...} die Menge 
{MM}, der Durchschnitt ®M = [A,B,...]?), die Verbindungsmenge ®M =A.-B...; 
zu jeder Teilmenge M’-€ M die Komplementärmenge M — M’. Die durch &, ®, % 
bezeichneten Operationen sind assoziativ, kommutativ und im bekannten Sinn distri- 
butiv. Sind @ und % Funktionen zweier Argumente, so bestimmt die Menge M die Teil- 
menge der ye M, die für jedes bzw. für irgendein Element x einer Menge x(y) der Re- 
lation @(x,y) e y(x,y) genügen. Eine Funktion $ von einem Argument liefert zu jeder 
Menge M eine Menge N, die an Stelle jedes ze M das Element (x) enthält ?). Eine Menge 
® von Paaren {m, n}, wo meM und neN fremden Mengen M und N angehören, heißt 
eine Abbildung zwischen M und N, wenn jedes xe(M + N) in einem einzigen der Paare 
als Element auftritt; M und N werden dann äquivalent genannt. 


5. Aus der Ordnungs- und Ähnlichkeitslehre gebrauchen wir namentlich folgende 
Begriffe und Sätze (U II, $ 2): 

Eine Menge M von Teilmengen der Menge M heißt eine Ordnung von M, wenn 
M eine größtmögliche Teilmenge von WM mit folgender „Monotonie‘“-Eigenschaft ist: 
für je zwei Elemente M, und M, von M gilt stets entweder M\,# M, oder M, # M.. 
Zu jeder Menge existiert die Menge der möglichen Ordnungen von ihr (die sich erst auf 
Grund des Wohlordnungssatzes — den wir indes nachstehend nicht verwenden — als 
+ 0 erweist). Ist M eine Ordnung von M, so ist SM = M;; man spricht kürzehalber auch 
von der „geordneten Menge“ {M,M} oder M. Ist M eine beliebige Teilmenge der Ord- 


nung M, so sind SM und ®M Elemente von M. Bei gegebener Ordnung M existiert 
zu je zwei verschiedenen Elementen a und 5 von M mindestens ein weM, das nur eines 
der Elemente a und 5 enthält (und zwar bei jeder Wahl von „ das nämliche); ist aeu, 


bi: u, so heißt a > b oder in Worten: a vor b in der durch M geordneten Menge M?). 


1) Also: die Menge der ye p(x), für die die Relation y(y)oyx(y) gilt. Es ist schon hier bequem und im 
Fall c) sogar (im allgemeinen) nötig, die Variable, die beim Aussonderungsprozeß die Elemente der Obermenge zu 
durchlaufen hat, als solche hervorzuheben; das soll im folgenden stets durch Fettdruck dieser (,„scheinbaren‘ 
oder „gebundenen‘‘) Variabeln geschehen, soweit ein Zweifel möglich erscheint. 

2) Daß DM bei variablem M eine Funktion von M ist, folgt nach Nr. 3 aus der (bisher nicht verwendeten) 
Darstellung: ®M ist die Menge der ze SM, für die Mzey = M. 

3) Dieser Satz, der eine wesentliche Erweiterung des Satzes von U II, $ 1, Nr. 7, bedeutet, ist Herrn von Neu- 
mann (Math. Ann. 99 [1928], S. 377) zu verdanken. 


M M 
*) Es ist natürlich prinzipiell völlig gleichgültig, ob man in diesem Fall a <’ b oder b<’ a definiert. Für die 
Theorie der Ordnung schlechthin ist auch praktisch kein Unterschied; deshalb wurde in U II im Anschluß an die 
einschlägigen Arbeiten von Hessenberg und Kuratowski deren Festsetzung b <’ a beibehalten, d. h. unter einer Ord- 





; 





DE ar Sri npTige  eRu PR ae ht EN aeg 2 Kar Kae br ra a ea Tal 


1 re 


Fraenkel, Azxiomatische Theorie der Wohlordnung. 5 


„Erstes Element“, „unmittelbarer Nachfolger‘, „zu M inverse Ordnung“ (die stets 
existiert), „Anfangsstück“, „zu ae M gehörige Anfangsstrecke‘‘ oder „Abschnitt‘“ 
von M lassen sich wie gewöhnlich definieren. Die Ordnung M ist die Menge aller An- 
fangsstücke der durch M geordneten Menge. Durch M wird gleichzeitig jede Teilmenge 
M von M geordnet, d.h. die zugehörige Ordnung von M existiert und sie ist (bei gege- 


benem M) eine Funktion von M. 

6. (U II, $ 3.) Wird eine „ähnliche Abbildung‘‘ zwischen den fremden geordneten 
Mengen M und NR als eine Abbildung zwischen M und N mit den üblichen Ordnungs- 
eigenschaften definiert, so existiert stets die Menge aller ähnlichen Abbildungen zwischen 
Mund N; sie ist Funktion der Ordnungen M und N. Ist sie + 0, so heißen M und N 
ähnlich (M = NR). Durch Einschaltung einer vermittelnden Menge kann man sich von 
der Fremdheitsbedingung befreien; an die Stelle einer ähnlichen Abbildung tritt dann 
ein Paar von solchen. Bei gegebenem Abbildungspaar gibt es je eine Funktion (x) 
bzw. y(x), so daß o(m) das Bild von meM in N, y(M,) = N, die Menge der Bilder aller 
meM,-€ M in N darstellt, und es ist M, — N,. Zu einer geordneten Menge M, deren 
Elemente Ordnungen von paarweise fremden Mengen sind, existiert die geordnete Summe 
SM aller zugehörigen geordneten Mengen im üblichen Sinn; ebenso zu zwei geordneten 
Mengen M und NR die geordnete Verbindungsmenge (das geordnete Produkt) N - M, 
die die Paare {m, n} in lexikographischer Ordnung (bei dieser Schreibweise) enthält. 
Ähnliche Mengen M und M’, deren Elemente ähnliche Ordnungen fremder Mengen sind, 
ergeben ähnliche Summen SM und SM’; entsprechend für die Verbindungsmenge. 


$ 2. Begriff und Grundeigenschaften der wohlgeordneten Mengen. 


Wie in U II wird, wenn M eine Ordnung ist, die zugehörige ungeordnete 
Menge &M stets durch die entsprechende lateinische Letter M, die ‚‚ge- 
ordnete Menge‘‘ durch die deutsche Letter M bezeichnet. 

7. Definition!): Die geordnete Menge M heißt wohlgeordnet und ihre Ordnung M 


eine Wohlordnung, wenn zu jeder von 0 verschiedenen Teilmenge MM stets 
DMEM ist. 
Daß der Durchschnitt DM Element von M ist, folgt aus der Ordnungsnatur von 


M (Nr. 5); darüber hinaus verlangen wir hier, daß DM sogar der Teilmenge M selbst 
angehöre, d.h. daß jedes M ein „umfangkleinstes‘‘ Element besitze. 
Gleichbedeutend ist die Definition: M ist wohlgeordnet, wenn jedes von 0 verschie- 


dene M € M mindestens ein Element 1 besitzt, das Teilmenge jedes Elements von M ist. 
In der Tat: Ist die ursprüngliche Bedingung erfüllt, so auch gewiß die eben angeführte, 


nämlich durch = ®M. Umgekehrt genüge M der neuen Bedingung. Dann ist zunächst 
li (unter den Elementen von M) eindeutig bestimmt, da für ein beliebiges derartiges 
weM aus ua w und %’£ u nach Axiom I a’ = folgt. % ist seiner Natur nach 
jedenfalls Teilmenge des (mindestens in M vorkommenden) Durchschnitts DM; aus Z eM 
folgt andererseits DM € , d.h. es ist wirklich 2 = ®M. 


Die zu ae M gehörige Anfangsstrecke von M, d. h. die Menge der Elemente von M, 
die vermöge der Ordnung M vor a stehen, ist nach Nr. 5 ein Element von M; sie werde 





nung die Menge der Endstücke verstanden. Für die Theorie der Wohlordnung aber, in der vermöge der Definition 
M 


der wohlgeordneten Menge eine bestimmte Richtung bevorzugt wird, ist die Festsetzung a <’ b viel bequemer, wes- 
halb wir sie hier bevorzugen. Entsprechend sind die folgenden Sätze, soweit nötig, gegenüber U II umgeschrieben. 
1) Vgl. Hessenberg im Anhang zu einem Aufsatz von Hartogs, Math. Ann. 76 (1915), S. 443, 
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von nun an stets durch uM oder, wo ohne Mißverständnis möglich, durch wu, be- 
zeichnet und mit Cantor der durch a bestimmte Abschnitt von M genannt. Ent- 
sprechend U II, Nr. 20, ist uM bei gegebener Ordnung M eine Funktion von a. 

8. Satz: Eine geordnete Menge M ist dann und nur dann wohlgeordnet, wenn zu 
jeder von O verschiedenen Teilmenge M, € M gilt: D(M, — {0}) #0, d.h. wenn der 
Durchschnitt D aller von O0 verschiedenen Elemente der Ordnung M,, welche M, im Sinne 
von M ordnet (Schluß von Nr. 5), mindestens ein Element enthält. 

Dem Beweis sei folgende Bemerkung vorausgeschickt: Ist diese Bedingung unseres 
Satzes erfüllt, so enthält der fragliche Durchschnitt D genau ein Element m$, d.h. 


D = {m%}}; denn wäre m, ein weiteres Element von D und etwa mf 2 mg, so hätte man, 
da der von 0 verschiedene Abschnitt „MW von M, nach Nr. 5 seinerseits Element von 
M, ist, vermöge der Beziehungen my & uf und D=€ u einen Widerspruch mit der 
gemachten Annahme m, € D. Ferner ist mf das erste Element von M,; denn aus DeM, 
(Nr. 5) folgt, daß D ein Anfangsstück von M, sein muß. 

Beweis: M sei eine Wohlordnung und M, eine nichtleere Teilmenge von M = &M. 
Bezeichnet Miz,a11+0 =M die Menge derjenigen xeM, die mindestens ein Element 
von M, enthalten, so ist DM =+ 0; denn nach der Definition von Nr. 7 ist DM eM, und 
gemäß der Natur von M ist kein Element von M leer. Nach U II, Nr. 26, entsteht aus 
der Ordnung M von M die zugehörige Ordnung M, der Teilmenge M, in der Weise, daß 
jedes #eM durch den Durchschnitt [«, M,] ersetzt wird; daher ist insbesondere 
[DM, M,]= u* Element von M,. Wegen DM eM und der Definition von M ist uf=+0. 
Bezeichnet X ein beliebiges Element von M und demgemäß [z, M,] = u, das (ein- 
deutig, aber nicht notwendig umkehrbar eindeutig) zugehörige und gemäß der Definition 


von M jedenfalls von 0 verschiedene Element von M,, so folgt aus DM £ z auch uf £ u,. 
Die von O0 verschiedene Menge uf ist also Teilmenge jedes von O0 verschiedenen Elements 
der Ordnung M,; demnach ist der Durchschnitt aller dieser Elemente in der Tat #0. 

Um auch die Umkehrung nachzuweisen, nehmen wir die Bedingungen unseres Satzes 
als erfüllt an. Ist M (+0) eine beliebige Teilmenge von M, so daß jedenfalls (nach 
Nr.5) BMeM und somit DM ein Anfangsstück von M ist, so sei M, die im Sinn von M 
geordnete Teilmenge M— DM = M, von M. Nach dem zweiten Absatz dieser Nr. ent- 
hält, falls M, +0, die Ordnung M, von M, u.a. das Element {m$}, wo mf das erste Element 
von M, bezeichnet; die etwa noch vor m* stehenden Elemente von M kommen also 


sämtlich in ®M, d.h. in jedem Element von M vor; genauer ist ®M selbst die Gesamt- 
heit eben jener Elemente, da ja schon das (nächstgrößere) Anfangsstück, das durch die Hin- 
zufügung von m* zu jener Gesamtheit entsteht, von ®M nicht mehr umfaßt wird. Da 
M als Teilmenge der Ordnung M nur Anfangsstücke von M enthält, kann ®M nicht 
echte Teilmenge sämtlicher Elemente von M sein, weil sonst diese alle auch noch m* ent- 
halten müßten; also ist ®M selbst Element von M, w. z.b.w. — Im Fall M, =, 
d.h. D®M=M, ist offenbar M = {M}, so daß sich DM eM von selbst versteht. 

9. Eine geordnete Menge ist dann und nur dann wohlgeordnet, wenn jede von 0 


verschiedene geordnete Teilmenge von ihr ein erstes Element besitzt. 
Daß diese Eigenschaft jeder wohlgeordneten Menge zukommt, ergibt der zweite 


Absatz der vorigen Nummer. Besitzt umgekehrt die geordnete Teilmenge M € M ein 
erstes Element m*, so ist {m*} der Durchschnitt aller von 0 verschiedenen Elemente der 
Ordnung M (Nr.5), so daß nach dem Satz von Nr. 8 M wohlgeordnet ist, w. z. b. w. 
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Jede (geordnete) Teilmenge einer wohlgeordneten Menge ist hiernach ebenfalls 
wohlgeordnet. Ebenso jede geordnete Menge NW, die einer wohlgeordneten Menge M 
ähnlich ist; denn nach U II, Nr. 35, entspricht dem ersten Element einer Teilmenge von 
M auch ein erstes Element in der ‚entsprechenden‘ Teilmenge von N. 


Ist die Ordnung M der Teilmenge M -£ M gegeben, so ist ihr erstes Element in der 
Form m* = & Mn. —-6& (SM) „.w als Funktion von M darstellbar; denn wegen der 
Natur einer Ordnung ist {m*} das einzige Element von M, das genau ein Element ent- 
hält. Nach Nr.5 ist M, falls die Ordnung M von M gegeben ist, eine Funktion von 
M; nach Nr. 3 ist also auch m* eine Funktion von M. 


10%). Eine MengeM ist dann und nur dann eine Wohlordnung von M, wenn sie 
eine größtmögliche Teilmenge von WM von folgender Eigenschaft %y ist: Der Durch- 


schnitt jeder Teilmenge M von M ist Element von M. (M.a. W.: wenn jede Teilmenge 
von UM von der Eigenschaft %, sofern sie M als Teilmenge umfaßt, mit M zusammen- 
fällt.) 

Während in Nr.7 für M die Eigenschaften einer Ordnung schon vorausgesetzt 
waren, wird hier direkt der Charakter einer Wohlordnung bestimmt. Die ‚„Monotonie‘- 
Eigenschaft einer Ordnung, d.h. die Tatsache, daß für je zwei Elemente « und u’ von 
M eine der Beziehungen u =# u’ und u’ € u gilt, muß hier also erst bewiesen werden. 

Zunächst stellt eine unseren Bedingungen genügende Menge M eine Wohlordnung 
von M dar. Daß nämlich M die Monotonieeigenschaft besitzt, folgt schon aus der Eigen- 
schaft % für sich allein. Denn sind u und w’ zwei Elemente aus M, so ist {u, a’} = M, 
also ist wegen W : [u, „’] e{u, w’}, d.h. dieser Durchschnitt ist u oder u’, was gerade 
die Monotonie ausdrückt. Ferner ist M eine größtmögliche Teilmenge von UM mit dieser 
Monotonieeigenschaft. Könnte man nämlich in M noch ein weiteres Element u, = M 


aufnehmen, ohne dadurch die Monotonie zu stören, so wäre für jede Teilmenge M nicht 
bloß von M (wie durch ® ausgedrückt), sondern sogar der vergrößerten Menge M + { u} 


auch noch ®MeM; denn ist weM — im Gegenfall ist überhaupt nichts mehr zu 


zeigen —, 50 ist EM = ZUM — {z0}) + {10}) = [a Ho], wo u = DM — {uo}) wegen 
® ein Element von M ist, und wegen der Monotonie von M ist [2, zo] EM. Im Wider- 
spruch mit der Bedingung unseres Satzes gäbe es also eine noch umfassendere Menge 
als M von der dort geschilderten Art. Mit diesem Widerspruch ist bewiesen, daß M 
eine Ordnung von M ist (Nr.5). Schließlich ist M auf Grund der Eigenschaft ® eine 
Wohlordnung, weil die Bedingung von Nr.7 erfüllt ist. . 

Ist umgekehrt M eine Wohlordnung von M gemäß Nr.7, so besitzt sie hiernach 
die Eigenschaft ®; da M als Ordnung eine größtmögliche monotone Teilmenge von UM 
ist (Nr. 5) und aus der Eigenschaft W nach dem Beginn des vorigen Absatzes die Mo- 
notonieeigenschaft folgt, so kann es auch keine umfassendere Teilmenge von UM 
mit der Eigenschaft ® geben. M erfüllt also die Bedingung unseres Satzes. 

11. In der wohlgeordneten Menge M gibt es zu jeder Teilmenge M, mit der M 
nicht konfinal ist, ein unmittelbar nachfolgendes Element m,. Jedes von M verschiedene 
Anfangsstück A von M ist also ein Abschnitt von M, nämlich der Abschnitt, der be- 
stimmt ist durch das auf W unmittelbar folgende Element von M. 

Ist nämlich gemäß U II, Nr. 25, F, das zu M gehörige Endstück von M, das nach 


Voraussetzung + 0 ist, so ist m, das erste Element der zu F, auf Grund der Wohl- 


1!) Vgl. C. Kuratowski, Fundamenta Mathematicae 2 (1921), S. 167 £. 
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ordnung M gehörigen geordneten Menge (Nr. 9). Bei gegebenem M ist m, nach den 


angeführten Stellen eine Funktion von M. 
Nach diesem Satz gehört bei gegebener Wohlordnung M nicht nur (wie bei jeder 
Ordnung) zu jedem a e M eindeutig ein uM eM (Nrn. 5 und 7), sondern auch umgekehrt 


zu jedem von M selbst verschiedenen u eM eindeutig ein ae M, so daß u = u”. Nach 





Definition der u” folgt aus ab stets uM ( „uM und umgekehrt!). (Eine beliebige 


Ordnung M besitzt neben den Abschnitten von M im allgemeinen noch weitere Elemente.) 
Gemäß U II, Nr. 25, sowie dem Ende der vorstehenden Nr. 9 ist (bei gegebener Ordnung 
M) a eine Funktion von 4 (Umkehrung des Endes von Nr. 7!). 


12. Zu jeder Menge M existiert die Menge H aller Wohlordnungen von M. 


Ist nämlich Z gemäß Nr. 5 (vgl. U II, Nr. 14) die Menge aller Ordnungen von M, 
so stellt nach Nr. 7 H die Teilmenge der ye= dar, die für jedes xelly der Beziehung 
Dxex genügen. H existiert also nach Nr.4 und ist, wie schon Z, eine Teilmenge von 
UNM. 

Die Tatsache, daß H + 0 (d.h. der Wohlordnungssatz), wird im folgenden nicht 
verwendet; ihr Beweis ist auf der vorstehenden axiomatischen Grundlage von Vieler 
(Zitat in der Einleitung) dargestellt worden. 

13. Ist M eine wohlgeordnete Menge von Wohlordnungen paarweise fremder 
Mengen, so ist die geordnete Summe Y = &M (Nr. 6) wohlgeordnet. Dasselbe gilt 
für das geordnete Produkt (Nr. 6) zweier wohlgeordneter Mengen. 

Den Beweis führt man — einfacher als unter Benutzung der an die Spitze gestellten 
Definition der Wohlordnung — in der sonst üblichen Weise, indem man sich auf Nr. 9 
stützt. Die Einordnung in den vorliegenden Formalismus begegnet keiner Schwierigkeit. 

14. (Transfinite Induktion.) Eine Aussage p(x) ey(x), die für das erste Element 
der wohlgeordneten Menge M zutrifft und die überdies stets dann für ein beliebiges ze 
richtig ist, falls sie für alle vorangehenden Elemente von M zutrifft, gilt für alle ze M. 


Beweis wie üblich: Wäre M = Myga)eyz) von M verschieden, so hätte die Kom- 


plementärmenge M — M, als wohlgeordnete Menge betrachtet, ein erstes Element m, 
für das nach den gemachten Voraussetzungen dennoch (m) ey(m) gelten müßte. — 
Im übrigen ist für die transfinite Induktion, insbesondere für das (früher ungenügend 
studierte) Problem der Definition durch Induktion, auf die Arbeiten Herrn von Neu- 
manns zu verweisen ?). 


$ 3. Die Vergleichbarkeit der wohlgeordneten Mengen. 
15. Definition. Die Schreibweise M’ < M bedeute fortan: M’ ist ein (entsprechend 
‚M geordneter) Abschnitt der geordneten Menge M; die zugehörige ungeordnete Menge 
M’ ıst also von der Form M’ = u. 


Au MW<M,M’<M folgte M’<M. (Vgl. Nr. 9.) 

16. Ist {8,7} ein ähnliches Abbildungspaar (Nr. 6) zwischen der wohlgeordneten 
Menge M und der Teilmenge N von M und ordnet die Funktion g(x) gemäß {9,7} 
jedem m eM das entsprechende g(m) eN zu, so gilt in M stets: m< p(m). (Satz 
von Zermelo.) 


| 2) Dies liegt an der Festsetzung, die in der Fußnote von Nr. 5 hervorgehoben ist. Nach der in U II verwen- 


deten Schreibweise würde a <' 5 vielmehr uM ( u” bedingen und umgekehrt. 


2) J. von Neumann, Math. Ann. 99 (1928), S. 373—891, und die dort zitierte Literatur; ferner B. L. van 
der Waerden, Moderne Algebra, I. Teil (Berlin 1930), S. 197. 
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Es sei nämlich M die Menge der ze M, für die (x) 2 z, also M = Mus 
(Nr. 7). Wäre M =+0, so hätte man im besonderen für das erste Element m* von M: 
o(m*) 2 m*, also p(m*).: M. Vermöge der Ähnlichkeit der durch {®, 7} vermittelten 
Abbildung wäre andererseits in N, also auch in M, o(p(m*)) < g(m*), d.h. nach 
der Definition von M: g(m*) e M, im Widerspruch mit dem obigen Ergebnis. 

17. It MW < M, so ist weder W-M noch M< WM. 

Beweis wie üblich mittels Nr. 16. 

18. Zwischen zwei ähnlichen wohlgeordneten Mengen M und NW gibt es nur eine 
einzige ähnliche Abbildung. 

Sind nämlich 9,(2) und 9,(x) die zu zwei ähnlichen Abbildungen zwischen M 
und N gehörigen abbildenden Funktionen (Nr. 6), so liefert, da nach U II, Nr. 10, z. B. 
y,(x) zu sich selbst invers ist, y = 9, (9z(2)) eine Abbildung etwa von N auf sich 
selbst, die ersichtlich ähnlich ist. Wären g,(z) und 9,(x) nicht miteinander identisch 
und wäre etwa für me M, falls p,(m,) = Noı, Palm,) = No, gesetzt wird, Ngı # No; 
so folgte wegen m, = Yı(Noı): Nog = YPalYı(R01)), d.h. man hätte eine nichtidentische 
ähnliche Abbildung von W auf sich selbst; dies steht aber sowohl bei ngı 2, Noga wie bei 


Noe he) Ag, Im Widerspruch mit Nr. 16. 

19. Von zwei verschiedenen Abschnitten einer wohlgeordneten Menge MW ist einer 
ein Abschnitt des anderen. 

Beweis wie üblich ohne Schwierigkeit. 

20. Sind die wohlgeordneten Mengen M und WM’ ähnlich und ist ® die ähnliche 
Abbildung zwischen ihnen, ist ferner W< M und A’ die Menge derjenigen ze MW’, die 
vermöge ® den Elementen von X entsprechen, so gilt für die zu A’ gehörige geordnete 
Menge VW’: W<M und A=W. Kurz: die Abbildung zwischen ähnlichen wohlgeordneten 
Mengen ordnet jedem Abschnitt der einen Menge einen ähnlichen Abschnitt der anderen zu. 


’ 


Zunächst folgt 9 = W unmittelbar aus Nr. 6. Ist ferner a’ 2 aı und sind a und 
a, die nach ® den Elementen a’ und a; von M’ entsprechenden Elemente von M, so folgt 


aus aqaeW’ nach der Definition von W: a,eN, also wegen a x a, und Y< M auch 
ae. Daher ist a’ e W, W’ also ein Anfangsstück und somit nach Nr. 11 ein Abschnitt 
von M. 

21. (Umkehrung von 20.) Gibt es zu jedem (wohlgeordneten) Abschnitt W der 
wohlgeordneten Menge M einen ähnlichen Abschnitt W’ der wohlgeordneten Menge M’ 
und umgekehrt, so ist MM’. Sind nämlich WM und M’ fremd und wird der Abschnitt A 
durch ae M, W’ durch a’ e WM’ erzeugt, so ist die Menge der Paare {a, a’} die ähnliche 
Abbildung zwischen M und WM. 

Vor allem kann jedem A< M nur ein W< M(A— W) entsprechen und um- 
gekehrt, weil aus A W, W< M’ in Verbindung mit der Annahme über W folgt: 


WW, was nach den Nrn. 19 und 17 W = W bedingt. — Der Beweis werde zunächst 
unter der Annahme geführt, daß M und M’ fremde Mengen sind. 

Um eine die Ähnlichkeit von M und M’ dartuende Abbildung zu konstruieren, 
kommt es vor allem darauf an, den nach Voraussetzung existierenden (ungeordneten) 
Abschnitt A’ als Funktion von A darzustellen. Nach den Nrn. 5 und 11 enthält die 
Ordnung M’ von M’ als Elemente außer M’ selbst noch genau alle Abschnitte von WM’; 
daher ist {A’} die Menge derjenigen ze M’!), die — als geordnete Mengen betrachtet — 


!) Es ist nicht nötig mit M’— {M’} an Stelle von M’ zu operieren; denn Y\ = M’ ist von selbst ausgeschlossen 
auf Grund der Voraussetzung unseres Satzes und Nr. 17. 
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dem geordneten Abschnitt A< M ähnlich sind. Bei gegebenen Ordnungen M und M 
ist die Ordnung von y=A ( M nach Nr. 5 eine Funktion y,(y) von y, ebenso die Ordnung 
von x ( M’ eine Funktion %, (x), während die Menge der ähnlichen Abbildungen zwischen 
den zugehörigen (durch y, (y) und %, (x) bestimmten) geordneten Mengen eine Funktion 
n(z,y) beider Variabeln darstellt (Nrn. 3 und 6). Die Bedingung der Ähnlichkeit ist 
n(z,y) #0; daher ist {A’} die Menge der ze M’, die zu dem gerade betrachteten Ab- 
schnitt A der Bedingung n(x, A) #0 genügen, und zwar ist das Nichtverschwinden 
jener Teilmenge von M’ Folge der Voraussetzung unseres Satzes, während sich aus 
allgemeinen Eigenschaften der Wohlordnung (siehe voriger Absatz) ergibt, daß die Menge 
nur ein Element besitzt. Nach Axiom V und Nr. 3 ist also 


A’=6& Mu@,4+0 = PA) 
eine Funktion von A. 


Da es nach dem Ende der Nrn. 7 und 41 Funktionen y(z) und x(x) gibt, so daß 
in der Bezeichnungsweise unseres Satzes A = y(a), a’ = x(A’), so existiert nach Nr. } 
eine — nur von den Wohlordnungen M und M’ abhängige — Funktion »(z) = x(p(y(x))), 
sodaß a’ = w(a). {x, w(x)} ist eine Funktion von x, also existiert nach Nr. 4 die Menge ö 
aller Paare {a, a’}; angesichts der Voraussetzung ‚und umgekehrt“ in dem zu beweisen- 
den Satz, nach der sich durch Umkehrung der ganzen Betrachtung auch a als Funktion 
von a’ auffassen läßt, stellt ® jedenfalls eine Abbildung zwischen M und M’ dar. 


Diese ist schließlich auch ähnlich im Sinn der Ordnungen M und M’; denn ist a » a, 
so gilt für die zugehörigen Abschnitte A(_X,, also nach Nr. 19 A < ,, während für 
die entsprechenden Abschnitte von M aus A-W, A, = WU wiederum nach Nr. 19 
A < WU, folgt; demnach besteht für die abschnitterzeugenden Elemente von M’ die 


. M 
Beziehung a’ <a;, w. z.b. w. 


Sind M und M’ nicht fremd, so verfährt man entsprechend unter Zwischenschaltung 
einer zu beiden fremden Hilfsmenge (vgl. U II, Nrn. 33—35). 


22. Hauptsatz: Zwei wohlgeordnete Mengen M und N sind entweder einander 
ähnlich, oder eine ist einem Abschnitt der andern ähnlich. 


Wir setzen M und N zu einander fremd voraus; andernfalls kann man eine zu JI 


fremde und zu N ähnliche Menge heranziehen (U II, Nr. 33). M-E M sei die geordnete 
Menge der zeM, für die der zu x gehörige (geordnete) Abschnitt von M irgendeinem 
— daher nach Nr. 19 einem einzigen — (geordneten) Abschnitt von R ähnlich ist. Um 


M zu konstruieren, bedenke man zunächst, daß bei gegebener Ordnung M von M die 
Ordnung des Abschnitts u” nach den Nrn. 7 und 5 eine Funktion (x) von x ist, ebenso 
bei gegebenem N die Ordnung des durch y e N bestimmten Abschnitts von N eine Funktion 
y(y) von y. Nach den Nrn. 3 und 6 ist daher die Menge der ähnlichen Abbildungen 
zwischen den zwei erwähnten geordneten Abschnitten eine Funktion xy(x,y) dieser 
beiden Variabeln, falls M und N gegeben sind (wie wir voraussetzen). Somit existiert 
die Menge M derjenigen xe M, die für irgendein ye N der Bedingung y(x,y) + 0 
genügen, nach Nr. 4. Da die fraglichen Abschnitte wohlgeordnet sind, enthält y(z, y), 
falls # 0, nach Nr. 18 nur ein Element. 


M ist ein Anfangsstück von M. Denn sind m und m’ irgend zwei Elemente von W, 


etwa m x m’, und ist m’eM (d.h. gibt es zu dem durch m’ bestimmten Abschnitt 
von M einen ähnlichen Abschnitt von N), so gilt dasselbe nach Nr.20 auch für m. Nach 


Nr. 11 ist also M entweder gleich M oder ein durch a e M bestimmter Abschnitt von W. 
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Wird N genau entsprechend wie M (Vertauschung von M und NR!) definiert, so 
‘st auch N, falls N, ein Abschnitt von N, der durch be bestimmt sei. 

Für die durch die Beschaffenheit von M und N hiernach ermöglichten vier Kom- 
hinationen ergibt sich: 

Wenn MN =M und R<N, so erfüllen M und N die Voraussetzung der Nr. 21, 


| also MIN<N; 


wenn MM und R=N, so folgt ebenso N-M<M; 

wenn M=-M und N=N, so gilt nach Nr. 4 MN; 

der Fall MM, NN endlich, der nach Nr. 21 MN bedingt, ist unmög- 
lich, weil z. B. das den Abschnitt M erzeugende aeM, für das jedenfalls a: M gilt, 
nach der Definition von M (eben wegen M-NR<N) noch zu M gehören müßte. 


Es bleiben also in der Tat nur die im Hauptsatz ausgesprochenen Möglichkeiten. 

Nach dem Wohlordnungssatz (vgl. Nr. 12) folgt aus dem Hauptsatz die Vergleich- 
barkeit beliebiger Mengen im Äquivalenzsinn, m. a. W. daß von zwei Mengen mindestens 
eine einer Teilmenge der andern äquivalent ist. 


Jerusalem, 1. Mai 1930. 


Mathematisches Institut der Hebräischen Universität. 


Eingegangen 28. Mai 1930. 














On binary quadratic forms expressable as a sum of three 
linear squares with integer coefficients. 





Von L. J. Mordell ın Manchester. 





$ 1. Let there be given a positive definite binary quadratic form 
(1.1) d(ax® + 2hry + by?), 
say (da, dh, db), where d >0,a,h,b, are given integers such that the greatest common 
factor of a, h,b is unity, i.e. [a,h,d] =1. Then 
da, dh 0: 
dh, db s 
and we may without fear of confusion call d?A the determinant of the form (da, dh, db). 
The quadratic form (a, h, b), 1. e. 
(1.2) ax? + 2hxy + by? 
is primitive, and if we put 


dA = 


o= [a, 2h, b], 
the form (a, h ‚b) is properly or improperly primitive according as o =1oro =2. 
Let n be a given positive integer. In two recent papers!), I have dealt with the 
conditions under which integer values a,bd,(s =1,2,...,n), exist such that 


(1.3) d(ax? + 2hxy + by?) - £(a, x +b,y)? 
identically in x, y. 
Write 


d= Mid, A=A4,, 
where d,, 4, are free from squared factors >1. 


Then the necessary and sufficient conditions that (1.3) is possible are as follows: 

n = 2;4 is a perfect square and d, must not be divisible by positive primes con- 
gruent 3 (mod 4). 

n = 3; lfd ıs even, 2” being the highest power of 2 dividing d, and the form (a, A, b) 
is improperly primitive, so that [d, o] = 0 (mod 2), then if nis odd (1.3) is impossible; 
while ıf n is even (1. 3) is possible if and only if (1. 3) is possible when d is replaced by FE ° 
d/2”. This disposes of the case d=o=(0 (mod 2). 4 

We assume then that [d, o]==0 (mod 2). The necessary and sufficient conditions 
for the possibility of (1.3) are as follows. Let g be any prime factor of A,; then according 











!) ‘On the representation of a binary quadratic form as a sum of squares of linear forms’, Mathematische 
Zeitschrift. Not yet published. 


‘A new Waring’s problem with squares of linear forms’, Quarterly Journal of Mathematics 1 (1930), 276— 288. 
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as g?* or g?*+!, where e > 0 is an integer, is the highest power of g dividing ad, we must 
have — ad/g” R(g) or — ad A,/g?+? R(g). Further if r is any prime factor of d,, we 
must have — A5R (r) if r not a divisor of A,. 

The notation — m R(N) where [m, N] = 1 means that an integer & exists such that 
@+-m=0 (mod N), so that if N is an odd prime, (— m/N) =1 with the Legendre 
symbol of quadratic residuaeity. The congruence is always possible f N = 2,1.e. -mR (2) 

The conditions above show that the factor d? has no effect upon the possibility 
of (1.3). Take then d, = 1, so that d has no squared factors >1. In the special case 
when [d,4] = 1, and [a,A,]:= 1, these conditions become — AR(d) and — ad R(A,). 
When d =1, this is simply — a R(4,). 

n—=äh; 

dA=+4(80+7), 
where oe 20,0 > 0 are integers, so that d?A and hence A, must be a sum of three squares. 

n =5; the representation (1.3) is always possible. 

In the first paper, the theorem was proved for n = 2, and for the particular case 
ofn=3 when d=1 and A has no squared factors > 1. The proof for n = A, 5 was given 
in the second paper. I prove here the complete result for n =3?). 

$ 2. The question is really that of the representation of a quadratic form by a 
ternary form, here 

X? + Y? +22, 
with 
X=ar +by Y=„tr+by, Z=at+b,y. 

The theory is classic, but even the detailed treatment by H. J. S. Smith ?) deals 
only with primitive forms (a, h,b) and proper representations, 1. e., putting 

(2.1) la, db, — a,b, a,b; —azb, A;b, — a,b] =A,, 
it assumes that A, = 1. This does not suffice for the solution of (1.3), and it is simpler 


not to apply the general theory. 
Let us suppose first that d =1, and that [a,4] =1. From (1.3), 


3 3 3 
a=2a, b=-2b2, kh=2a)b. 
1 8 1 8 1 ‘58 
Clearly 
ab -h?”=A = (a,b, — a,b,)? + (aybz3 — azb,)? + (azbı — a,b)”. 
Hence from (2.1), 43 is a factor of A. 


Take now the case when A, = 1, so that the representation by (1.3) is a proper 
one. Then integers c,, C,, €; exist such that 


| a, db, 
u. db oo =1 
A; d; Cy 


The form ax? + 2 hxy + by? arises by putting z = 0 in the ternary form of de- 
terminant unity, 





2) Note added July 27. A paper has since been published by Wenkov. ‘Über die Klassenanzahl positiver 
binärer quadratischer Formen’, Mathematische Zeitschrift 88 (1931), in which, pages 351—354, he gives conditions 
when d, = 1, which he deduces from Gauss’s theory of the ternary quadratic. 

®) ‘On the orders and genera of ternary quadratic forms’, Collected works 1, 455—509, see 473—476. 

Gauss, in $284 of his Disquisitiones, indicates how results can be found for improper representations and Wenkov 
has applied this. 
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(2.2) D(x, y, 2) - £ (02 +b,y + 2)®. 
Hence we must have 
D(x,y,2) = ax? + by? + cz? + 2fyz + 2gzx + 2hay, 
where c, f, g are integers to be determined from 
a, hg 
5b fi=1. 
u he 
Conversely, all the ternary forms ®(z, y, z) arising from different sets of integer values 
of c, f, g are equivalent to x? + y? + 22, since there is *) only one class of definite ternary 


forms of determinant unity, and so any one of them can be written as (2. 2). 
Hence 


c(ab — h®) =af? +bg? —2/gh +1, 


af? +bg? —2jeh +1 =0 (mod). 
Since a Is prime to A, this is equivalent to 
(af — gh)” + g*(ab -h’?) Fa=0(modA), 
and so —aR(A) is the necessary and sufficient condition. For if 
&® -a=0(mod4), 
the congruence 
af -—geh=£ (mod) 
gives integer values for f, g. One set is sufficient, and then c is an Integer. 
The condition — aR(A) implies the existence of a certain genus of binary forms 
and that (a, h,b) belongs to this genus. It is of course a well known result. 
Suppose next that 4, >1, and that 
A, = ppm pg 
is the resolution of A, into its different prime factors. Since [a,4] = 1, at least one 
of a,, @,, a, is prime to p, say a,. We can then put 
b, = Aa, (mod p®), 
where A is an integer. Since [p, a,] = 1, the congruence 
a,b, — a,b, = 0 (mod p*) 
gives 
b,=4.a, (mod p*), 
and similarly 
b, =/.a; (mod p*). 
Write 
,=Aa, + pbı., 
so that (1.3) becomes 


3 
ax? + 2hxy + by? = 2 (ax + [Aa, + pb1.]y)°- 
Write x — Ay for x and y/p* for y. This gives 


*) c.f. Landau, Vorlesungen über Zahlentheorie 1 (1927), 121. 
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3 
ax? + 2h;xy + by? = 2 (a x +b1.,y), 


say, where 
— aA +h=hp, WE —2hl+b=b,p”. 
Hence 
a) = h (mod p*), 
and this value of A makes 5, an integer, since 
(Aa — h)"+ab — h?= 0 (mod p*), 

because 43 divides 4. 

From (2.1), the three expressions a, De. — a,b, ,, ete. now have pa pa 


for their common factor. We proceed in the same way and finally have the proper re- 
presentation 


3 
(23) a2? + 2hay HP = lmat by), 


say, where 

ab’ — h"? = A/A2. 
Hence from (2.3), —aR(4/45) is the necessary and sufficient condition. But since 
A=4?4A,, this becomes 

(2.4) — aR(4,). 

For clearly 4/42 contains A, as a factor so that (2.4) is necessary; and taking A, = 4,, 
(2.4) is sufficient. 

We must remove the restrietion [a,4] = 1 but still keeping d =1. It is well 
known that a primitive form (a, h, b) represents integers m such that m/o is prime to 
any assigned number. If o = 1, we may then assume that m is prime to dA; and fo = 2, 
that m/2 is prime to dA, i.e. [m, dA] =1 or 2. The case [m, dA] = 2 must arise only 
when m is even, i.e.o = 2 whence 4 is odd, and diseven. Then [m, d] = 2. By eflecting 
a linear substitution with integer coefficients and determinant unity, which does not 
affect the possibility of (1. 3), a or b may be replaced by such a number m. Hence the 
condition — aR(A,) above is the same as — mR(4,), where m is any number prime 
to A and represented by the form (a,h,b), and so (2.4) becomes — mAR(g) for 
every prime factor g of A,. 

This enables us to find the modified form of (2.4) when we suppose that (a, h, b) 
is still primitive but that [a,4] > 1. Then, according as the highest power of gq dividing 
ais2r or 2r +1, where >20 is an integer, the condition — aR(A,) becomes 
a RQ) 00 rat Ag) 
for every prime g dividing 4,. 

We may suppose that [5,4] = 1, so that (2.4) becomes — bR(g) for every prime 
factor q of A,. 

Suppose first that a = a’g?" where [a’,g] =1 and r>0. Since 

(2.6) agb —h?=4ARA,, 
clearly A = 0 (mod g), and then A, = 0 (mod g) since A, = 0 (mod g?), and so 

h=4,=0 (mod g'). 
Hence a’bR(g) and the condition — bR(g) becomes — a’R(g). This obviously holds 
also when 7 = (0. 


(2.5) 
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Suppose next that a = a’g?"+! where [a’,qg] =1,r20. Then 
(2.7) agtıb hr =A1A,. 


From this, A=0 (mod g), and if r>0, A, =0 (mod g), .e. Ah=gh, Aı = gA 
and so 


11» 


agb = AA,. 
Continue this process and we arrive at an equation, say, 
agb — hi = AT,mAsa- 
Clearly A. = 0 (mod g), and so An = gh’ and [A1,m,g9] =1. 
Hence 
ab — ah?” = A7,mAsf/g; 
and so 
ab=A7,mA,g, (mod g), 
and — bR(g) becomes ur R(gq). 


$ 3. Suppose next that in (1.3) d +1 and that 
d= rat? rmta..., where ö=0A1; 6, =0,1; etec., 
is its resolution into prime factors. Then 
a+a3+a=0 (mod r’rt?), 
bE+b2+b2=0 (mod r?*°), 
a,b, + a,b, + a,b, =0 (mod r?rt?). 
Hence 
(ai + a3) (bi + 55) = (a,b, + a,b)? (mod r?7+?), 
(a,b, — a,b)’ = 0 (mod r?rt?), 

(3.1) a,b, — a,b, =0 (mod r’*°). 
This shows that if the representation is proper, d = 1, a well known result. 

We first dispose of the case when a and d must have a common factor, namely 
2 when d is even and (a, h, b) is an improperly primitive form. Let 2” be the highest 
power of 2 dividing d. Then the representation (1.3) is impossible if 7 is odd. But if n is 
even, (1.3) is possible if and only if it is possible when d is replaced by d/2”. For if 

®+a+2=b?+5b+b3=0 (mod 2”*), 
A, Ay, Aa, d1, d,, db, are all even, and so each is divisible by gle+V2 where [(n + 1)/2] 
is the integer part of (n + 1)/2. Then 
dh = a,b, +a,b, + a,b, =0 (mod 2"FW/), 

But Ah is odd and 2” is the highest power of 2 dividing dh. Hence the congruence is im- 
possible if n is odd; and the result stated follows obviously when n is even. 

When a is prime to d, we proceed as in $ 2. Then from (3.1) 

b, = ua, + r?t?bi’, etc. 

where u, bj’, etc. are integers. 

Write x — uy for x and y/r?*? for y in (1.3), which becomes then 


3 
(3. 2) daa? + 2 Hay + By? = 2 (ax + bi’y)’ 





g4,, 
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where 

H = d(— au + h)/rt?, B=d(au? — 2hu + b)/r®r+?, 
The determinant of the quadratic form (da, H, B) is A d?/r?+2,. The coefficient H is 
an integer, while B is integral when ö=(, but if ö=1, only when u is a root of the 
congruence 


(3.3) au? -2hu+b=0 (modr). 
This is solvable only if either A=0(modr) or —A,R (r). Further, since 
B- d au? — 2hu +b) 
Ir) | OU m) 








and 
a(au? —2hu +b) = (au -h”? +A, 

we can secure by proper choice of u that the coefficients da, H, B have no power of 
r as a common factor except in one case when it is r itself. This arises when ö = 1,4 = 0 
(mod r?), since we can then select u so that r but not r? is a divisor of au — A. 

Hence either [da, 7, B] is not divisible by r or is divisible by r and not r?. In the 
latter case, we put 

da=ra, H=rh, B=[rb’ where [a’, h’,b’]J=0 (mod r), 


so that 


3 
(3.4) (Wa + 2hay+by)=2 (v2 + by). 


The determinant of the form (a’, h’, b’) is Ad?/r?’+2°+2, and this and Ar?-? contain 
r to the same power. We next app!y the process which led to (3.2) to the form 
(ra’, rh’, rb’) for which y = 0,6 = 1. We arrive either at an equation of the form (3.2) 
where the coefficients da, H, B no longer have r as a common factor; or an equation 
of the form (3.4) with left hand side r(a’, h’’, 5’) where the determinant of (a’, h’, b’) 
and Ar®’-* contain r to the same power. 

If r occurs to an odd power in A, we ultimately arrive at a form r(a"", nu"), 


where Ar”, the determinant of (a, A”, d“°) is not divisible by r”, and then at a form 
(da, H, B) whose coefficients are not all divisible by r. The congruences corresponding 
to (3.3) are solvable throughout since Ar®-2, Ar®—-*,...are all divisible by r. 

If r occurs to an even power in A, the process leads again to a form (3. 2) where 
(da, H, B]=0 (mod r). If and only if r occurs to an odd power in d, i.e. r is a divisor 
of d,, must a condition corresponding to (3.3) be satisfied; it is easily seentobe — 4,A(r). 

We continue this process with the other factors r,, r,,... of d and finally arrive at 
an identity 


3 
(3.5) daa? ” 2 H'xy + B'y? = 2 (a2 + by)”, 


say, where the left hand side is a properly primitive form of determinant Ad?/d; where 
d2 is some divisor of Ad?. The condition for (3.5) is as follows by (2.5): Let qg be any 
prime factor of A,. According as g occurs to the power 27’ or 27T’ + 1 in ad where r’ > 0, 
we must have 
— ad — ad A 

(3.6) ge’ . R(g) or wre R(g) . 

We recall from (3.3) ete. that, in addition to this, (1.3) also requires that ifr ıs 
any divisor of d,, either — 4, R(r), or r is a divisor of A. In the latter case, if r divide 


A, only and not A,, it must also satisfy — 4, A(r). 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 3 
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We must remove the restrietion [a, d] = 1. The result is as above except that 
now r is replaced by e where g?* or g?*+! is the highest power ofg occuringin ad. This 
easily follows by replacing the a in (3.5) by 5 and utilising the equations (2.6), (2.7) 
from which (2.5) was derived. 

It should not be difficult to find in the same way the condition that any given 4 
binary quadratic form, primitive or not, should be represented (not necessarily properly) | 
by a given ternary form. 

$ 4. The main theorem contains a great many known results upon the necessary 
and sufficient conditions that a given integer m should be capable of representation 
by a particular binary form. 

Thus take the quadratic form in (1. 1) to be 52? + my? where m > 0. The integer 
solutions of 

d+ata= 
are given by the permutations of +2, + 1,0, and so 
92° + my? = (22 + by)’ + (@ + bay)? + bay?. 
Clearly, we can put d, =&,b, =2n,b, = — n where £&, n are integers. 
Hence 
m=&+ 97°, 
and then this equation has integer solutions if and only if — 5 isa quadratic residue of every 
odd prime factor (excluding 5) of m occuring to an odd power in m, and if also — m, 
dıvided by the power of 5 occuring in it as a factor, is a quadratic residue of 5. 

For let m = m? m, where m, is free from squared factors and suppose first that 
Im, 5] = 1. 

Then A = 5m? m,, A, = m,, A, =5m,, d, =1, a=5, and so g is 5 or any 
prime factor of m. Now 2e+1=1 when g=5, and so — ad A,/g”+? R(g) becomes 
— m, R(5). For the g dividing m,, 2e =(0, and so —5AR(g). 

li m is divisible by 5, we write m = 5’ M? M, where v >0O and [M, M,„5] = 1. 

Then & = 5£,, say, and we are led step by step to the first case. 
For another example, take the representation of 6x? + my? by (1.1). This gives 


62? + my? = (2x + by)? + (x + bay)? + (x -+ bay)®. 
Hence 
2, +6, +b=0, 
bi ++b=m, 
and so we can put 
,=n+t35, s=n-68, i=-n 
and 
(4.2) 26? +3? =m, 
where £&, n are integers. 
Suppose first that m = mi m, where [m, m,, 6] = 1. Then A=6mim, 4,=m,, 
A, = 6m,, d, = 1, a = 6, and so g is 2,3 or a prime factor of m,. We need not consider 
—=2. When g=3, 22 +1=1, and so — Am, R(3) or — m, R(3). When g divides 
M,, 2Ee=0, and so — 6 AR(g), .e. — 6R(m,). 
Suppose secondly that m = 6m? m, where [m, m,, 6] = 1. The result above still 
holds since &=0 (mod 3), n=0 (mod 2) giving 3(£/3)? + 2(n/2)° = m/b. 
Take next m = 3m? m, where [m, m,, 6] =1. 


£ 
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Then 62? + my? = 3(22? + m? m,y?), and so 
d=d,=3, A = 2mim, 4, = m, As = 2m, a =2. 

Here g is any prime factor of m,, 2€ = 0, and so — 6AR(g), i.e. — 6/t(m,). Also 
r=3, and so —A,R(3), since A=&0 (mod 3), i.e. m, R(3). But since £ is divisible 
by 3, these are the conditions for the possibility of 

(4.3) 7: +6£° = mim,, 
where m, m, is prime to 6. 

It is clear that these results hold if m, is not prime to 6. Thus if in (4.2) m, = 0 
(mod 2’), so are n and £, etc. 

To recapitulate, suppose that m = m? m, where m, > 0 and is free from squared 


factors > 1. 
Then the equation 


(4.3) 7? +6? =m, 
where (m,, 6) = 1, is possible in integers &, n if and only if m, R(3), — 6RR(m,); e. g. 
if m, is a prime, when m, = 1,7 (mod 24). 

The equation 

(4.2) 37? + 2° = m, 
where (m,, 6) = 1, is possible if and only if — m, R(3), — 6 R(m,); e.g. if m, is a 
prime, then m, = 5, 11 (mod 24). 

If m, = 2* 3°? mi where (m3, 6) =1 and a, ß are not both zero, the equation 
(4.3) gives n = 2* 3° n’, and so 

ee rt mm. 

This becomes the first equation when «= 8 =1, and the second equation ıf x = 0 
rß=0. 

Similarly the second equation reduces to the first equation if x=0 or = (0, and 
to itself ex = ß =1. 


Eingegangen 22. Februar 1931. 
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Über Kontinua von endlicher Relativordnung. 


Von Otto Haupt in Erlangen. 





Einleitung. 


0,1. In einer sehr interessanten Arbeit!) hat Herr Marchaud im euklidischen 
Raum R,„ von n Dimensionen gewisse beschränkte, d. h. also kompakte Kontinua unter- 
sucht, die in einem gewissen Sinn als Verallgemeinerung der (reellen) Kurven beschränkter 
Ordnung angesehen werden können. 


Des näheren handelt es sich um folgende Begriffsbildung ?): Ein Kontinuum | 
heißt ‚von der (beschränkten) (Relativ-)Ordnung %k bezüglich eines Ebenenbüschels 
B“, wenn k die Maximalzahl von Punkten aus $ ist, welche 8 mit einer Ebene aus B 
gemeinsam haben kann (k > 1). Herr Marchaud ?) beweist nun unter anderem folgenden 


Zerlegungssatz: Ein beschränktes Kontinuum, welches in bezug auf drei verschie- 
dene *) Büschel (paralleler) Ebenen von beschränkter Relativordnung ist, kann dar- 
gestellt werden als Vereinigung (Summe) von höchstens abzählbar vielen 5) einfachen 
rektifizierbaren Bogen, die paarweise höchstens eine beschränkte Anzahl von Punkten 


gemeinsam haben. Speziell ist jeder einfache, beschränkte Bogen rektifizierbar, wenn 
er von beschränkter Ordnung ist. 


Als „einfachen Bogen‘‘ bezeichnen wir dabei ein topologisches (d.h. umkehrbar 
eindeutiges und stetiges) Bild einer abgeschlossenen Strecke. 


0,2. Zu diesem Zerlegungssatz kann einerseits bemerkt werden, daß Rektifizier- 
barkeit im allgemeinen (beispielsweise in der Ebene und im dreidimensionalen Raum) 
nicht mehr vorhanden ist für Bogen, welche von endlicher (vgl. weiter unten) Relativ- 
ordnung bezüglich dreier Büschel sind. Man erkennt das durch Konstruktion eines nicht- 
rektifizierbaren Bogens (etwa im dreidimensionalen Raum), welcher sogar von endlicher 
Ordnung ist, d.h. von endlicher Relativordnung bezüglich eines jeden Büschels. Eine 
solche Konstruktion wird in Nr. 4, 1 angegeben. Übrigens gibt es auch Bogen im A,, die 
bezüglich zweier Büschel von beschränkter und bezüglich eines dritten Büschels von end- 
licher Relativordnung, aber nicht rektifizierbar sind (Nr. 4, 2). 


!) Marchaud, A., Sur les continus d’ordre borne, Acta mathematica 55 (1930), Seite 67 ff. 

®) Der Bequemlichkeit und Anschaulichkeit wegen formulieren wir hier und im folgenden alle Ergebnisse und 
Beweise nur für den Fall des dreidimensionalen euklidischen Raumes R,. Wir bemerken dazu ein für allemal, daß 
Ergebnisse und Beweise sich fast unmittelbar auf den Fall des Rn (n> 4) übertragen. 

®) Vgl. Marchaud!), a.a.O., Seite 76. 

*) Dabei wird gefordert: Drei Ebenen, die zu verschiedenen Büscheln gehören, haben höchstens einen einzigen 
Punkt von $ gemeinsam; ferner geht durch jeden Punkt von $ eine Ebene aus jedem der drei Büschel. 


°) „Höchstens abzählbar viele‘ bedeutet hier und im folgenden stets soviel wie: Null oder endlich viele oder 
abzählbar unendlich viele. 
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0,3. Andererseits aber gelten Zerlegungssätze (allerdings ohne die Behauptung 
der Rektifizierbarkeit) auch dann noch, wenn man nur höchstens endliche Ordnung, ja 
sogar nur höchstens endliche Relativordnung bezüglich nur eines einzigen Büschels 
fordert; man spricht dabei von (höchstens) endlicher Relativordnung bezüglich eines Ebenen- 
büschels, wenn das betrachtete Kontinuum zwar mit jeder Büschelebene, abgesehen von 
den Punkten der Büschelachse, nur eine endliche Anzahl von Punkten gemeinsam hat, 
wenn aber die Gesamtheit dieser Anzahlen eine obere Schranke nicht besitzt (oder wenig- 
stens nicht zu besitzen braucht). 

Und zwar kann man auf zweierlei Arten von Zerlegungen ausgehen: Einmal auf 
die — auch von Herrn Marchaud in seinem Falle betrachtete — Zerlegung in einfache 
Teilbogen, sodann aber auf die Zerlegung in ‚‚relativ einfache‘ Teilbogen, d. h. in Teil- 
bogen von der Relativordnung Eins. 

0,4. Wir behandeln zuerst ($ 1) die Frage nach der Zerlegung in relativ einfache 
Bogen und erhalten den, in $ 1 zu beweisenden, 

1. Zerlegungssatz: Jedes Kontinuum $& (beispielshalber im dreidimensionalen eu- 
klidischen Raum), welches von endlicher Relativordnung ist bezüglich eines Ebenenbüschels 
E, läßt sich darstellen als abgeschlossene Hülle einer Summe von höchstens abzählbar vielen 
relativ einfachen Bogen. (Genauere Formulierung in $ 1)®). 

Einen Spezialfall solcher Kontinua & bilden natürlich die eindeutigen stetigen 
Streckenbilder, welche sich mithin — endliche Relativordnung vorausgesetzt — immer 
in der angegebenen Weise in relativ einfache Bogen zerlegen lassen. 

Der 1. Zerlegungssatz behauptet die Darstellbarkeit von f als abgeschlossene 
Hülle einer Summe von höchstens abzählbar vielen relativ einfachen Bogen. Diese Aus- 
sage läßt sich nicht dahin verschärfen, daß & lediglich als Summe von höchstens abzähl- 
bar vielen relativ einfachen Bogen darstellbar sei. Beispiele lassen sich leicht konstruieren 
(vgl. auch ®)). In der Tat: Man betrachte z.B. einen einfachen Bogen 3, welcher 
im Streifen 0 < x s 1 der xy-Ebene verläuft, welcher relativ zur y-Richtung die Relativ- 
ordnung drei besitzt und dessen, zu x = 1 gehöriger, Endpunkt P von der (linksseitigen) 
Relativordnung drei ist (P heißt dabei von der (linksseitigen) Relativordnung drei 
bezüglich der y-Richtung, wenn zu beliebig kleinem e > 0 stets ein & zwischen 1 — e 
und 1 existiert, so daß die y-Parallele x = &£ den Bogen B in drei verschiedenen, zu P 
beliebig benachbarten Punkten trifft). Dann ist aber P weder innerer Punkt noch End- 
punkt eines relativ einfachen Teilbogens von 8, vielmehr lediglich Häufungspunkt 
solcher relativ einfacher Teilbogen von 8. 

Aus unserem 1. Zerlegungssatze ergibt sich noch, daß die von Herrn Marchaud für 
beschränkte Relativordnung bewiesene Zerlegung in rektifizierbare Teilbogen auch unter 
der schwächeren Voraussetzung endlicher Relativordnung bezüglich dreier Büschel 
gilt, falls man lediglich die Darstellung als abgeschlossene Hülle einer Bogensumme fordert: 
Besitzt nämlich ein Kontinuum endliche Relativordnung bezüglich dreier verschie- 
dener *) Ebenenbüschel, so läßt es sich darstellen als abgeschlossene Hülle einer Summe 
von höchstens abzählbar vielen (bis auf Endpunkte fremden, beschränkten) Bogen, deren 
jeder relativ einfach ist bezüglich aller drei Büschel. Jeder dieser Bogen ist also von der 
beschränkten Relativordnung Eins bezüglich dreier Büschel, also rektifizierbar nach 
dem Satze von Herrn Marchaud. 

0,5. Fragt man dagegen nach der Zerlegung nur in einfache Bogen, so ergibt sich 
($ 2) als Verallgemeinerung des Satzes von Herrn Marchaud der 


N 


°) Es sei hervorgehoben, daß unter Kontinuum eine abgeschlossene, zusammenhängende, aber nicht not- 
wendig kompakte Menge verstanden wird, welche mehr als einen Punkt enthält. (,„Zusammenhängend“ heißt: 
nicht als Summe zweier nicht leerer, elementfremder, abgeschlossener Mengen darstellbar). 
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2. Zerlegungssatz: Ein beschränktes Kontinuum 8 von endlicher Relativordnung 
ist darstellbar als Summe von höchstens abzählbar vielen einfachen Bogen, die höchstens 
ihre Endpunkte gemeinsam haben. Die Büschelachse darf dabei mit $ keine Punkte ge- 
meinsam haben. 


Bemerkt sei noch, daß der beim Beweise des 1. und 2. Zerlegungssatzes eingeschla- 
gene Gedankengang wesentlich anders ist als der bei Herrn Marchaud. 


0,6. Die beschränkten Kontinua von endlicher Relativordnung bezüglich z. B. eines 
Parallelbüschels bilden eine spezielle Klasse regulärer Kurven im Sinne von Herrn 
Menger ?’) (vgl. Nr. 2,1). Wir bezeichnen entsprechend unsere (nicht notwendig be- 
schränkten) Kontinua $t gelegentlich kurz als „kurvenartig‘‘. Diesen kurvenartigen Kon- 
tinuen läßt sich eine andere Klasse von Punktmengen gegenüberstellen, die wir ent- 
sprechend als ‚„flächenartig‘‘ bezeichnen wollen und für die ein analoger Zerlegungssatz 
gilt. Indem wir bezüglich der genaueren Formulierung auf die Ausführungen in $ 3 der 
vorliegenden Arbeit verweisen, bemerken wir vorläufig nur folgendes: Es handelt sich 
(im euklidischen A,) um abgeschlossene Punktmengen, die bezüglich eines Geraden- 
bündels „flächenartig‘‘ (vgl. $ 3) erscheinen und außerdem bezüglich dieses Geraden- 
bündels höchstens endliche Relativordnung besitzen, d. h. mit jeder Geraden des Bündels 
höchstens endlich viele Punkte gemeinsam haben. Das einfachste Beispiel wird ge- 
liefert durch das ‚‚relativ einfache Flächenstück‘‘ ; wir verstehen darunter eine Punktmenge, 
welche durch Zentralprojektion vom Bündelzentrum aus umkehrbar eindeutig und stetig 
auf einen Bereich der Kugeloberfläche abgebildet wird, der seinerseits topologisches 
Bild der abgeschlossenen Kreisfläche ist. Das relativ einfache Flächenstück besitzt also 
insbesondere die Relativordnung Eins. (Das Bündelzentrum soll zugleich Kugelzentrum 
sein und dem Flächenstück nicht angehören). Es gilt nun der 


Zerlegungssatz: Jede abgeschlossene flächenartige Punktmenge von endlicher Relativ- 
ordnung läßt sich aufbauen aus höchstens abzählbar vielen relativ einfachen Flächenstücken. 
(Genaue Formulierung in $ 3.) 


Als ein naheliegendes Beispiel von Punktmengen der in Rede stehenden Art sei 
genannt: Das durch z = X(u, v), y = Y(u, v), z = Z(u, v) definierte Bild von |u | <s 1, 
|v| s1, wobei X, Y, Z eindeutige stetige Funktionen von u, v sind, wobei ferner die 
durch x = X(u, v), y = Y(u, v) vermittelte Abbildung umgebungstreu ist ®) und wobei 
der uneigentliche Punkt der z-Achse als Bündelzentrum gewählt ist. Wird dann noch 
endliche Relativordnung gefordert, so gilt der Zerlegungssatz. 


0,7. Bei den bisher besprochenen Sätzen handelte es sich um Zerlegungen in 
(höchstens) abzählbar viele Elemente, nämlich in einfache bzw. relativ einfache Bogen 
oder Flächenstücke (Aleph-Null-Zerlegungen). Man wird nun spezieller auch nach Krite- 
rien für Zerlegungen in endliche viele Elemente (e-Zerlegungen) fragen, wie es auch Herr 
Marchaud für seinen Fall tut. Einige diesbezügliche, den Fall der Zerlegung der Kurven 
in einfache Bogen betreffende Bemerkungen nebst Hinweisen auf einschlägige Unter- 
suchungen von Herrn Menger sind in $ 2 gegeben. Die Frage nach e-Zerlegungen von 





?) Menger, K., Grundzüge einer Theorie der Kurven, Math. Ann. 95 (1925), Seite 279 bzw. 291. — Die Theorie 
der Kurven im Sinne der Dimensionstheorie, also die Theorie der eindimensionalen kompakten Kontinua, bezeichnen 
wir im folgenden als „‚topologische Kurventheorie‘‘, um damit anzudeuten, daß es sich dabei ausschließlich um das 
Studium solcher Eigenschaften handelt, welche gegenüber topologischen Abbildungen invariant sind. 

®) D.h. ist %,, v, im Innern von |u| S 1, |v] S 1 gelegen, und ist x, = X (ug, %9), Yo = Y (U, dp), so entspricht 
einer Umgebung von (ty, vy) vermöge = X(u,v),y= Y(u,v) stets eine (ev. mehrfach überdeckte) Umgebung 
von (yo, Yo)- 
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Bogen in relativ einfache Bogen bzw. in Bogen von vorgeschriebener maximaler Relativ- 
ordnung wurde von uns für den Fall der Ebene bereits früher behandelt ?). 

0,8. Die gewonnenen Sätze sind sogleich mannigfacher Verallgemeinerungen 
fähig. Beispielsweise sind die Zerlegungssätze im kurvenartigen Falle gegenüber topo- 
logischer Abbildung invariant; d.h. der Zerlegungssatz bleibt erhalten, wenn die ur- 
sprünglich benutzten Ebenenbüschel durch topologische Bilder ersetzt werden; wie das 
Herr Marchaud auch für seinen Fall bemerkt. Entsprechendes gilt für den flächenartigen 
Fall. Andererseits übertragen sich, wie bereits oben (Fußnote ?)) angedeutet, die Aus- 
führungen der $$ 1—2 unmittelbar auf den A, (n 24). Dazu kommt die Möglichkeit 
der Dualisierung der gewonnenen Sätze. 

Im R„ (n zZ 4) erheben sich aber zugleich neue Fragestellungen. Beispielsweise 
wird man im R, auf die Möglichkeit stoßen, als Bezugsmannigfaltigkeit nicht nur „Bü- 
schel‘“‘ von Hyperebenen bzw. „Bündel“ von Geraden zugrunde zu legen, sondern evtl. 
auch zweiparametrige lineare Scharen von Ebenen (d.h. von zweidimensionalen, lı- 
nearen Mannigfaltigkeiten). Diese Fragen sollen hier aber nicht weiter verfolgt werden, 
ebensowenig wie die naheliegende Frage nach der Ersetzbarkeit des bisher stets zugrunde 
gelegten euklidischen Raumes durch allgemeinere metrische Räume. 


$ 1. Zerlegung von Kontinuen endlicher Relativordnung in relativ einfache Bogen. 


1,1. Der zu beweisende erste Zerlegungssatz lautet: 


Vor.: Es sei 8 ein Kontinuum im dreidimensionalen euklidischen Raum. Ferner 
sei 8 bezüglich eines Ebenenbüschels E von höchstens endlicher Relativordnung. 

Beh.: $ ist darstellbar als abgeschlossene Hülle einer Summe von höchstens abzählbar 
vielen, abgeschlossenen, relativ einfachen Bogen, welche paarweise höchstens ihre Endpunkte 
gemeinsam haben. Diejenigen Punkte von $, welche von mindestens der Relativordnung 
zwei sind (vgl. Nr. 1, 2), liegen auf Si nirgends dicht; das Gleiche gilt von den „R-End- 
punkten‘ von $t, d. h. von denjenigen Punkten P, deren Umgebung auf $ ein relativ eın- 
facher Bogen mit P als Endpunkt ist”). (Genaueres über die Struktur von $? in Nr. 1,12.) 


1,2. Beweis des ersten Zerlegungssatzes: 

Vorbemerkung: Der Beweis läßt sich unter das an anderer Stelle gegebene Schema 1°) 
subsumieren. Dies soll zunächst skizziert und sodann (Nr. 4, 3 ff.) im einzelnen aus- 
geführt werden. Der Gedankengang ist folgender: Wir „lokalisieren“ den Begriff der 
Relativordnung, indem wir definieren: Ein nicht auf der Büschelachse gelegener Punkt 
P von $ heißt ‚von der Relativordnung n““ (bzw. „von endlicher Relativordnung‘‘) bezüglich 
des gegebenen Büschels, wenn jede hinreichend kleine Umgebung von P in $ von der 
Relativordnung n (bzw. von endlicher Relativordnung) ist. Ist ?P von der Relativordnung 
Eins, so besteht eine Umgebung von P aus einem einfachen Bogen der Relativordnung 
Eins (‚‚relativ einfacher Bogen‘). Wir werden nun zeigen, daß in einem Kontinuum $ 
von endlicher Relativordnung die Punkte von höherer als erster Relativordnung nirgends 
dicht liegen, genauer gesagt, daß sie (wie im folgenden nachgewiesen wird) nur auf einer 
im Büschel nirgends dichten Menge von Büschelebenen auftreten dürfen. Diese nirgends 
dichte Menge ist abgeschlossen und darstellbar als Komplement einer Summe von ab- 


°) Haupt, O., a) Über Kurven endlicher Ordnung, Math. Zeitschr. 19 (1924), Seite 286 fi. b) Über zerleg- 
bare Kurven, Math. Zeitschr. 22 (1925), Seite 8 ff. 

»2) Die R-Endpunkte sind spezielle „Endpunkte‘“‘ im Sinne der topologischen Kurventheorie (vgl. Nr. 2,3). 
Im Hinblick hierauf und auf ihre Definition (in Abhängigkeit vom Bezugsbüschel) können die R-Endpunkte als 
„Relativ-Endpunkte‘‘ bezeichnet werden, wofür eben die Abkürzung „R-Endpunkt‘‘ gebraucht ist. 
1°) Haupt, O., Über die Struktur reeller Kurven. Crelles Journal 164 (1931), z. B. Nr. 0,4 und 0,6. 
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zählbar vielen, überall dicht liegenden, abgeschlossenen „Keilen‘“ unseres Büschels. 
Nun sind aber alle in einem solchen Keile enthaltenen Punkte aus $ von der Relativ- 
ordnung Eins, und es ist daher, wie wir sehen werden, & in einem solchen Keil als Summe 
von endlich vielen relativ einfachen Bogen darstellbar, zunächst unter der Annahme, 
daß f! kompakt sei. Daraus folgt alsdann der Zerlegungssatz. Der Fall eines nicht- 
kompakten Kontinuums erledigt sich ganz analog. 

1,3. Es ist etwas bequemer, zunächst nur den Fall zu erledigen, daß $ mit der 
Büschelachse keinen Punkt gemeinsam habe. Und es erleichtert gelegentlich die Darstellung, 
wenn wir, wie im folgenden, E als Büschel von parallelen Ebenen zugrunde legen. 

Alle Betrachtungen übertragen sich aber ohne weiteres auch auf den Fall eines 
Büschels mit beliebiger, zu 8 punktfremder Achse bzw. gelten — allgemein zu reden — 
für Punkte, die nicht der Büschelachse angehören. Letzteres gilt insbesondere hinsicht- 
lich der Definition des Schnitt- und Stützpunktes (vgl. Nr. 1,4). 

1,4. Es ist zweckmäßig, nachstehende abkürzende Bezeichnung einzuführen: 
Es sei &E eine Ebene aus E und P ein auf & gelegener Punkt von $. Durch € werden dann 
zwei offene Halbräume mit & als Rand definiert, die wir zur Unterscheidung als positiven 


bzw. negativen Halbraum H* bzw. H” bezeichnen. Punkte in verschiedenen Halbräumen 
liegen „auf verschiedenen Seiten‘ von &. Nach Voraussetzung liegt P auf € isoliert. Da 
andererseits ft ein Kontinuum, also in sich dicht sein soll, so sind nur folgende zwei Fälle 
möglich: In beliebig kleiner Entfernung von P finden sich Punkte von $ 

a) entweder gleichzeitig beiderseits von € 


b) oder nur auf einer Seite (etwa in H*). 

Im Falle a) heiße P ‚Schnittpunkt‘ von 8 auf &. Ein Schnittpunkt kann sowohl 
von erster, als auch von höherer Relativordnung sein (vgl. auch Nr. 1,9). 

Im Falle b) heiße P „Stützpunkt‘‘ von auf &. Ein Stützpunkt P ist also entweder 
Endpunkt eines zu $? gehörigen relativ einfachen Bogens (wenn nämlich P von der 
Relativordnung Eins ist) („AR-Endpunkt von &“ im Sinne von Nr. 1,1) oder P ist von 
mindestens der Relativordnung Zwei. 

1,5. Zum Beweise des Zerlegungssatzes benötigen wir jetzt vor allem die Tatsache, 
daß bei passender Änderung (Parallelverschiebung) von & jeder Schnitt- oder Stützpunkt 
wieder mindestens einen Schnittpunkt liefert; präziser gesagt, daß im Falle eines isolierten 
Schnitt- (bzw. Stütz-)punktes jede zu & hinreichend benachbarte (bzw. einseitig be- 
nachbarte [siehe das Folgende]) Büschelebene Schnittpunkte aus $ enthält, die zu P 
beliebig benachbart sind. Der Begriff der (abgeschlossenen) „Nachbarschaft‘‘ von € ist 
dabei so erklärt: Ist &* eine Büschelebene, welche von & einen von Null verschiedenen 
und n nicht übertreffenden Abstand hat (n > 0), so sagen wir, „E* gehöre zur n-Nach- 
barschaft von €‘ oder €* sei „n-benachbart‘“ zu €. Diejenigen &* aus der n-Nach- 
barschaft, welche ganz auf der einen Seite von € verlaufen (etwa auf der positiven), 
bilden, zusammen mit € selbst, eine „einseitige“ (etwa die „positive‘) n-Nachbarschaft 
von €. Entsprechend ist die („beiderseitige‘‘) „n-Nachbarschaft‘“ zu erklären. — Wir 
benötigen also folgenden 

Satz von der Erhaltung der Schnittpunkte: 

Ist S irgendein Schnittpunkt auf €, so gehört zu beliebigeem e>0 ein n >, s0 
daß auf jeder Büschelebene aus der n-Nachbarschaft von & mindestens ein (isolierter) 
Schnittpunkt mit ® liegt, welcher von S um weniger als e entfernt ist. Ist T irgendein 
Stützpunkt auf &, so gilt das Gleiche wie im Falle eines Schnittpunktes, allerdings bei Be- 
schränkung auf die (von & verschiedenen) Büschelebenen aus einer einseitigen n-Nachbar- 
schaft von ©. 





Ve 


m 
u 


zo, 3 


—— me ir ee FB in > it 


ww) 


>=] 


m. 


N 
a 


d 








Haupt, Über Kontinua von endlicher Relativordnung. >11) 


1,6. Beweis des Erhaltungssatzes: 

1,61. Wir erinnern an folgende Eigenschaft eines Kontinuums &. Liegen die Punkte 
A,und A, von $t auf verschiedenen Seiten von €, so enthält E (mindestens) einen Schnüt- 
punkt mit $. Enthielte nämlich & keinen Punkt oder nur Stützpunkte, so käme man 
mit, der Definition des Kontinuums in Widerspruch. Entsprechendes gilt für den Fall, 
daß € ersetzt wird durch eine Kugel oder eine andere (den Raum in zwei getrennte 
Gebiete zerlegende) ‚geschlossene Fläche‘, ‚außerhalb‘ deren etwa A, und ‚innerhalb‘ 
deren A, liegt; die Definition des Schnitt- und Stützpunktes überträgt sich ja ohne 
weiteres auch auf diese Fälle. ‚Geschlossene Fläche‘‘ bedeutet hier: Topologisches 
(d.h. umkehrbar eindeutiges und umkehrbar stetiges) Bild der Kugeloberfläche. 

1,6. Es genügt ersichtlich, den Beweis des Erhaltungssatzes nur für einseitige 
Nachbarschaften zu führen, womit dann die Fälle der Schnitt- und Stützpunkte gleich- 
zeitig erfaßt werden. Wir gehen indirekt vor: Es sei P ein (isolierter) Schnitt- oder 
Stützpunkt, welcher auf der Büschelebene & liegt. Wäre unser Erhaltungssatz un- 
richtig, so müßte ein e > 0 zu finden sein, derart daß in beliebiger einseitiger (positiver) 
Nachbarschaft von & immer Ebenen 6* auftreten, deren Schnittpunkte mit $t sämtlich 
von 5 um mehr als e entfernt sind, also in 7", aber außerhalb der abgeschlossenen Halb- 
kugel Ä, mit dem Radius e und dem Zentrum P liegen. Wir bemerken sogleich, daß 
mit e auch jedes kleinere e, > 0 die nämliche Eigenschaft wie e hätte, daß wir also von 
vorneherein e > 0 so wählen können, daß der Schnittkreis von K, mit & keine Punkte 
von $ auf der Peripherie enthält und keinen im Innern, wenn vom isolierten Punkt ? 
abgesehen wird; im folgenden sei die Wahl von Ä, stets in dieser Weise getroffen. Wir 
stellen ferner fest, daß jede zu E hinreichend benachbarte &* sicher Schnittpunkte mit 
ft enthält; denn zufolge Voraussetzung finden sich in H” in beliebiger Nachbarschaft 
von P sicher Punkte von $, also beiderseits jeder genügend benachbarten C*, woraus 
(wegen Nr. 1,6,) die Behauptung folgt. Es seien nun €&*, &* zwei (zu E hinreichend benach- 
barte) Büschelebenen, welche höchstens außerhalb X, Schnittpunkte mit $ besitzen. Ihre 
Abstände von € seien n, bzw. n,; und es seien C#, &% von vorneherein in der (positiven) 
e-Nachbarschaft von & angenommen (also etwa O< 72< n,< e). Im Rahmen dieser 
Bedingungen kann C* überdies so gewählt werden, daß zwischen &* und C&* ein Punkt 
P, aus 8 im Innern von Ä, und folglich eine Ebene €, existiert (deren Abstand , von 
& also zwischen », und n, liegt: 0 < 7,< 73 < 7,), welche einen innerhalb K. gelegenen 
Punkt ?P, von & enthält; denn in beliebiger Nähe des Schnitt- bzw. Stützpunktes 
liegen ja nach Definition immer noch Punkte von $t. Hingegen liegen alle Schnittpunkte 
von 8 mit &* und &* außerhalb von K.. Es sei P, ein Schnittpunkt von $ mit C*. 
Dann liegt P, außerhalb und ?, innerhalb derjenigen (abgeschlossenen) Kugelschicht, 
welche definiert ist als Durchschnitt von Ä, mit der abgeschlossenen Parallelschicht 
zwischen &* und &* !!). Daher liegt mindestens ein Punkt Q, von $t auf der Begrenzung 
der Kugelschicht, und zwar insbesondere auf dem zur Oberfläche von Ä, gehörigen 
Teil dieser Begrenzung; da nämlich innerhalb von Ä, weder auf E* noch auf E% Schnitt- 
punkte von $ liegen (zufolge der Wahl von &* und &#), also Grund- und Deckfläche 
der Kugelschicht in ihrem Innern keine Schnittpunkte mit $ enthalten, so muß zufolge 
Nr. 1,6, mindestens ein Schnittpunkt auf dem übrigen Teil der Kugelschichtbegrenzung, 
also auf der Oberfläche von K, liegen. Unsere Voraussetzungen gestatten es, in genau 
der gleichen Weise auf der Oberfläche von X, einen zwischen &* und & gelegenen Punkt 
Q, zu finden usw. Wir erhalten so eine unendliche Folge von Punkten Q,, Q;, . . ., welche 





11) „Abgeschlossene Parallelschicht zwischen zwei (verschiedenen, parallelen) Ebenen‘ bedeutet hier: Menge 
der Punkte zwischen und auf den beiden parallelen Ebenen. 
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auf der Oberfläche von Ä, liegen und deren Abstände von & gegen Null konvergieren. 
Die Q, besitzen somit (mindestens) einen Häufungspunkt Q; und zwar muß Q auf dem 
Schnittkreis von K, mit € liegen. Dies verstößt aber gegen die über e bzw. über den 
Schnittkreis oben gemachte Annahme, womit wir zum gewünschten Widerspruch gelangt 
sind und den Erhaltungssatz bewiesen haben. 


1,7. Mit Hilfe lediglich des Erhaltungssatzes sowie der Perfektheit von & kann 
jetzt bewiesen werden !?), daß Punkte von mindestens der Relativordnung zwei höchstens 
in einer „nirgends dichten Menge von Büschelebenen‘‘ auftreten können; dabei nennen 
wir eine Menge von Büschelebenen ‚nirgends dicht‘ (im Büschel), wenn sie auf einer 
(gemeinsamen) Normalen der Parallelebenen eine nirgends dichte Punktmenge aus- 
schneidet. Es ist nun für das Folgende zweckmäßig, gleich etwas mehr zu beweisen, 
nämlich zu beweisen, daß (nicht nur die Punkte von mindestens der Relativordnung 
zwei, sondern) auch die Stützpunkte nirgends dicht liegen müssen, insbesondere also 
auch die „A-Endpunkte‘“ von 8 im Sinne von Nr. 1,1. 


1,8. Wir zeigen demgemäß zunächst: Stützpunkte können nur in einer nirgends 
dichten Menge von Büschelebenen auftreten. 

Der Beweis wird indirekt durch bekannte Schlüsse geführt. Angenommen, es gebe 
eine abgeschlossene Parallelschicht "!), in welcher die mit (je mindestens) einem Stütz- 
punkt begabten Ebenen überall dicht liegen. Dann sei €, eine Ebene innerhalb der Schicht. 
Wir nehmen an, €, besitze etwa k, Schnittpunkte S, mit & (k, Z1;x =1,...,kı), 
also mindestens einen Schnittpunkt. Diese Annahme enthält keine Beschränkung der 
Allgemeinheit, da zufolge des Erhaltungssatzes die Schnittpunkte in $ überall dicht liegen. 
Es gibt eine beiderseitige abgeschlossene Nachbarschaft N, von &,, in welcher diese Schnit- 
punkte „sämtlich erhalten bleiben‘, d.h. man kann eine Nachbarschaft N, so wählen, 
daß in jeder zu N, gehörigen Ebene wirklich mindestens k, verschiedene, zu den S, benach- 
barte, Schnittpunkte auftreten, deren gegenseitige Entfernungen eine bestimmte von Null 
verschiedene Schranke nicht unterschreiten. Um dies zu erreichen, wähle man e hinreichend 
klein, etwa kleiner als den vierten Teil der positiven Minimalentfernung m aller (stets 
nur in endlicher Zahl vorhandenen) in &, gelegenen Schnitt- und Stützpunkte; gehört 
dann nach dem Erhaltungssatz zu e und S, ein „. >0 (x =4A,...,k,) und ist n das 
Minimum unter den n,,-.., 27%, so wird durch die n-Nachbarschaft von €, ein N, der 
gewünschten Art geliefert mit m —2e > - m als unterer Schranke der gegenseitigen 
Entfernungen der fraglichen Schnittpunkte. In N, wiederum gibt es, unserer Annahme 
zufolge, eine Ebene &} mit k, Stützpunkten 7, (k, 21;4 =41,...,k,). Diese 7, sind 
von den soeben konstatierten, aus den S, entstandenen, Schnittpunkten sicher ver- 
schieden. Der Erhaltungssatz, angewandt auf €/, ergibt jetzt die Existenz einer Ebene 
G, in N,, welche mindestens k, +1 (verschiedene) Schnittpunkte hat, also um min- 
destens einen mehr als €,. Grenzt man um 6, eine, in N, enthaltene, abgeschlossene 
Nachbarschaft N, ab, in welcher die auf €, vorhandenen Schnittpunkte sämtlich er- 
halten bleiben, so kann man mit €,, N, entsprechend verfahren wie mit €,, N, usw. 
Die unbegrenzte Fortsetzung dieses Verfahrens liefert (wegen der bedingten Kompakt- 
heit jeder beschränkten Teilmenge des R, und) wegen der Abgeschlossenheit von $ als 
Durchschnitt der N, eine Ebene € mit beliebig vielen, also (mindestens) abzählbar vie- 


12) Da $ perfekt vorausgesetzt wird, so ist ® einerseits in sich dicht und folglich jeder Punkt von 8 entweder 
Schnittpunkt oder Stützpunkt und andere Möglichkeiten sind ausgeschlossen (vgl. Nr. 1,4), andererseits abgeschlossen, 
was beim Beweise des Erhaltungssatzes benutzt wird. — Selbstverständlich ist auch die Annahme endlicher Rela- 
tivordnung von $ für den in Rede stehenden Beweis in Nr. 1,8 und 1,9 wesentlich. 
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len, verschiedenen Punkten von $. Die Existenz von E steht aber im Widerspruch zu 
der im Zerlegungssatz gemachten Voraussetzung, daß $t von endlicher Relativordnung sei. 


1,9. Wir beschränken uns nunmehr (entsprechend der Vorbemerkung in Nr. 1,2) 
auf die Untersuchung solcher abgeschlossener Parallelschichten "!), in welchen die 
Büschelebenen von Stützpunkten frei sind. Die jetzt etwa noch vorhandenen Punkte von 
höherer als erster Relativordnung, sind — ausführlich gesagt — Schnittpunkte 5 in € 
von folgender Eigenschaft: zu beliebigem e > 0 und beliebigem n > 0 gibt es stets Ebenen 
aus einer einseitigen n-Nachbarschaft von &, welche mindestens zwei in X, gelegene 
Schnittpunkte aufweisen; dabei bedeutet Ä, die Kugel um $ mit dem Radius e. Der- 
artige Schnittpunkte 5 wollen wir der Kürze wegen „irreguläre Schnittpunkte‘“ nennen 
und wollen zeigen: Irreguläre Schnittpunkte können nur in einer nirgends dichten Menge 
von Büschelebenen auftreten. 

Der Beweis kann wieder, lediglich mit Hilfe der Perfektheit von 8 und des Er- 
haltungssatzes, indirekt und ganz entsprechend wie im Falle der Stützpunkte (Nr. 1,8) 
geführt werden. Man beachte: Enthält eine Ebene & (mindestens) einen irregulären 
Schnittpunkt, so gibt es in jeder (einseitigen) Nachbarschaft N von & solche Ebenen €’, 
welche mindestens einen Schnittpunkt mehr als & besitzen. Dann aber existiert auch 
(zufolge des Erhaltungssatzes) eine beiderseitige Nachbarschaft N’ von €, in welcher 
jede Büschelebene mindestens einen Schnittpunkt mehr besitzt als €. Liegen nun die 
irregulären Schnittpunkte in N und folglich auch in N’ überall dicht, so gewinnt man 
durch den gleichen Schluß eine, in N’ enthaltene, Nachbarschaft N”, in welcher jede 
Büschelebene mindestens zwei Schnittpunkte mehr besitzt als E usw. Wegen der Abge- 
schlossenheit von $? gelangt man wieder zu einer Büschelebene mit unendlich vielen 
Punkten aus 8 und damit zu einem Widerspruch. 


1,10. Schließlich bemerken wir für den Fall eines nicht beschränkten Kontinuums 
noch, daß diejenigen Büschelebenen €, nirgends dicht liegen, welche folgende Eigen- 
schaft besitzen: Zu jeder Kugel k mit beliebig vorgegebenem Radius gibt es in beliebig 
kleiner Nachbarschaft von €, stets Büschelebenen, welche außerhalb k gelegene Punkte 
von $ enthalten. In der Tat könnte man andernfalls eine Büschelebene konstruieren, 
welche unendlich viele Punkte von $& enthält; die Konstruktion ergibt sich durch genau 
die gleichen Überlegungen, wie sie in dem Falle angestellt werden, daß in beliebiger 
Nähe der Büschelachse noch Punkte von S liegen (Nr. 1,16), und auf die wir daher ver- 
weisen. 

1,11. Zum Beweise des Zerlegungssatzes betrachten wir jetzt noch (entsprechend 
den Vorbemerkungen in Nr. 1,2) abgeschlossene Parallelschichten ohne Stütz- und irre- 
guläre Schnittpunkte, sowie ohne Ebenen G, von der in Nr. 1,10 charakterisierten Art. 
Ist dann & eine Ebene (im Innern bzw. am Rande) der Schicht, so gibt es zufolge 
des Erhaltungssatzes eine (beiderseitige bzw. einseitige) Nachbarschaft von €, in welcher 
jede Ebene genau die gleiche Zahl (etwa k) von Schnittpunkten hat wie &. Andernfalls 
gäbe es in beliebiger Nachbarschaft von & noch Ebenen mit mehr Schnittpunkten S. 
Wegen des Fehlens der Ebenen €&, ist aber der Durchschnitt von $ mit der Parallelschicht 
beschränkt (kompakt), so daß die $S Häufungspunkte S* auf & besitzen müßten. Sind 
nun 5, (<=4,...,k) die sämtlichen in & vorhandenen Schnittpunkte, so müßte jeder 
$* mit einem S, zusammenfallen, und ein $, wäre irregulärer Schnittpunkt. In dieser 
Nachbarschaft besteht somit das Kontinuum $ aus genau k getrennt verlaufenden ein- 
eindeutigen und stetigen Streckenbildern, d.h. aus k einfachen Bogen. Und jeder der Bo- 
gen ist sogar von der Relativordnung Eins bezüglich unseres Büschels, d. h. er ist relativ 


einfach. Vermittelst des Heine-Borelschen Überdeckungssatzes erkennen wir, daß die 
4* 
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ursprüngliche Parallelschicht mit endlich vielen (abgeschlossenen) Parallelschichten 
©, :, © überdeckt werden kann, so daß alle Büschelebenen in ©, mit $t genau r, ver- 
schiedene Punkte gemeinsam haben. Da man die ©, übrigens so wählen kann, daß je 
zwei entweder punktfremd sind oder innere Punkte gemeinsam haben, so muß 
rn, =nr='''=n=k sein, und die ursprüngliche Parallelschicht hat als Durchschnitt 
mit $t genau k getrennt verlaufende, relativ einfache beschränkte Bogen. 


1,12. Wir haben in Nr. 1, 8—1, 10 gezeigt, daß die mit Stützpunkten bzw. mit 
Punkten von mindestens der Relativordnung zwei begabten Ebenen nirgends dicht liegen, 
d.h. daß diese Ebenen auf der Normalen zu den (parallelen) Büschelebenen eine nirgends 
dichte Punktmenge ausschneiden. Die Menge E; aller dieser Ebenen (bzw. die auf der 
Normalen ausgeschnittene Punktmenge) ist ferner abgeschlossen. In der Tat ist ein 
Häufungspunkt von Punkten mindestens der Relativordnung zwei selbst von mindestens 
der Relativordnung zwei. Ferner ist ein Häufungspunkt von R-Endpunkten (#-Endpunkt 
im Sınne der Nr. 1,1 gemeint) mindestens von der Relativordnung zwei. Ist nämlich 
H der fragliche Häufungspunkt und ist $9 die durch H gehende Büschelebene, so liegen 
in (mindestens) einer einseitigen Nachbarschaft von 9 unbegrenzt viele R-Endpunkte, 
sodaß ft in der Umgebung von H nicht von der Relativordnung Eins sein kann. Ebenso 
ist die Menge %, aller Büschelebenen €,, in deren beliebiger Nähe beliebig weit entfernte 
Punkte von $ liegen (Nr. 1,10), nirgends dicht und abgeschlossen. Daher ist auch die 
Summe von E; und E,„ abgeschlossen und nirgends dicht. 

Nun kann aber jede nirgends dichte abgeschlossene Menge auf jener Normalen 
dargestellt werden als Komplement einer Summe von abzählbar vielen, überall dicht- 
liegenden, abgeschlossenen Intervallen, die zu je zweien höchstens Endpunkte gemeinsam 
haben. Und entsprechend kann eine abgeschlossene nirgends dichte Menge von Büschel- 
ebenen aufgefaßt werden als das Komplement einer Summe von abzählbar vielen, überall 
dichten, ‚abgeschlossenen Parallelschichten‘ Y), welche höchstens Begrenzungsebenen 
gemeinsam haben. 

Jede dieser abgeschlossenen Parallelschichten erfüllt nun die in Nr. 1,11 gemachten 
Annahmen, so daß der Durchschnitt D von $ mit jeder solchen Parallelschicht darstell- 
bar ist als Summe von endlich vielen, relativ einfachen Bogen ohne gemeinsame Punkte. 

Da aber ft als abgeschlossene Hülle der Vereinigung von abzählbar vielen solchen 
Durchschnitten ® darstellbar ist, so erweist sich der 1. Zerlegungssatz in der Tat als 
richtig für den Fall eines Parallelbüschels, und allgemeiner (vgl. Nr. 1,3) für den Fall, 
daß $t mit der Büschelachse keine Punkte gemeinsam hat. 

Zusatz: Die Vereinigungsmenge der Stütz- und irregulären Schnittpunkte selbst 
ist abgeschlossen und nirgends dicht in $. 

1,13. Wir haben zum Schlusse noch den in Nr. 1,3—1,12 ausgeschlossenen Fall 
zu behandeln, daß die Achse unseres Ebenenbüschels Punkte mit $ gemeinsam hat. Man 
beachte dabei, daß die Punkte der Büschelachse bei der Bestimmung der Relativord- 
nung nicht mitgezählt werden (vgl. Einleitung Nr. 0,3), daß also beliebig viele Punkte 
der Büschelachse zu $ gehören dürfen. 

1,14. Zu dem Zweck machen wir uns den Gedankengang des in Nr. 1,12 geführten 
Deweıses des 1. Zerlegungssatzes nochmals klar: Nachdem der Erhaltungssatz bewiesen 
war, ergab sich der weitere Beweis lediglich unter Benutzung erstens der Perfektheit von 
tt, zweitens des Erhaltungssatzes, drittens der endlichen Relativordnung von &; alle Über- 
legungen bezogen sich nur auf Punkte, die nicht der Büschelachse angehören. 

Die vorstehende Bemerkung führt daher zu folgender 

Verallgemeinerung des ersten Zerlegungssatzes: Eine perfekte Punktmenge, für welche 
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der Erhaltungssatz gilt und welche von endlicher Relativordnung bezüglich eines Ebenen- 
büschels ist, kann dargestellt werden als abgeschlossene Hülle von höchstens abzählbar 
vielen relativ einfachen Bogen, welche paarweise höchstens Endpunkte gemeinsam haben. 
Die Punktmenge soll dabei mit der Achse keine Punkte gemeinsam haben. 

1,15. Prüft man nun weiter den Beweis des Erhaltungssatzes, so zeigt sich: Es 
wird die Voraussetzung benutzt, daß der jeweils betrachtete Punkt nicht auf der Büschel- 
achse liegt; ob aber im übrigen Punkte mit dieser Achse gemeinsam hat oder nicht, ist 
für die Definition des Schnittpunktes usw. sowie für den Beweis bedeutungslos. Somit 
gilt der Erhaltungssatz allgemein‘*) für die, nicht der Büschelachse angehörigen, Punkte 
eines Kontinuums (im euklidischen Raum) von endlicher Relativordnung. 

1,16. Jetzt gelingt es, den vorliegenden Fall (vgl. Nr. 1,13) auf den (in Nr. 1,3 
bis 1,12 behandelten) speziellen zurückzuführen. 

a) Zu dem Zwecke zeigen wir zunächst, daß diejenigen Büschelebenen (6* nirgends 
dicht liegen, welche folgende Eigenschaft besitzen: In beliebig kleiner Nachbarschaft von 
G* gibt es zu beliebig vorgegebener Umgebung X der Büschelachse '*) stets Büschelebenen, 
welche zu I gehörige, aber nicht auf der Büschelachse liegende Punkte von X tragen. (Dabei 
ist unser Büschel kein Parallelenbüschel mehr, da ja im AR, uneigentliche Punkte nicht 
existieren). 

In der Tat: Nehmen wir an, derartige Ebenen C* lägen in einem Winkelraum mw 
überall dicht. Dann sei &f eine Ebene aus mw mit dem nicht auf der Büschelachse gele- 
genen Punkte P, aus 8. Zufolge des Erhaltungssatzes gehört dann zu einer beliebig 
kleinen Umgebung U, von P, eine (ev. einseitige) Nachbarschaft N, von Cf derart, 
daß jede Büschelebene aus N, mindestens einen zu U, gehörigen Punkt von $ enthält. 
Wir denken uns U, so klein gewählt, daß die kürzesten Entfernungen der Punkte aus 
U, von der Büschelachse eine von Null verschiedene untere Schranke besitzen, daß es 
also eine Umgebung %, der Büschelachse gibt, welche keinen Punkt aus U, enthält. Da 
die Ebenen C* als in w überall dicht angenommen waren, so gibt es in N, eine Ebene 

*, welche einen nicht auf der Büschelachse gelegenen, aber zu , gehörigen Punkt 
P, aus 8 enthält. Die gleichen Überlegungen wie sie uns von P, zu einer Nachbarschaft 
N, von &# führten, liefern jetzt eine Nachbarschaft N, von &%, in welcher jede Büschel- 
ebene mindens zwei, nicht auf der Büschelachse gelegene, Punkte von $t enthält, deren 
Abstände voneinander und von der Achse eine gewisse von Null verschiedene Schranke 
nicht unterschreiten usw. Wie wir sehen, würde sich also aus unserer Annahme und 
wegen der Abgeschlossenheit von $ die Existenz einer Büschelebene ergeben, welche un- 
begrenzt viele, verschiedene nicht auf der Büschelachse gelegene Punkte von $ enthält, 
womit wir zu einem Widerspruch gelangt sind. 

b) Die Menge E* der in Rede stehenden Büschelebenen &* muß also im Büschel 
nirgends dicht liegen. E* ist überdies abgeschlossen. Daher kann C* aufgefaßt werden 
als Komplement einer Summe von abzählbar vielen, überall dicht liegenden ‚abge- 
schlossenen Keilen‘“ X, ( =1,2,...) aus unserem Büschel %), wobei jeder einzelne 
Keil die folgende Eigenschaft hat: Zu jeder Ebene 6’ aus XÄ, gibt es eine Nachbarschaft 
N’ und eine Umgebung A’ der Büschelachse, so daß sich auf keiner Ebene aus N’ ein zu 
A’ gehöriger, nicht auf der Büschelachse liegender Punkt von & findet. Mit Hilfe des Heine- 


13) Der bislang nur für Parallelbüschel definierte Begriff der „Nachbarschaft“ einer Büschelebene ist nunmehr 
entsprechend für den Fall eines Büschels mit eigentlicher Achse zu erklären. 

14) Unter einer „beliebig kleinen Umgebung der Büschelachse“ verstehen wir hier etwa das Innere eines 
Kreiszylinders von beliebig kleinem (von Null verschiedenen) Radius, dessen Achse eben die Büschelachse ist. 

15) Unter einem „abgeschlossenen Keil‘ sei verstanden die abgeschlossene Menge aller Büschelebenen „zwischen“ 
zwei gegebenen. 
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Borelschen Überdeckungssatzes erkennt man, daß sogar zum ganzen Keil K, eine Um- 
gebung I, der Büschelachse existiert, in welcher keine Punkte des Durchschnittes von 
K mit X,liegen, wenn von den zu $ gehörigen Punkten der Büschelachse abgesehen wird. 

c) Die Menge aller, nicht zur Büschelachse gehörigen Punkte des Durchschnittes 
von f mit X, sei mit Rt, bezeichnet. $ ist dann abgeschlossene Hülle der Summe aus 
allen R, und aus den auf der Achse liegenden Punkten von $. Es genügt somit, den 
1. Zerlegungssatz für die einzelnen ®R, zu beweisen. 


1,17. Um den 4. Zerlegungssatz für die R, zu beweisen, beachten wir, daß N, 
keine Punkte der Büschelachse enthält, und daß R, von endlicher Relativordnung ist, 
ferner daß für R, der Erhaltungssatz gilt (weil er für $} richtig ist). Zufolge der in 
Nr. 1,14 gemachten Feststellungen gilt daher der Zerlegungssatz, falls N, auch noch 
perfekt ist. Die Abgeschlossenheit von R, sieht man so ein: Es sei P,, P,,... irgend- 
eine gegen den Punkt P konvergierende Folge von Punkten P, aus R,. Dann gehört 
P sicher sowohl zum abgeschlossenen Keil X, als auch zu $. Ferner liegt P gewiß nicht 
innerhalb W,, weil dies ja für alle ?, zutrifft. Somit gehört P einerseits zum Durchschnitt 
von & mit K, und liegt andererseits nicht auf der Büschelachse, d.h. P gehört zu 
R,, w. z.z.w. Man kann ferner ohne Einschränkung der Allgemeinheit auch annehmen, 
daß R, in sich dicht sei. In der Tat könnten nur solche Punkte von NR, isolierte sein, 
welche auf einer der beiden begrenzenden Büschelebenen €,, &,, aber nicht auf der 
Büschelachse, liegen. Solche isolierte Punkte wären aber dann Stützpunkte von Kauf, 
oder 6&,, ein Fall, von welchem man zufolge Nr. 1,8 absehen kann. 


$ 2. Zerlegung von Kontinuen endlicher Relativordnung in einfache Bogen. 


2,1. Aus den Betrachtungen in Nr. 1,6, folgt, daß die beschränkten Kontinuen 
St von endlicher Relativordnung eine spezielle Klasse von regulären Kurven im Sinne von 
Herrn Menger”’) bilden, falls kein Punkt der Büschelachse zu $ gehört. In der Tat: Sei 
P ein (nicht auf der Büschelachse gelegener) Punkt von $ und & die durch ? gehende 
Büschelebene. Wir betrachten dann eine Umgebung U von ?, welche geliefert wird vom 
Durchschnitt eines, &E im Innern enthaltenden, Keils f und eines auf & senkrecht stehen- 
den Kreiszylinders 3; der Schnittkreis von 3 mit & soll auf seiner Peripherie keine Punkte 
von $ enthalten. Falls der Öffnungswinkel von f genügend klein ist, liegen auf der Be- 
grenzung von U nur endlich viele Punkte, da anderenfalls sich Punkte von $ gegen 
die Peripherie des Schnittkreises häufen müßten (vgl. Nr. 1,6,). Andererseits enthält 
die Begrenzung jeder hinreichend kleinen Umgebung von P mindestens einen Punkt von 
K, weil $! zusammenhängend ist. 

Als reguläre Kurve (im Sinne von Herrn Menger) ist nun 8 zusammenhän- 
gend ım kleinen 1%). Daher ist $ eindeutiges, stetiges Streckenbild 7). Daraus folgt 
schließlich 3): 

Irgend zwei Punkte von & lassen sich durch einen einfachen Bogen verbinden, 
dessen sämtliche Punkte zu ® gehören "). 

Zusatz: Sollten Punkte von $ auf der Büschelachse liegen, so kann man nicht 
mehr auf die Regularität von 8 schließen. Falls nämlich Punkte der Büschelachse zu 
Kt gehören, brauchen diese Punkte nicht mehr regulär zu sein [d. h. sie können (im Sinne 


16) Vgl. Menger’”), a.a.O., Seite 300, Satz XXI. 

17) Vgl. z. B. Menger, K., Dimensionstheorie, Leipzig 1928, Seite 230. 

18) Vgl. Tietze, H., Über stetige Kurven usw., Math. Zeitschr. 5 (1919), Seite 284 ff. 

19) Speziell für Kontinua von beschränkter Relativordnung hinsichtlich dreier Büschel ist diese Tatsache auf 
anderem Wege auch von Herrn Marchaud!) (a.a.O., Seite 76, Theor&me I) bewiesen worden. 
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der topologischen Kurventheorie) mindestens die Ordnung Aleph-Null besitzen], wie 
einfache Beispiele zeigen. Daß Sl dabei trotzdem zusammenhängend im kleinen bleiben kann, 
beweist folgendes, mir von Herrn Nöbeling freundlichst zur Verfügung gestellte Beispiel: 
Es genügt, eine Kurve Ä ın der xy-Ebene zu konstruieren, welche zusammenhängend 
im kleinen und bezüglich jeder Parallelen zur x-Achse von endlicher Ordnung ist, wäh- 
rend auf der x-Achse selbst (beliebig viele) nicht-reguläre Punkte von Ä sich finden. 
Legt man nämlich auf die xy-Ebene einen geraden Kreiszylinder Z (von hinreichend 
großem Querschnitt) so, daß Z die xy-Ebene längs der x-Achse berührt und wickelt die 
Ebene auf Z auf, so wird K abgebildet auf eine Raumkurve $t*, welche bezüglich des 
Büschels der Ebenen durch die x-Achse von endlicher Relativordnung, zusammenhän- 
gend im kleinen, aber nicht mehr regulär ist. Die ebene Kurve ÄX wird wie folgt kon- 
struiert 2%): Man betrachte den Einheitskreis k um O und seinen auf der x-Achse lie- 
genden Durchmesser AB. Oberhalb dieses Durchmessers (also in der +-Ebene) 
konstruiere man über AO bzw. OB als Durchmesser je einen Halbkreis k, bzw. k,. (Die 
Halbkreise berühren k in A bzw. B und einander in O). Mit k, bzw. k, verfahre man 
genau so wie mit k usw. („fortgesetzte Halbierung der Durchmesser“). Unterhalb von 
AB (also in der — y-Ebene) führe man die einer fortgesetzten Drittelung der Durch- 
messer entsprechende Konstruktion aus. Die Summe aus der Strecke AB und aus allen 
bei den Konstruktionen auftretenden Halbkreisbogen ist die gesuchte Kurve K. (Übri- 
gens ist K als Summe zweier regulärer Kurven darstellbar, nämlich der beiden Kurven, 
welche bzw. darstellbar sind als Vereinigung aller oberen bzw. aller unteren Halbkreise 
mit der Strecke AB.) 

2,2. Man kann jetzt — wie schon in Nr. 0,5 bemerkt — die Frage stellen, ob unsere 
(spezielle) reguläre Kurve 8 als Bogensumme darstellbar sei (d. h. als Summe von höch- 
stens abzählbar vielen einfachen Bogen, welche paarweise nur Endpunkte gemeinsam 
haben) **). 

Ein Beispiel dafür, daß diese Frage im Falle unendlicher Relativordnung zu ver- 
neinen ist (— wenigstens im allgemeinen —), wird geliefert durch die von Urysohn an- 
gegebene reguläre Baumkurve, deren Endpunkte („Endpunkt“ ı. S. d. topol. Kurven- 
theorie vgl. unten) eine lineare, perfekte, nirgends dichte Punktmenge bilden ??), und 
welche daher (nach einem weiter unten zitierten Satze von Herrn Menger) nicht als 
Bogensumme dargestellt werden kann. 


Im Falle höchstens endlicher Relativordnung hingegen ist, wie wir jetzt zeigen, 
stets eine Darstellung von $ als Bogensumme möglich (2. Zerlegungssatz, vgl. N. 0,5). 
Daraus folgt dann rückwärts, daß z. B. die Urysohnsche Baumkurve von unendlicher 
Relativordnung sein muß, z. B. bezüglich eines jeden Parallelenbüschels (aber auch 
bezüglich eines jeden topologischen Bildes des Parallelenbüschels). 


Wir beschränken uns beim 2. Zerlegungssatze ausdrücklich auf den Fall, daß die 
Büschelachse keine Punkte mit $ gemeinsam hat. Daß diese Einschränkung notwendig 
ist, zeigt folgendes, mir ebenfalls von Herrn Nöbeling mitgeteilte Beispiel: Man wickele 
den eben erwähnten Urysohnschen Baum B so auf einen geraden Kreiszylinder auf, 
daß diejenige Gerade g, auf welcher alle Endpunkte von B liegen, zur Mantellinie wird. 








20) Diese Konstruktion bzw. diese Kurve K (welche übrigens Beispiel einer Kurve der Ordnung Aleph-Null 
ohne Aleph-Null-Beine ist) rührt von Herrn B. Knaster her, ist aber von ihm nicht publiziert worden. Für die Erlaub- 
nis zur Veröffentlichung möchte ich Herrn Knaster auch hier meinen verbindlichsten Dank aussprechen. 

21) Eine Charakterisierung aller regulären Kurven, welche Bogensummen sind, scheint noch nicht gelungen 
zu sein. Vgl. Menger, K., Über reguläre Baumkurven, Math. Ann. 96 (1926/27), Seite 578, Fußnote '?). 
®2) Vgl. Menger ?!), a.a.O., Seite 578, Fußnote '!2), 








39) Haupt, Über Kontinua von endlicher Relativordnung. 


Die aus B entstehende Raumkurve ist dann von endlicher Relativordnung bezüglich des 
Ebenenbüschels mit der Achse g, ohne Bogensumme zu sein. 


2,3. Zum Beweise des 2. Zerlegungssatzes stützen wir uns, wie bemerkt, auf den 
folgenden Satz ®): 

Eine reguläre Baumkurve ist als Bogensumme darstellbar dann und nur dann, wenn 
die Kurve höchstens abzählbar viele Endpunkte enthält. 

Ein Punkt P einer Kurve (i. S. d. topol. Kurventheorie) heißt dabei „Endpunkt“, 
wenn P von erster Ordnung im Sinne der Kurventheorie ist, d.h. wenn beliebig kleine 
Umgebungen von P existieren, deren Begrenzung nur einen einzigen Punkt aus $ ent- 
hält. Die Punkte zweiter Ordnung heißen „gewöhnliche Punkte‘, die Punkte höherer 
als zweiter Ordnung heißen ‚,Verzweigungspunkte‘“ **). 

Um den eben genannten Satz anwenden zu können, werden wir bezüglich unserer 
Kontinua $ von höchstens endlicher Relativordnung zweierlei feststellen; nämlich 

I. daß $ höchstens abzählbar viele Endpunkte enthält; 

II. daß $ dargestellt werden kann als Vereinigung eines regulären Baumes & (von 
höchstens endlicher Relativordnung) mit einer Bogensumme, welche übrigens zu 6 
fremd ist. 

Da nun der in II. erwähnte reguläre Baum € ebenfalls höchstens endliche Relativ- 
ordnung, also zufolge der Feststellung I. höchstens abzählbar viele Endpunkte hat, 
so ist & nach dem obigen Satze von Herrn Menger als Bogensumme darstellbar, und 
zufolge II. ist schließlich 8 selbst eine Bogensumme. 


2,4. Gemäß den Ausführungen in Nr. 2,3 haben wir zu zeigen: 

I. Satz: Ein beschränktes Kontinuum $ von höchstens endlicher Relativordnung be- 
sitzt höchstens abzählbar viele „Endpunkte“. Die Achse des Bezugsbüschels soll mit $ keine 
Punkte gemeinsam haben ®). 

Beweis: Indirekt. Angenommen, die Menge B! der Endpunkte von $t sei nicht ab- 
zählbar. Dann besitzt BI (unendlich viele) Kondensationspunkte, welche wegen der 
Abgeschlossenheit von $ sämtlich zu $ gehören. Es sei Ä, ein Kondensationspunkt 
von B' und U, eine (beliebig klein gewählte) Umgebung von Ä, auf 8. Nun ist $ zu- 
sammenhängend im kleinen (Nr. 2,1), d.h. es gibt zu U, eine Umgebung Uf von Ä,, 
so daß irgend zwei (zu gehörige) Punkte aus UT durch ein in U, gelegenes Teilkontinuum 
$, von 8 verbunden werden können; da aber $, wiederum von höchstens endlicher Rela- 
tivordnung und mithin im kleinen zusammenhängend ist, so können irgend zwei Punkte 
P’, Pj von Uf auch durch einen einfachen, ganz zu U, gehörigen Bogen ®, verbunden 
werden. 

Wir können hinterher jetzt noch K, innerhalb U so wählen, daß Uf Punkte 
P], Pi enthält, von denen der eine, etwa P;, auf der positiven, hingegen P}’ auf der nega- 
tiven, Seite (vgl. Nr. 1,4) der durch K, gehenden Büschelebene &, liegt. 

Ist nämlich X, von vorneherein noch nicht so gewählt, so beachte man, daß X, 
selbst Häufungspunkt von Kondensationspunkten ist und daß daher in beliebiger Nähe, 
also innerhalb U* und U,, noch unendlich viele andere Kondensationspunkte A), 
Kı',... liegen. Da andererseits jede Büschelebene nur endlich viele Punkte von $ ent- 
hält, so gibt es unter den Ä7, Ä1,... sicher zwei, etwa Ä# und Ä**, die in verschie- 
denen Büschelebenen Ef, C}*, aber nicht in €, liegen. Liegt etwa E* zwischen €, und E7*, 


23) Menger ?!), a.a.O., Seite 578, Nr. 5. 
24) Menger ?!), a.a.O., Seite 573, 


25) Der einfacheren Ausdrucksweise wegen nehmen wir das Bezugsbüschel wieder als Parallelenbüschel (vgl. 
Nr. 1,3). 
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so setze man Äf an Stelle von X, und ferner K, bzw. Kf* an Stelle von Pı bzw. Pı'. 
Der neue Punkt X, hat also die gewünschte Eigenschaft. 

Bezeichnen &| und &j’ die durch ?j, Pi’ gehenden Büschelebenen, so gehört also 
K, dem Innern der durch &;/, €’ begrenzten, abgeschlossenen Parallelschicht //, an. 

Der einfache Bogen ®,, welcher Pi, Pi’ verbindet (vgl. oben), enthält keinen 
Endpunkt von $, ausgenommen höchstens Pi, Pı'. 

Da nämlich jeder Punkt Q von B, ein gewöhnlicher Punkt auf ®, ist (von P}, Pi 
abgesehen), so ist Q auf $ von mindestens zweiter Ordnung, also sicher kein Endpunkt 
von 8. 

Diese Bemerkung gestattet uns schließlich zu zeigen, daß im Innern von II, eın 
nicht auf ®, gelegener Kondensationspunkt K, von B! existiert. Falls K, nicht auf ®, liegt, 
setzen wir K) = K,. Andernfalls beachte man, daß X, Kondensationspunkt von End- 
punkten aus fl ist. Nun gibt es aber nach dem oben Bewiesenen eine ganz im Innern von 
IT, gelegene Umgebung U; von K,, so daß U;- 2, keine Endpunkte von $ enthält. 
Daher kann U} — (Ui -3,) nicht von Kondensationspunkten Ä, von BD! frei sein; 
was man etwa daraus entnimmt, daß für ft das zweite Abzählbarkeitsaxiom gilt *). 
Das Ergebnis des auf K, und U, angewandten Verfahrens war also: Eine abgeschlossene 
Parallelschicht /7/, und ein zugehöriger innerhalb U, verlaufender einfacher Bogen %,, 
welcher IT, „durchsetzt“, d.h. welcher Punkte verschiedener Begrenzungsebenen von /T, 
miteinander verbindet; schließlich ein nicht auf ®, gelegener Kondensationspunkt X, von 
B'! im Innern von /T.. 

Zum Abschluß des Beweises von Satz I brauchen wir nur durch Wiederholung des 
eben beschriebenen Verfahrens eine absteigende Folge abgeschlossener Parallelschichten 
IT, zu konstruieren und zu jedem //, einen einfachen Bogen ®,, welcher //, ‚„durchsetzt‘‘, 
und welcher zu allen übrigen ®, fremd ist. Dann gibt es nämlich eine Büschelebene, 
welche allen //, angehört und folglich mit jedem der ®, einen Punkt gemeinsam hat, 
also unbegrenzt viele verschiedene Punkte mit $; was der (höchstens) endlichen Relativ- 
ordnung von $t widerspricht. 


2,5. Wir haben schließlich zu beweisen den 

II. Satz: Jedes beschränkte Kontinuum $& von höchstens endlicher Relativordnung kann 
dargestellt werden als Vereinigung einer regulären Baumkurve & (höchstens endlicher Relativ- 
ordnung) mit einer Bogensumme ©, welche übrigens zu & fremd ist und gegebenenfalls auch 
leer sein darf. Dabei soll kein Punkt der Achse des Bezugsbüschels zu ® gehören ®). 


Beweis: Aus dem 1. Zerlegungssatz (Nr. 1,1) entnimmt man zunächst, daß die 
(1. S. d. topol. Kurventheorie) nicht gewöhnlichen Punkte, insbesondere also die Ver- 
zweigungspunkte von $, nirgends dicht auf 8 liegen. In der Tat sind die nicht-gewöhn- 
lichen Punkte von $ sämtlich unter den R-Endpunkten im Sinne von Nr. 1,1 und unter 
den Punkten von mindestens der Relativordnung zwei enthalten. 


Es sei nun ® die (nirgends dichte) Menge aller derjenigen Büschelebenen, auf welchen 
Verzweigungspunkte von & gelegen sind. Wir können ® auffassen als Teilmenge des 
Komplementes einer überall dichten Summe abgeschlossener Parallelschichten I/7,. 


Sehen wir von höchstens endlich vielen, isolierten, auf der Begrenzung von IT, 
gelegenen Punkten ab, so ist der Durchschnitt & - IT, von $ und //, Summe von end- 
lich vielen, etwa n,, einfachen Bogen ®,,..., ®,n,, welche höchstens ihre Endpunkte 
gemeinsam haben. In der Tat: Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann voraus- 
gesetzt werden, daß //, auf einer seiner Begrenzungsebenen Punkte Q aus & enthält. 





”*) Vgl. z.B. Hausdorff, F., Grundzüge der Mengenlehre, Leipzig 1914, Seite 268. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 


or 
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Jede Komponente der abgeschlossenen Menge $ - /Z, ist entweder ein isolierter Punkt 
oder ein Kontinuum. Jede solche Komponente hat ferner mindestens einen Punkt 
mit der Begrenzung von //, gemeinsam, und es gibt nur endlich viele Komponenten 2%), 
Die Kontinua unter ihnen sind von höchstens endlicher Relativordnung und kompakt, 
also, weil fremd zum Büschelzentrum, reguläre Kurven, und zwar insbesondere solche 
ohne Verzweigungspunkte, sie sind daher einfache Bogen oder (was aber hier nicht in 
Frage kommt, wenn auch die Stützpunkte ausgeschlossen werden) einfache geschlossene 
Kurven ®»’), Daraus folgt die ursprüngliche Behauptung. 

Die Baumkurve & ergibt sich nun so: Wir durchmustern die /Z, bzw. B,., und be- 
ginnen mit IT, bzw. ®,,. Es sei T,, ein im Innern von B,, und IT, gelegener abgeschlossener 
Teilbogen von ®,, und es sei T,, das Innere von T,,. Wird jetzt $ durch Wegnahme 
von T,, in zwei fremde abgeschlossene Teilmengen zerlegt, so lassen wir ®,, und damit fi 
unangetastet; andernfalls „kupieren‘“ wir B,,, d. h. wir nehmen T7,, aus weg. In jedem 
Falle erhalten wir ft dargestellt als Vereinigung eines (kompakten) Kontinuums $, = fi 
bzw. 8, = 8 — T,,, welches ganz in $? enthalten ist, mit einer zu $}, fremden, offenen 
Bogensumme ©, = 0 bzw. ©, = T,,, die also gegebenenfalls auch leer sein kann. Die 
Fortsetzung dieses Verfahrens führt ersichtlich zu einer Folge von Zerlegungen 
= 8, + ©, wobei die $, eine absteigende Folge von (kompakten) Kontinuen und 
die ©, eine aufsteigende Folge von offenen Bogensummen bilden und wobei übrigens 
der Durchschnitt von $, und ©, leer ist. Wir haben also auch 8 = $i* + ©*, wo $i* 
der Durchschnitt aller $}, und ©* die Summe aller ©, ist; dabei kann ©&* evtl. auch 
leer sein. 

Der Durchschnitt von %* und ©&* ist aber leer, weil ein gemeinsamer Punkt von 
* und ©* ın allen $}, und in einem (sogar in fast allen) ©, enthalten wäre, etwa in 
©y, so daß St? und © nicht fremd wären. Ferner ist ©* eine offene Bogensumme. Endlich 
ist X* ein Kontinuum ”), und zwar ist Si* ebenfalls beschränkt, d.h. kompakt, und von 
endlicher Relativordnung, also wieder eine reguläre Kurve. Wir haben daher nur noch 
nachzuweisen, daß ${* keine geschlossene Teilkurve enthält; denn dann sind wir sicher, 
daß f* ein (regulärer) Baum ist. Wäre nun © eine geschlossene Teilkurve aus $t*, so 
müßte © mit der überall dicht liegenden Summe aller //, Punkte gemeinsam haben und 
daher auch mit einem //,, etwa mit //,. Unter den in //, vorhandenen einfachen Bogen 
Briy ++, Bra, würden sich daher Teilbogen von © finden. Sei ®,,x, der erste derartige 
Teilbogen, d.h. der Bogen mit kleinstem Index k,, so daß 8B,,., sowohl zu $,,., als zu 
S,,m,—ı gehört. Kupieren wir B,..,, so bleibt St* und folglich erst recht $,.,—ı zusammen- 
hängend (— ist k, =1, so tritt 8,-ı,.,_, an Stelle von $},.,-ı —) und das verstößt 


gegen die Konstruktion von S,x. [Daß S8* und $l,.„.-ı zusammenhängend bleiben, 
falls B,,., Kupiert wird, kann man sich so klar machen: Sei P irgendein Punkt von ©. Dann 
kann man jeden Punkt Q von $* mit P durch einen einfachen Teilbogen T(Q) von St* ver- 
binden. Enthält T(Q@) keine Punkte des beim- Kupieren von 9,,., herausgenommenen 
(offenen) einfachen Bogens T,,.,, so bleibe T(Q) unverändert. Andernfalls enthält T(2), 
weil auf T, , keine Verzweigungspunkte von $ liegen, das ganze T,,, welches seiner- 
seits durch den einfachen Bogen &®-—-T,,,, ersetzt werden kann; dabei sollen natürlich ? 
und Q zu $* — T,, gehören. T(Q) geht bei dieser Ersetzung sicher in ein stetiges 
Streckenbild über, welches seinerseits wieder einen T(Q) enthält. Da ©, wenn in $t*, 
erst recht in $},,—ı enthalten ist, gilt das Gleiche auch für letzteres. ] 


28) Vgl. Menger ?), a. a. O., Seite 300, Hilfssatz B. 
%b) Menger ?), a. a. O., Seite 304, Satz XXV und Seite 303, Satz XXIV. 
”) Vgl. Hausdorff, F., Mengenlehre, 2. Aufl., Berlin u. Leipzig 1927, Seite 163. 
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2,6. Das eben Gesagte gilt insbesondere für die von Herrn Marchaud betrachteten 
beschränkten Kontinua M im AR, (allgemein im R,„), welche relativ zu drei (allgemein 
zu n) linear unabhängigen Büscheln von beschränkter Relativordnung sind. Für die 
Zerlegung von M in endlich viele einfache Bogen, welche paarweise höchstens ihre End- 
punkte gemeinsam haben, ist nach Herrn Marchaud ®) hinreichend, daß nur endlich 
viele Punkte vorliegen, in welchen mehr als zwei, im übrigen getrennt verlaufende ein- 
fache Teilbogen von M zusammenstoßen; daß also WM nur endlich viele Verzweigungs- 
punkte (vgl. Nr. 2,3) besitzt, denn die Verzweigungspunkte sind ja dadurch charakte- 
risiert, daß M mehr als zwei Teilbogen enthält, welche in dem betrachteten Punkte 
zusammenstoßen, im übrigen aber paarweise fremd sind 2). 

Die Bedingung ist aber, wie man sieht, auch notwendig. Man erkennt ferner, 
daß das Kriterium von Herrn Marchaud allgemeiner für Kontinua $ von höchstens 
endlicher Relativordnung gilt; vorausgesetzt wird stets, daß $? mit der Büschelachse 
keinen Punkt gemeinsam hat °®®). 


2,7. Eine andere, etwas speziellere Fragestellung ist die nach der Zerlegung von $ 
in endlich viele relativ einfache Bogen, von denen je zwei höchstens ıhre Endpunkte 
gemeinsam haben. Außer der oben genannten Bedingung endlich vieler Verzweigungs- 
punkte ist jedenfalls noch notwendig, daß nur endlich viele Stützpunkte vorhanden 
sind. (Die „A-Endpunkte‘ von $ können wir dabei (wie in $1) zu den Stützpunkten 
rechnen, brauchen es aber nicht). Denn ist $? Summe von endlich vielen relativ-einfachen 
Bogen und besäße $ zugleich unendlich viele Stützpunkte, so müßte mindestens einer 
der relativ-einfachen Bogen unendlich viele Stützpunkte enthalten. also auch mindestens 
einen Häufungspunkt #7 von Stützpunkten; eine gewisse (einseitige) Umgebung von HM 
auf dem betrachteten relativ einfachen Bogen könnte aber dann nicht relativ einfach sein. 
Die genannten beiden Bedingungen sind umgekehrt auch hinreichend, wie man etwa 
mit Hilfe des Heine-Borelschen Überdeckungssatzes erkennt. (Vgl. z.B. die Über- 
legungen in Nr. 1,11). Vorausgesetzt wird dabei, daß $? mit der Büschelachse keinen 
Punkt gemeinsam hat. Also: 


Ein beschränktes Kontinuum, welches bezüglich eines Ebenenbüschels von endlicher 
Relativordnung ist und keinen Punkt der Büschelachse enthält, ist dann und nur dann 
Summe von endlich vielen relativ einfachen Bogen (die paarweise höchstens ihre Endpunkte 
gemeinsam haben), wenn nur endlich viele Verzweigungs- und Stützpunkte vorhanden sind. 


Es ist leicht, Kontinua von beschränkter Relativordnung (sogar von der Relativ- 
ordnung zwei) anzugeben, welche keine Zerlegung in endlich viele relativ einfache (oder 
auch bloß einfache) Bogen gestatten. Spezialisiert man hingegen das Kontinuum, indem 
man nur einfache Bogen betrachtet, so gilt wenigstens: 

Jeder (beschränkte) einfache Bogen B der Relativordnung zwei, welcher keinen Punkt 
der Büschelachse enthält ®!), ist darstellbar als Summe von höchstens drei relativ einfachen 
Bogen. 

Beweis: Jede Büschelebene wird durch die Büschelachse in zwei Halbebenen 
geteilt, die wir im folgenden kurz als „(Büschel-)Halbebenen‘ bezeichnen. Der ganze 
Bogen 8 ist dann sicher in einem Winkelraum enthalten, welcher von zwei Büschel- 


—— 





28) Vgl. Marchaud!), a.a.O., Seite 78. 
2°) Menger, K., Zur allgemeinen Kurventheorie. Fundamenta mathem. 10 (1927), Seite 96 ff. 
30) Zur Ergänzung sei hier noch verwiesen auf die (bei Herrn Marchaud nicht aufgeführten) Arbeiten von 
Herrn K. Menger: a)?), a.a.O., speziell Seite 300 ff., b) ®!) a.a.O., Seite 572 ff. 
1) Wir übergehen hier den Fall, daß Punkte der Büschelachse zu $ gehören; vgl. deswegen z.B. 
Haupt ®), a). 
5* 
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halbebenen gebildet und kleiner als 2 x ist. Bezeichnet nämlich A den einen Endpunkt 
von 8, ferner € bzw. 5 die durch A gehende Büschelebene bzw. Halbebene und hat 
® mit E keinen weiteren Punkt gemeinsam, so ist die Behauptung sicher richtig. Andern- 
falls trägt €, außer A, höchstens noch einen Punkt P von ®. Liegt P in & aber nicht 
in 9, so folgt wieder die Behauptung; und ebenso, falls P in 9 liegt. Nun sieht man, 
daß im Innern von 3 höchstens zwei Stützpunkte auftreten können. Sind nämlich 
S, und 5, zwei Stützpunkte im Innern von %, ferner &, bzw. €, die zugehörigen Büschel- 
ebenen, so kann ® mit €, und E, keine weiteren Punkte gemeinsam haben; mithin verläuft 
®ö ganz in demjenigen durch &, bzw. €, definierten Halbraum H, bzw. H,, welchem 
auch die Umgebung von S, bzw. 5, auf B angehört, ® liegt demnach ganz im Durchschnitt 
D dieser beiden Halbräume, und jede zum Innern von D gehörige Büschelhalbebene hat 
mit ®B (mindestens) einen Schnittpunkt, also außerdem sicher keinen Stützpunkt ge- 
meinsam. Es gibt also höchstens zwei Stützpunkte im Innern von ®. Sind genau zwei 
solche Stützpunkte vorhanden, so besteht ® aus drei relativ einfachen Bogen. Gibt es 
nur einen bzw. keinen solchen Stützpunkt, so besteht ® aus zwei bzw. aus einem relativ 
einfachen Bogen, w. Z. zZ. w. 


Bemerkt sei schließlich, daß sich Bogen der Relativordnung drei angeben lassen, 
welche nicht in endlich viele relativ einfache Bogen zerlegbar sind ?2). 


$ 3. Zerlegung „flächenartiger‘‘ Punktmengen von endlicher Relativordnung in relativ 
einfache Flächenstücke. 


3,1. Wir haben uns jetzt mit dem Fall zu beschäftigen, daß im euklidischen AR, 
eine abgeschlossene Menge M mit jedem Halbstrahl eines Bündels D nur endlich viele 
Punkte gemeinsam hat; alsdann sagen wir zur Abkürzung, M sei „von endlicher Relativ- 
ordnung bezüglich des Bündels D““ und jeder Halbstrahl © aus D besitze bezüglich N 
einen „endlichen Ordnungsindex n (&)“. Haben diese Ordnungsindizes speziell ein 
Maximum m, so heißt M von der (beschränkten) Ordnung m bezüglich D. 


Bei der Bestimmung des Ordnungsindex wird das Bündelzentrum nicht mitgezählt 
(falls es zu M gehört). 


3,2. Um für M einen Zerlegungssatz von derin der Einleitung (Nr. 0,6) angegebenen 
Art zu erhalten, genügt es natürlich nicht, von M lediglich endliche Relativordnung 
bezüglich eines Bündels vorauszusetzen, da ja, selbst wenn M etwa ein Kontinuum 
wäre, allgemein zu reden, M z. B. auch beliebig viele einfache Bogen enthalten könnte. 
Um diese und ähnliche Vorkommnisse auszuschließen, machen wir noch eine weitere 
Annahme. Es handelt sich dabei um folgende Begriffsbildungen ®): Es sei Q ein, vom 
Bündelzentrum Z verschiedener, Punkt von M und g der Strahl durch @. Wir nennen 
jetzt Q einen „Schnittpunkt (von g mit M)“, wenn zu jeder Umgebung U von Q eine 
Nachbarschaft N von g gehört, so daß jeder Strahl g’ aus N (mindestens) einen Punkt 
Q’ aus U mit W gemeinsam hat; unter einer Nachbarschaft, genauer einer 7-Nachbarschatt, 
von q verstehen wir dabei im Falle eines Parallelenbündels die Gesamtheit der Strahlen 
(aus D), deren Abstände von g nicht größer als n sind (n > 0); entsprechend im Falle 
eines Bündels mit eigentlichem Zentrum. 


2) Siehe Haupt °), a); °), b). 

33) Wir legen dabei der bequemeren Ausdrucksweise halber als Bezugsbündel ein Parallelenbündel zugrunde, 
so daß wir (statt von Halbstrahlen) kürzer von ‚Strahlen‘ sprechen können. Die Definitionen und weiteren Aus- 
führungen des Textes übertragen sich aber mutatis mutandis sogleich auf den Fall, daß das Bündelzentrum ein 
eigentlicher (von @ verschiedener) Punkt ist. 
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Die oben angekündigte zusätzliche Annahme über M ist nun die, daß die Schnitt- 
punkte eine in M (überall) dichte offene Menge bilden oder, wie wir kurz sagen, daß M 
„flächenartig erscheine bezüglich D“. 

3,3. Nunmehr lautet der in Aussicht genommene 

Zerlegungssatz: Gegeben sei eine abgeschlossene Menge M und ein Strahlenbündel. 
Erscheint dann M bezüglich des Bündels flächenartig und ist M von endlicher Relativordnung, 
so ist M darstellbar als abgeschlossene Hülle der Vereinigung von höchstens abzählbar vielen 
(abgeschlossenen) relativ einfachen Flächenstücken, (welche also von der Relativordnung 
Eins sind bezüglich des Bündels und) welche paarweise keine inneren Punkte miteinander 
gemeinsam haben. Die Punkte von mindestens der Relativordnung zwei liegen nirgends 
dicht auf M; ebenso die „Randpunkte‘“‘, d. h. diejenigen Punkte von W, welche nicht innere 
Punkte irgendeines einfachen, zu M gehörigen Flächenstückes sind. 

3,4. Beweis nach dem allgemeinen Schema !°) und ganz analog wie im Falle eines 
kurvenartigen Kontinuums (vgl. Nr. 1,2). 

Wir führen also wieder den Begriff des Punktes von der Relativordnung n bzw. 
von endlicher Relativordnung ein. Ferner bezeichnen wir als „Stützpunkt“ von M be- 
züglich D jeden Punkt von M, der nicht Schnittpunkt ist. Jedesmal handelt es sich dabeı 
um Punkte, die vom Bündelzentrum Z verschieden sind. 

3,5. Der Einfachheit wegen setzen wir zunächst voraus, daß Z nicht in M enthalten 
ist 3) und zeigen, daß, zufolge der über M gemachten Voraussetzungen, Stützpunkte 
nur auf einer nirgends dichten Menge von Strahlen auftreten können; eine Menge von 
Strahlen heißt dabei nirgends dicht, wenn sie sich auf eine (etwa zur Strahlenrichtung 
senkrechte) Ebene in eine nirgends dichte Punktmenge projiziert. Der Beweis dieser 
Behauptung ergibt sich auf indirektem Wege und ganz wie in Nr. 1,8. Dabei spielt hier 
die Voraussetzung der Flächenartigkeit die gleiche Rolle, wie dort der Erhaltungssatz; 
es würde deshalb fast die Bemerkung genügen, daß die hier anzustellenden Betrachtungen 
im wesentlichen auf den Beweis eines Satzes hinauslaufen, welcher dem in Nr. 1,14 
formulierten Satze entspricht. Wir deuten indes die wichtigsten Überlegungen im fol- 
genden an. 

Angenommen, es lägen in einer Nachbarschaft N des Strahles g die Strahlen mit 
Stützpunkten überall dicht. Zunächst gibt es Strahlen g, aus N, welche Schnittpunkte 
tragen; denn wegen der Flächenartigkeit von M liegen die Schnittpunkte in M dicht. 
Es trage g, etwa k Schnittpunkte S,,...,S. (k 21), und es sei e, kleiner als die Minimal- 
entfernung je zweier unter den S, (x =1,...,k). Der Flächenartigkeit zufolge existiert 
ferner eine n,-Nachbarschaft N, von g, derart, daß jeder Strahl g’ aus N, mindestens 
k verschiedene Schnittpunkte trägt, genauer: daß auf g’ zu jedem x mindestens ein Schnitt- 
punkt S, existiert, welcher von 5, um weniger als e, entfernt ist. Da aber Stützpunkte 
auf einer in N, überall dichten Strahlenmenge auftreten sollen, so gibt es ein g’ aus N,, 
welches mindestens einen Stützpunkt 7 trägt. T ist natürlich von den $/ verschieden. 
In einer flächenartigen Menge M liegen aber die Schnittpunkte überall dicht, so daß es 
in hinreichender Nähe von g’, also insbesondere innerhalb N,, solche Strahlen g, gibt, 
auf denen ein zu 7 beliebig benachbarter Schnittpunkt Si. gelegen ist. Liegt q, genügend 
nahe bei g’, so ist man überdies sicher, daß S;., verschieden ist von den Schnittpunkten 
$1...,85, welche in jedem Falle auf g, auftreten. Alsdann trägt q, mindestens k + 1 
verschiedene Schnittpunkte, also mindestens einen mehr als g,. Fortsetzung dieser 
Schlüsse würde wegen der (Kompaktheit beschränkter Mengen im R, und wegen der) 
Abgeschlossenheit von M zu einem Strahl g führen, welcher sicherlich unendlich viele 
verschiedene Punkte mit M gemeinsam hat, im Widerspruch zur Annahme endlicher 
Relativordnung von M. 





38 Haupt, Uber Kontinua von endlicher Relativordnung. 


Ferner zeigen wir ganz entsprechend (vgl. auch Nr. 1,9), daß Schnittpunkte von 
mindestens der Relativordnung zwei ebenfalls nur auf einer nirgends dichten Strahlen- 
menge auftreten können; endlich, daß Bündelstrahlen 3* mit folgender Eigenschaft 
nirgends dicht liegen: In beliebiger Nähe von 3* gibt es Strahlen, welche beliebig weit 
entfernte Punkte von M enthalten. 

3,6. Da schließlich jede nirgends dichte Menge (in der Ebene) darstellbar ist als 
Teil des Komplementes einer überall dichten, offenen Menge bzw. des Komplementes 
einer Vereinigung von abzählbaren vielen abgeschlossenen Bereichen (etwa von Recht- 
ecken), welche paarweise keine inneren Punkte gemeinsam haben und überall dicht 
liegen, so verläuft auch der weitere Beweis des Zerlegungssatzes wie im kurvenartigen 
Falle. 

3,7. Auch die in Nr. 3,5 gemachte vereinfachende Annahme, daß das Bündelzentrum 
Z nicht zu M gehöre, kann jetzt entsprechend wie in Nr. 1,13 —1,17 beseitigt werden ®*), 
Man zeigt dazu, daß diejenigen Halbstrahlen 5* nirgends dicht liegen, welche folgende 
Eigenschaft besitzen: In beliebig kleiner Nachbarschaft von $* gibt es zu beliebig vor- 
gegebener Umgebung U von Z stets Halbstrahlen, welche zu U gehörige, von Z verschiedene 
Punkte aus M tragen. Sodann schließt man wie in Nr. 1,16 und 1,17. 


$ 4. Nicht-rektifizierbare Bogen von endlicher Ordnung und von beschränkter Rela- 
tivordnung. 


4,1. Zwecks Ausführung der in Nr. 0,2 angekündigten Konstruktion eines nicht 
rektifizierbaren Bogens von endlicher Ordnung im AR, bemerken wir zunächst folgendes: 
Wir betrachten nur Bogen ®* auf der Kugeloberfläche K. Die Ordnung von B* be- 
züglich der sämtlichen Ebenen im A, ist dann gleich der Ordnung von B* bezüglich 
der sämtlichen Kreise auf XK. Nehmen wir jetzt eine stereographische Projektion von 
K auf die Ebene € vor, so wird B* auf einen ebenen Bogen 3 abgebildet. ® ist i.a. 
dann und nur dann rektifizierbar, wenn auch 9* rektifizierbar ist. Bezeichnet näm- 
lich |P$, P#| die im AR, gemessene Distanz zweier Punkte Pf, Pf auf K und |P,, P; 
die ihrer Bilder P,, P,, gemessen in €, so gilt innerhalb eines hinreichend kleinen 
Kreises A in E mit dem Nullpunkt als Zentrum bzw. innerhalb des Bildgebietes auf A, 
also in der Umgebung A* des Südpols von K (gleichmäßig): |Pf, Pf|< M|P,Ps; 
und |P,P,|< M*|Pf, P$|, unter M und M* gewisse feste positive Zahlen ver- 
standen. 

Unsere Aufgabe reduziert sich damit auf die Konstruktion eines nicht-rektifizier- 
baren ebenen beschränkten Bogens 3, welcher von endlicher zyklischer Ordnung ist, 
d. h. welcher mit jedem Kreis $? nur endlich viele, etwa n($), Punkte gemeinsam hat, wo- 
bei aber die n($) keine obere Schranke besitzen. Zur Lösung der Aufgabe bilden wir zu- 
erst eine zusammenhängende Kette von Bereichen 2,, die gegen einen Punkt der Ebene 
konvergieren und die Eigenschaft haben, daß jeder Kreis nur endlich viele dieser Bereiche 
trifft. In die Kette der B, können wir dann den gesuchten Bogen einbetten. Zur Kon- 
struktion der B, wählen wir in der Ebene € einen Punkt O als Nullpunkt eines Systems 
kartesischer rechtwinkliger Koordinaten x,y. Wir betrachten dann die sichelförmigen 
Streifen S,: 

0 2 L > 1, J»+1(%) 2 Y = I»(&), 
wobei 


f,(a)=e * für 0<x 
== () für <=0. 


34) Es handelt sich jetzt natürlich um ein Bündel, dessen Zentrum Z ein eigentlicher Punkt ist. 
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—=41,2,...) und beachten, daß 


7= 


Ziehen wir noch die y-Parallelen f, mit = ( 


die Berandung jedes 5, von einer beliebigen f, in zwei Punkten P,, und P, ge- 
troffen wird, so lassen sich die gesuchten 2, definieren als Menge der Punkte in 5, 
zwischen £, und #,.,, also durch 

ISeS. Miasyshe) 
Die Kette der B, hat nun sicher die gewünschten Eigenschaften. Denn zunächst hat 
B, nur mit B,-ı und mit B,;ı je einen (und zwar nur je einen) Punkt gemeinsam, z.B. 


mit B,_ı nur den Punkt P, (2 = 2 ‚y= Ho) Dann aber trifft jeder Kreis der 
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Ebene nur endlich viele der B,. Da nämlich f,(x) für x—0 stärker Null wird als jede 


u i 
u, 1 Potenz von x, so verläuft jeder durch O gehende Kreis f (auch wenn er die x-Achse be- 
nde rührt), in einer hinreichend kleinen Umgebung von O ganz außerhalb von O<x =s1, 
yor- ‚ 0<sy<sf,(e). Da aber O einziger Häufungspunkt der B, ist, so kann f nur endlich 
ene ; viele der B, treffen. Und aus dem gleichen Grunde gilt dies für jeden nicht durch O ge- 
4 henden Kreis. Wir verbinden jetzt P, und P,;,ı durch einen ganz in B, verlaufenden 
= einfachen Bogen ®,, welchen wir etwa als Vereinigung von endlich vielen Ellipsenbogen 
» wählen. Wir können dabei die Länge von ®, beliebig groß machen, etwa größer als . 
cht j Die abgeschlossene Hülle der Vereinigung aller ®, ist dann ein nicht-rektifizierbarer 
les: " Bogen 3, welcher von höchstens endlicher „zyklischer Ordnung‘ ist, d. h. ein Bogen, 
be- 5 welcher von jedem Kreis in nur endlich vielen Punkten getroffen wird. Da ® anderer- 
ich " seits nicht von beschränkter zyklischer Ordnung sein kann (weil ® anderenfalls ®) von 
ron ) beschränkter linearer Ordnung und folglich rektifizierbar wäre), so ist ® von endlicher 
a, > zyklischer Ordnung, w. Z. Z. w. 
m- ; 4,2. Schließlich möge folgendes Beispiel eines Bogens im A, angegeben werden, 
P, E welcher nicht rektifizierbar und dennoch von beschränkter Relativordnung hinsichtlich 
en # zweier Büschel ist. Zur Konstruktion betrachten wir in einer &, 7-Ebene ($, n recht- 
K, | 3 winklige kartesische Koordinaten) einen nicht-rektifizierbaren stetigen Bogen 
Pr i n=f£), O0sEs 7 Sodann wickeln wir die £, n-Ebene auf den Zylinder x = cos Z, 
er- 


{ y=sin€ im x,y,z-Raume auf (x, y,z kartesische rechtwinklige Koordinaten), so daß 
u. der Punkt (&,n) in (e=cosd, y=sind, z2= n) übergeht. Unser Bogen n = f(£) 
J liefert nun (auf dem Zylinder) einen doppeltgekrümmten Bogen & (im R,), der sicher nicht 





st, 

‚o- # rektifizierbar ist, aber trotzdem relativ einfach bezüglich zweier Ebenenbüschel, nämlich 
.. bezüglich z. B. derjenigen Ebenen, welche zur x,z- bzw. y,2-Ebene parallel sind. 
2 Richtet man, was leicht möglich ist, den nicht-rektifizierbaren Bogen n7 = f (£) so ein, 
“ daß er von endlicher Ordnung ist relativ des Büschels der Parallelen zur &-Achse, so 
wird & überdies von endlicher Ordnung bezüglich eines dritten Ebenenbüschels. Und zwar 
ns sind die drei Büschel linear unabhängig. 

en 


%) Vgl. Marchaud!), a.a.O., Seite 110. 





Erlangen, 18. April 1931. 





Eingegangen 24. April 1931. 








Zusammenhang und Dimension topologischer Körperräume. 


Von Reinhold Baer in Halle und Helmut Hasse in Marburg. 





Bekanntlich ist es unmöglich, den Körper aller komplexen Zahlen rein algebraisch 
zu charakterisieren, da dieser gewissen echten Unterkörpern von sich isomorph ist, 
Vielmehr ist es zur eindeutigen Festlegung dieses Körpers nötig, Stetigkeitseigenschaften 
heranzuziehen. 

Es soll deshalb im folgenden untersucht werden, was aus der Einführung eines 
Stetigkeitsbegriffs in einem beliebigen Körper, d.h. aus seiner Topologisierung, folgt. 
Insbesondere werden sich dabei topologische Charakterisierungen des Körpers C aller 
komplexen Zahlen und des Körpers R aller reellen Zahlen herausstellen. 


$ 1. Die Komponenten topologischer Körperräume. 


Ein Körper!) K wird zu einem topologischen Körperraum, indem man seine 
Elemente als Punkte eines topologischen Raumes ?) derart auffaßt, daß die Abbildungen 


a(z) =axb+c mi a,b, caus K, a und b von O verschieden 


von K auf sich topologische Abbildungen sind). 

Da die linearen Abbildungen eine transitive Gruppe bilden, ist jeder topologische 
Körperraum homogen; er hat in allen Punkten die gleichen topologischen Eigenschaften. 
Insbesondere ist also entweder jeder Punkt oder kein Punkt Häufungspunkt von K. 
Den zweiten Fall können wir natürlich ausschließen, da dann jede Teilmenge sowohl 
offen als auch abgeschlossen ist. 


Satz 1. Entweder ist K selbst die Komponente *) eines jeden Punktes von K, oder 
die Komponente eines jeden Punktes besteht aus ihm allein. — Insbesondere ist also ent- 
weder K zusammenhängend, oder K enthält keine mehrpunktige, zusammenhängende Menge?°). 


Beweis. Bei topologischen Abbildungen gehen die Komponenten [irgendwelcher 
Punkte] entweder in sich oder in ein fremdes System über, da bei topologischen Ab- 


t) Vgl. etwa B. L. van der Waerden, Moderne Algebra I, Berlin 1930, S. 41. — In diesem $ 1 wird nicht voraus- 
gesetzt, daß der Körper kommutativ ist. 

2) Im Sinne von F. Hausdorff, Mengenlehre, 1. Aufl., Leipzig 1914, S. 213. — Vgl. auch R. Baer, Beziehungen 
zwischen den Grundbegriffen der Topologie, Sitz.-Ber. d. Heidelberger Akad. d. Wiss., Math.-Nat. K1.1929 (15). 

) Vgl. hierzu R. Baer, Zur Topologie der Gruppen, Journ. f. d.r. u. angew. Math. 160 (1929), S. 208—226, 
im folgenden zitiert mit BT. Im Sinne der dortigen Begriffsbildungen ist also ein topologischer Körperraum so- 
wohl hinsichtlich der Addition als auch hinsichtlich der Multiplikation ein topologischer Gruppenraum. 

*) Komponente eines Punktes ist die größte ihn enthaltende, zusammenhängende Teilmenge des Raumes. 
Vgl. F. Hausdorff, a.a.O., S.245, wo auch die Existenz und Eindeutigkeit der Komponente nachgewiesen wird. 

°) Hieraus kann übrigens nicht geschlossen werden, daß ein topologischer Körperraum entweder nulldimen- 
sional oder zusammenhängend ist; denn es gibt positivdimensionale topologische Räume ohne mehrpunktige zu- 
sammenhängende Teilmengen. Vgl. K.Menger, Dimensionstheorie, Berlin u. Leipzig 1918, S.203 und 209. 
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bildungen Komponenten in Komponenten übergehen und zwei Komponenten entweder 
identisch sind oder keinen Punkt gemein haben. Insbesondere geht also die Komponente 
der Null [wegen der Homogeneität des Raumes genügt es, diese zu untersuchen] bei 
den Abbildungen 
(x) = a,Xa, —;=E0 
in sich über. Enthält also die Komponente der Null außer der Null noch ein Element 
b=+0, und ist c ein beliebiges Element aus Ä, so führt die Abbildung 
(2) =b'xe 

die Komponente der Null in sich und 5 in c über, d. h. ce gehört ebenfalls zur Komponente 
der Null; die Komponente der Null ist also mit K identisch, wenn sie ein von Null ver- 
schiedenes Element enthält. 

Zusatz. Ist K ein nicht zusammenhängender topologischer Körperraum und sınd 
a, und a, zwei verschiedene Punkte aus K, dann gibt es eine Zerlegung von K in zwei punkt- 
fremde, offene Teile derart, daß a, und a, in verschiedenen Teilen liegen. 

Beweis. Ist ÄX nicht zusammenhängend, so gibt es eine Aufspaltung von Ä ın 
zwei nicht leere, punktfremde, offene Teilmengen K, und K,. Ist dann k; ein Element 
aus Ä,;, so führt die topologische Abbildung 


(2) = (ki — k) [x(a, — a5) + kıa, — kza,] 
k, in a,, k, in a, über. Weiter geht bei a(x) die Aufspaltung von K in die Mengen X, 
und K, in eine ebensolche Aufspaltung von K in Mengen A, und A, über derart, daß 
a; zu A; gehört. 


$ 2. Die Dimension bewerteter Körper. 
Jeder bewertete Körper®) K ist ein topologischer Körperraum, wenn man als 
Umgebungen die Punktmengen 
ze —-al<o, o>0 ausK 


wählt. Dabei bedeutet K den bei der Bewertung |--- | von K zugrunde liegenden Wert- 
körper, den wir hier etwas allgemeiner als üblich als irgendeinen [nicht notwendig archi- 
medisch] geordneten Körper voraussetzen’). Äquivalente Bewertungen eines Körpers, 
d.s. solche, die den gleichen topologischen Raum ®) bestimmen, brauchen wir dabei 
nicht zu unterscheiden, allgemeiner auch nicht zwei bewertete Körper, zwischen denen 
ein Isomorphismus besteht, der gleichzeitig topologische Abbildung ist, insbesondere 
also nicht analytisch-isomorphe Körper ?). 

Satz 2. Ist die Dimension !°) des durch den bewerteten Körper K definierten topo- 
logischen Körperraums positiv, so ist K analytisch-isomorph zu einem Teilkörper von C, 
dem Körper aller komplexen Zahlen in der üblichen [oder einer dazu äquivalenten] Be- 
wertung. 





°) Von jetzt ab verstehen wir unter Körper stets einen kommutativen Körper. 

?) Siehe dazu H. Hasse, Über die Einzigkeit der beiden Fundamentalsätze der elementaren Zahlentheorie, 
Journ. f. d. r. u. angew. Math.155 (1926), S. 200f.; es wird also von der dortigen Forderung (12) der Archimedizität 
abgesehen. — Zum Begriff des geordneten Körpers vgl. außerdem E. Artin- O. Schreier, Algebraische Konstruktion 
reeller Körper, Abhdl. aus d. Math. Sem. d. Hamburger Univ. 5 (1926), S.86 und 9. 

®) Vgl.etwa H. Tietze, Beiträge zur allgemeinen Topologie I, Math. Ann. 88 (1923), S. 293. 

*») Vgl. A. Ostrowski, Über einige Lösungen der Funktionalgleichung g(z)- p(y) = p(zy), Acta Math. 41 
(1917), 8. 278. 

10) Im Sinne von Urysohn und Menger; vgl. etwa K. Menger, Dimensionstheorie, Leipzig u. Berlin 1928. 

Journal für Mathematik. Bd. 167. 6 
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Beweis. 4. Jeder nicht-archimedisch !!) bewertete Körper bestimmt einen null- 
dimensionalen topologischen Körperraum !?). 

2. Ist der Wertkörper K des bewerteten Körpers K nicht-archimedisch geordnet 13), 
so ist der durch K bestimmte topologische Körperraum nulldimensional. 

Denn in diesem Falle bestimmt der Wertkörper K vermöge des gewöhnlichen 
absoluten Betrages |a| [= +& = 0] selbst einen nulldimensionalen !#) topologischen 
Körperraum. Ein demgemäß vorhandenes System von gleichzeitig offenen und ab- 
geschlossenen Mengen M in K, das ein vollständiges Umgebungssystem ®) der Null in 
K ist, liefert dann auf Grund der Festsetzung 


x in M, wenn |x —a| inM 
ein System von gleichzeitig offenen und abgeschlossenen Mengen M in K, das ein voll- 
ständiges Umgebungssystem von ain K ist. Daher ist dann Ä ebenfalls nulldimensional. 
3. Wie Herr Ostrowski gezeigt hat !*), ist jeder Körper, der nicht unter 1. oder 
2. fällt, d.h. jeder archimedisch bewertete Körper K mit archimedisch geordnetem 
Wertkörper K analytisch-isomorph zu einem Teilkörper des Körpers C aller komplexen 
Zahlen mit einer zu der gewöhnlichen Bewertung äquivalenten Bewertung. Nach dem 


ad 1. und ad 2. gezeigten fällt jeder positiv dimensionale bewertete Körper unter diese 
letzte Klasse. 


Wegen Satz 2 werden wir im folgenden nur noch Teilkörper des Körpers € der 
komplexen Zahlen mit der gewöhnlichen Bewertung untersuchen. 


Satz 3. Ist zwei die Dimension des topologischen Körperraumes K, so ist K=(, 
und umgekehrt. 

Beweis. Wir unterscheiden zwei Fälle: 

A. Es gebe eine volle Kreisscheibe [ohne Rand] aus C, die ganz zu K gehört. 

Da durch die linearen Abbildungen a(z) = ax +b der Körper K in sich über- 
geführt wird, so gibt es auch eine volle Kreisscheibe um den Nullpunkt aus C, die zu 
K gehört. Also gehört auch für jede natürliche Zahl n die Kreisscheibe um Null mit 
dem n-fachen Radius zu X, woraus K =C folgt. Da aber C topologisches Bild der 
euklidischen Ebene ist, so folgt aus dem Rechtfertigungssatz der Dimensionstheorie, 
daß in diesem Falle die Dimension von K gleich zwei ist. 

B. Es gebe keine volle Kreisscheibe aus C, die ganz zu K gehört. 

Dann gibt es in jedem Kreis um irgendeinen Punkt von C einen Punkt des Kom- 
plements C — K von Kin C. Also ist dann C — K überall dicht in €. 

Sei nun $ irgendeine Kreisscheibe um irgendeinen Punkt a aus K und $t, eine 
Kreisscheibe um a von kleinerem Radius als 8. Dann gibt es zunächst drei Punkte 
Pı1 Piz Pıs Im Durchschnitt von $, und C — K derart, daß das durch sie bestimmte 
Dreieck ®, den Punkt a im Inneren enthält. Wir werden nun, von ®, ausgehend, eine 
Folge geschlossener, konvexer Polygone ®, durch vollständige Induktion konstruieren: 

Wenn das konvexe Polygon ®, mit den Eckenp, „[ =1,...,r,] schon konstruiert 


ist, so seien für P,,, die Ecken p,_,,., = P,,, während die Ecken p,,,.,;,, [? nur 





11) Vgl. A. Ostrowski, a.a.0. 8. 273—274, Nr. 3. 

12) Dies folgt aus BT, Anhang IV, S. 225—226, 1. 

13) Vgl. E. Artin- O. Schreier, a.a.0., S. 9. 

14) Nach BT, Anhang I, S. 217—218, III. 

15) Ein vollständiges Umgebungssystem eines Punktes ist ein System offener, den Punkt enthaltender Mengen 
derart, daß in jeder Umgebung des Punktes wenigstens eine Menge des Systems enthalten ist; vgl. H. Tietze, a. a.0. 

16) Vgl. A. Ostrowski, a.a.0., S. 283. 
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mod. r„ gerechnet] Punkte im Durchschnitt von 8, und C — K außerhalb ®, seien, 
die je vom Mittelpunkte der Kante p, ,, P, ,;, mit der Länge a, ,„ einen Abstand 


On,» RR ) 
haben, der erstens < er und zweitens so klein ist, daß ®,,, konvex ist. 


Diese Polygonfolge ®, hat dann folgende Eigenschaften: 

1. ®, ist konvex, enthält a im Inneren und liegt ganz in $,. 

2. Die Eckpunkte von ®, gehören zuC —K. 

3. Alle Eckpunkte der ®,, mit m<n sind auch Eckpunkte von %,. 

4. Für hinreichend hohes n liegen je zwei benachbarte Eckpunkte von ®, be- 
liebig nahe aneinander. 

Daraus folgt, daß die Polygonfolge ®, gegen eine geschlossene, konvexe Jordan- 
kurve ® konvergiert, die a im Inneren enthält, ganz in der abgeschlossenen Hülle von 
$,, also sicher ganz in $ liegt, und auf der die Eckpunkte aller ®, eine überall dichte 
Menge zu C — K gehöriger Punkte bilden. 

Wir haben damit in einer beliebigen Umgebung $ irgendeines Punktes a aus K 
eine offene Menge, nämlich das Innere von ®, nachgewiesen, deren Rand ® mit K einen 
höchstens nulldimensionalen Durchschnitt hat. Das bedeutet aber, daß K in jedem 
Punkte höchstens eindimensional ist. 

Hiernach ist der Fall B. mit der Voraussetzung der Zweidimensionalität von K 
unvereinbar, was nach A. die Behauptung des Satzes ergibt. 

Zusatz 1. Es gibt keinen bewerteten Körper K, der als Wertbereich den Körper R 
aller reellen Zahlen besitzt, und der den Körper C aller komplexen Zahlen in der üblichen 
Bewertung zum echten bewerteten Unterkörper hat. 

Beweis. Da dim K >dimC =2 sein muß, so muß K nach Satz 2 einem Teil- 
körper von C isomorph sein; also muß dim X <2,d.h.dim K =2 sein. Nach Satz 3 
folgt daraus K=C. 

Zusatz 2. Die einzige bewertete Erweiterung des Körpers R aller reellen Zahlen in 
der üblichen Bewertung, die die Bewertung von R fortsetzt, ist C !%), 

Beweis. Das folgt aus Zusatz 1, wenn man beachtet, daß sich nach Rychlik '”) 
jeder bewertete Körper bewertet algebraisch abschließen läßt. 

Satz 4. Ein Teilkörper K von C ıst dann und nur dann nulldimensional, wenn er 
nicht zusammenhängend ist. 

Beweis. Es genügt, das Hinreichen der Bedingung zu zeigen. Sei also K nicht 
zusammenhängend und K,, K, eine Zerspaltung von K in zwei nicht leere, punktfremde, 
in K offene und abgeschlossene Mengen. Wir unterscheiden zwei Fälle: 

A. Sowohl K, als auch K, ist unbeschränkt. Wir werden diesen Fall auf den 
anderen zurückführen. 


Die Abbildung o(x) = = bewirkt eine topologische Abbildung des von Null ver- 


schiedenen Teils von K auf sich. Liegt, was wir 0. B. d. A. annehmen können, die Null 
in K,, so geht K, bei der Abbildung o(x) in eine beschränkte, offene Menge K* über, 
die aber eventuell noch den nicht zu K* gehörigen Häufungspunkt O0 haben kann. Jeden- 
falls ist aber die Menge K**, die aus K* durch Hinzufügung der 0 entsteht, abgeschlossen. 
Da K nicht zusammenhängt und K, als unbeschränkte Menge wenigstens zwei Punkte 
enthält, so ist nach Satz 1 auch K%** nicht zusammenhängend. Sei dann A, B eine 


12) Vgl. D. van Dantzig, Studien over topologische algebra, Diss. Groningen 1931, T. L. 39, S. 29. 
17) Vgl. K. Rychlik, Zur Bewertungstheorie der algebraischen Körper, Journal f. d. r. u. angew. Math. 153 


(1924), S. 96. 
6* 
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Zerspaltung von KY* in zwei nicht leere, punktfremde, in Äf'* offene und abgeschlossene 
Mengen. Wir können 0. B.d. A. annehmen, daß die O0 nicht zu A gehört. Dann ist A 
Teilmenge von Äf, also in K offen, da in der offenen Menge Kf offen. Weiter ist, A 
in Kf* abgeschlossen, also, da Kf* in K abgeschlossen ist, selber in K abgeschlossen. 

A ıst also nicht leer, in K offen und abgeschlossen, und beschränkt. Da das Komple- 
ment von A ın K ebenfalls nicht leer sein kann [es enthält wenigstens die Null], so haben 
wir damit den Fall A. auf den Fall B. zurückgeführt. 

B. Von den Mengen K, und K, sei eine, etwa Ä,, beschränkt. Ist dann 5 ein 
beliebiger Punkt aus Ä,, so ist K, für ein geeignetes rationales r > O0 im Inneren des 
Kreises vom Radius r um b gelegen. Für jedes noch so kleine rationale e >0 geht K, 


durch die Abbildung a(z) = — x +b e = 2) in eine Menge K* über, die offen und ab- 


geschlossen [in Ä] ist, 5 enthält, und im Kreise um b vom Radius e gelegen ist. 
Mithin ist K im Punkte 5 nulldimensional, wegen der Homogeneität also in jedem 
seiner Punkte. 


$ 3. Eindimensionale Körper. 


Satz 5. Der Körper R aller reellen Zahlen ist der einzige eindimensionale, ım kleinen 
kompakte'®) Unterkörper von C \*), 
Beweis. Wegen Satz 2 genügt es, folgendes nachzuweisen: 


(5a) Enthält der Teilkörper K von C eine reelle Zahl nicht, so gibt es in jeder Um- 
gebung eines jeden Punktes aus K eine häufungspunktlose, unendliche Teilmenge von K. 

Ist nämlich o eine nicht in K enthaltene reelle Zahl, r; eine gegen o konvergente 
Folge rationaler Zahlen, so gibt es eine rationale Zahl m derart, daß | r; | < m für jedes 
ist. Ist dann a irgendein Punkt aus X, e > O irgendeine rationale Zahl, so ist a + erim”! 
ebenfalls eine Zahlenfolge aus X, die ganz im Kreise vom Radius e um a enthalten ist. 
Ihr einziger Häufungspunkt ist aber a + eom”!, gehört also nicht zu K. 


Aus (5a) folgt der 

Zusatz. Der Körper R aller reellen Zahlen und der Körper C aller komplexen Zahlen 
sind die einzigen in C abgeschlossenen Teilkörper von C. 

Satz 6. /st der Teilkörper K von C zusammenhängend, enthält aber eine reelle Zahl 
nicht, so enthält K kein Kontinuum. Dabei sei unter Kontinuum eine mehrpunktige, zu- 
sammenhängende, in C abgeschlossene Teilmenge von C verstanden '?) ?°). 


Beweis. 1. Wir zeigen zunächst: 

Enthält K ein unbeschränktes Kontinuum, so enthält K auch ein beschränktes Kon- 
tinuum. 

Sei & ein in K enthaltenes, unbeschränktes Kontinuum. Dann muß es eine Zahl a 
aus Ä geben, die nicht in & enthalten ist, da wegen des Zusatzes zu Satz 5 im anderen 
Falle K = R oder K =C wäre, was der Voraussetzung widerspricht. 


15) Ein Raum ist im kleinen kompakt, wenn es zu jedem seiner Punkte eine ihn enthaltende offene Menge 
gibt, deren abgeschlossene Hülle kompakt ist; vgl. P. Alexandroff, Über die Metrisation der im kleinen kompakten 
topologischen Räume, Math. Ann. 92 (1924), S. 294. 

182) Vgl. van Dantzig, a. a. O., S. 22, B. 

1) Der Sprachgebrauch ist nicht einheitlich. Vielfach bezeichnet man mit Kontinuum nur Mengen, die 
kompakt und zusammenhängend sind, während wir hier den Begriff etwas weiter fassen und darunter alle zusammen- 
hängenden, im kleinen kompakten Mengen verstehen. 

2) Satz 6 befaßt sich, wie aus Satz 4 hervorgeht, genau mit denjenigen Teilkörpern von C, die eindimensional, 
aber von R verschieden sind. Ob es solche Körper überhaupt gibt, steht dahin. 
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Durch die Abbildung «(x) = - e + a wird der von a verschiedene Teil von K 


topologisch auf sich abgebildet. Hierbei geht C in eine zusammenhängende, beschränkte 
Teilmenge &* von K über, da a nicht zu E gehört, also auch kein Häufungspunkt von 
G ist. Dagegen kann a Häufungspunkt von (C* sein. Ist dies der Fall, so ist die aus C* 
durch Hinzufügung von a entstehende Menge C** beschränkt, zusammenhängend und 
in C abgeschlossen. Ist aber a nicht Häufungspunkt von (C*, so ist C* selbst beschränkt, 
zusammenhängend und in C abgeschlossen. 

2. Es gebe in K ein beschränktes Kontinuum. Dann gibt es auch in Ä für jedes 
ganzzahlige n beschränkte Kontinuen G@,„.„+1, die die Punkte n und n +1 enthalten, 
da die linearen Abbildungen a(z) = ax + b topologische Abbildungen von Ä auf sich 
sind. Ist dann & die Vereinigung der @,„,n+1, so ist X abgeschlossen. Gäbe es nämlich 
in 2 eine Folge, die einen Limes in C, aber nicht in % hat, so läßt sich erreichen, daß 
diese Folge mit jedem @,„,„+1ı höchstens einen Punkt gemein hat, da jedes (,,.+ı 
abgeschlossen ist. Da wir weiter 0.B.d. A. annehmen können, daß (G„,n+1ı aus 6y, 
durch die Abbildung a„(z) = x + n hervorgegangen ist, so läßt sich unsere Folge auf 
die Form a„; + n: bringen, wo a„, aus (u, ist. Dann müßten aber die |a,„,| wegen 
der Konvergenz der Folge über alle Grenzen wachsen, was der Beschränktheit von 
Go, widerspricht. 

Aus einem Satz der Herren Knaster und Kuratowski !) folgt, daß % die euklidische 
Ebene zerlegt. Ist dann o eine nicht in Ä enthaltene, reelle Zahl, so zerlegt auch die 
Menge %*, die aus 2 durch die Abbildung x’ = x + o hervorgeht, die euklidische Ebene, 
hat aber keinen Punkt mit K gemein. 

Da K zusammenhängt, kann K nach Satz 4 kein echter Teilkörper des Körpers 
aller reellen Zahlen sein. Also muß K auch nicht-reelle Zahlen enthalten und liegt mit- 
hin ın € überall dicht. Da C durch %* in zwei Teile zerlegt wird, wird auch Ä durch 
2* ın zwei Teile zerlegt. Dies ist aber unmöglich, da einerseits 2* und Ä keinen Punkt 
gemein haben, andererseits A zusammenhängend ist. Die Annahme der Existenz von 
Kontinuen in K führt also zu einem Widerspruch mit den über Ä gemachten Voraus- 
setzungen. 


2!) Vgl.B. Knaster und C. Kuratowski, Sur les continus non-bornes, Fund. Math. (1924), S. 23—58, 
bes. S. 35, III. 


Eingegangen 5. Mai 1931. 
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Ein neuer Beweis des Euler-Maclaurinschen Theorems. 


Von Gerhard Kowalewski in Dresden. 





Wir stützen uns bei den folgenden Betrachtungen auf eine Formel, die noch viel 
zu wenig ins allgemeine mathematische Bewußtsein eingedrungen ist. Sie lautet 


b—-ıxı z—-a 


MM) = Ela) +55 10) + dlz,u)f”u)du (a<a<d), 


wobei d(x, u) folgende Bedeutung hat: 
_@-a)b-u)+Ww-a)b —2) 
2(b — a) 

Die Formel dient zur Berechnung von f(x) im Intervall a...b, wenn die Randwerte 
f(a), f(b) gegeben sind und die zweite Ableitung f’’(x) ina...b bekannt ist. 

Der Kern d(x, u) hat in dem Quadrat 

(3) asısb, asusb 
eine doppelte Symmetrieeigenschaft. Wenn zwei Punkte in bezug auf irgendeine Dia- 
gonale des Quadrates symmetrisch liegen, entsprechen ihnen übereinstimmende Werte 
von d(x, u). Daraus folgt, daß der Mittelpunkt des Quadrats (3) ein Symmetriepunkt 
von Dd(x, u) ist, daß also die Relation 

(4) Da+b—x,a+b — u) =d(z, u) 
stattfindet. Auf dem Rande des Quadrates ist, wie man aus (2) durch die Einsetzungen 
xz=aoder <=b und u =a oder u = erkennt, d(x, u) überall gleich Null. 

Die zu d(x, u) gehörige Fredholmsche Operation 











) daW)=zIe-ul 


D(x) = dia, u) o(u) du 


wollen wir mit D bezeichnen und die Beziehung zwischen und ® durch die sym- 
bolische Gleichung 


®=Dy 
ausdrücken. Wenn man unter y(x) irgendeine Funktion versteht, deren zweite Ableitung 
y(x) lautet, so ist nach (1) 


D = Dp = ya) - 2 ya) 3 yib). 
®(x) läßt sich also dahin kennzeichnen, daß es ina...b die zweite Ableitung (x) und 
verschwindende Randwerte hat. 
Wenn g(xz) im Intervall a...b antisymmetrisch ist, also 
(5) pla+b —z2)= — ple), 
so hat auch ®(x) diese Eigenschaft. Es ist nämlich nach (4) 
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b 
(x) = [dla +b — xz,a+b — u)yl(u)du. 
Macht man nun die Substitution u=a-+b — v, so ergibt sich mit Rücksicht auf (5) 
b 
D(z) = — [da +b —- z,v)yw)dv= — Da+b—x). 


Bildet man von der antisymmetrischen Funktion 9,(2) ausgehend durch fort- 
gesetzte Anwendung der Operation D die Funktionenfolge 


9%), P.(2), Ps(?), ... 
so besteht sie aus lauter antisymmetrischen Funktionen. Da d(z, u) für c=a und 
z=b gleich Null ist, so werden 9,(2), 93(2),... verschwindende Randwerte haben. 
Wegen der Antisymmetrie verschwinden alle @,(x) in der Mitte des Intervalls a...b. 
Betrachten wir jetzt das Integral 


= S Pasta) Ft”) du 
und bedenken, daß 
P,,,(0) = foiw, v)p„(v)dv 
ist, so können wir schreiben 
I... = SS du, v) F"”(u)Y,(v)dudv. 
Nach (1) hat man aber 


fon, v) t>(u)du = fo) — — la) — ——E enp). 


—aqa b-a 





w 
v 
Mithin wird 
b , b 
_ __ gan) (b — v) 9,(v) _. (2) j! — 4) Pn(v) 
u 0 N -} ® N) + ln. 


Die beiden hier auftretenden Integrale geben die Summe 


b 
J p,(v)dv, 


die wegen der Antisymmetrie von 9,(x) verschwindet. Setzt man also 


je; a) p„(v) een 
b-a 











so hat das andere Integral den Wert — c.„, und es gilt folgende Reduktionsformel: 


(6) Intı = — cn {f(b) — F®(a)} + In. 
Wendet man sie wiederholt an, so kommt man zuletzt auf 

(7) I, = —- a{f’(b) - F(a)} +1ı- 
Dabei ist 


b 
1, = S pılu)f”(u)du. 


Wird insbesondere 


b 
y9la)=r — u 
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als Ausgangsfunktion gewählt, so ergibt sich 
b 
I, = (Mf'), u. [pi(u) f (u) du 


= 40) Hay} + Pla) + PO}, 
und es folgt aus den Gleichungen (6),..., (7) 


8 tra) +70} = I) - Ma) + at”) - a) + 


4 cf” (b) 0 f””(a)} + [p,.,(w rt? (u)du 


Durch die Spezialisierung 
fa) = een 
stellt man in bekannter Weise fest, daß 
„= (b—a)”y,, (=1,2,...) 
ist, wobei die Koeffizienten y,, aus der Reihenentwickelung 
2 2 
ee _4 7 u“ iur tr+- 
herstammen und in bekannter Weise mit den Bernoullischen Zahlen zusammenhängen. 
In der Formel 


8) ra) +0} = 116) - Ma} + yıb - a)?{f”) - Fa} + -- 


Pe Ya„(b En a)” {f””(b) er f””(a)} 4 [,.,(u) frt+9 (u)du 


+b 
spricht sich das berühmte Euler- Maclaurinsche Theorem aus. Die von 9, = 2 — o 9 
aus durch fortgesetzte Anwendung der Operation D gewonnenen Funktionen 91, 3, 93: :- 
sind die zu a...b gehörigen Bernoullischen Polynome ungerader Ordnung. 


Wir wissen, daß g,(x), sobald n >1 ist, an den Stellen a, z = b verschwindet. 


Hätte 9,(x) zwei innere Nullstellen in @...b, so würden sich nach dem Rolleschen 
Satz für 9,(x) drei innere Nullstellen ergeben. 97’(z) = p,_,(x) hätte also, ebenso 


wie es für 9,(x) angenommen wird, zwei innere Nullstellen ina...b. Diese Eigen- 


schaft würde sich schließlich auf 9,(x) übertragen. Da aber p,(2)=x — ist, 
entspricht sie nicht der Wirklichkeit. @,(x) hat demnach im Falle n > 1 nur die drei 
Nullstellen a, b im Intervall a...b, bewahrt also zwischen a und a ein 
festes Zeichen. In der anderen Hälfte bleibt 9,(x) wegen der Antisymmetrie beim 
entgegengesetzten Zeichen. Man braucht diese Eigenschaften zur Abschätzung des 


Restes der Euler- Maclaurinschen Formel (8). 


Wenn wir das Integral 


b 
Raus = J 9,,1() ft? (u) du 
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in zwei Summanden zerlegen, die sich auf die Intervallhälften a... 


+8 ...b beziehen, und in dem zweiten Summanden die Substitution u=a-+b—v 


machen, so ergibt sich mit Rücksicht auf die Antisymmetrie von 9,,,(u) 


= ” (a +b) 


Rasen S nl Ft) — ta +b —u)}du. 
Wir wollen nun das Restglied mit dem Reihengliede 
(10) Wan+2 = mr2{f"(b) - F"*(a)) 


vergleichen. Da (vgl. Seite 47) ca„+2 der gemeinsame Wert der beiden Integrale 
b b 


1 1 
„je -- a)Y,,.(u)du, ‚[w = b)9p,.,(u) du 


ist, so können wir schreiben 


1 a+b 


oder, da die beiden Faktoren des Integranden in a...b antisymmetrisch sind, 


- (a+b) 


1 
u rang f (2u —a—b)p,.,(u) du. 


Das Reihenglied (10) lautet demnach 


! (a+») 


(2n+ 2) b Br 
(10) Wr, = B — = (a) / (2u —a —b)p,,.(u) du. 


Schreibt man Ra„+2 in der Form 


- 9, (a+b) 


’ (2n-+ u + h a ) 
(9) [w-.- b) RN wii en I du 





und bedenkt, daß (2u —a — b)y,,,(u) im Integrationsintervall sein Zeichen bewahrt, 


so ergibt sich 








"(a+2) 
(2n +2) (2n+2) 
„ a b F R 
(9 ) Ruure -! Er b a zaır 2 e > (Zu — - b) p„+(u) du 
wo u* im Innern des Intervalls a...“ = liegt. Hierfür kann man auch schreiben 
 (a+b) 
(9*) ER = Ho) J (2u —a — b)p,.,(u) du (a< ow<b). 


Vergleicht man die Ausdrücke (9*) und (10), so erkennt man, daß Rgn+2 aus Wan+2 


entsteht, indem man von “+2 den Faktor 
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b—-a 
absondert und ihn durch f"*”(w) ersetzt. Während also 


EEE - FR) 


ist, gilt für RAyn+2 die Darstellung 





w 


Rune = Yanıs (d — a)" ’"(o). 


Man erhält diesen Restausdruck aus %g„+2, indem man nach dem Mittelwertsatz 
+) — Ft” la) = (b — a) FÜ" (0) 
schreibt und für © einen andern Zwischenwert » zwischen a und b einsetzt. 

Wenn f”"*? (x) im Intervall @...b monoton ist, so kann man auf Grund von 

(9) sagen, daß 
2 (a+b) 

(9) Run a) - OS Panrılu) du 
ist, wobei 9 zwischen O und 1 liegt. 

Setzt man in (8) f(x) = 9,,,(%), so ergibt sich, da f(x),..., f?” (x) mit 
9,17%). 9ı(2) zusammenfallen und ft? (2) =0 ist, auf der rechten Seite 
Yanld — a)”*', Links steht (b — a) f’(a), weil die Ableitung der antisymmetrischen 
Funktion 9,,,(2) symmetrisch und daher /’(b) = f’(a) ist. Wir finden also 


(11) Pnrıla) = Yz(b — a)”. 
Setzt man in (8) f(x) = 9,,ı & +2), so werden f”(x),...,/”" (x) gleich 
. EL -+ 2), u Br 9 [= + - und f”"+?(x) =0. Es ergibt sich also 
.. ‚fa+b Yon On 
(12) lee +3) 220-0”. 
Aus (11) und (12) folgt 
; a b 1 n 
(13) FR es TR (1 * an) ya — a)”. 


Wir können jetzt das in (97) auftretende Integral auswerten, und zwar finden wir 


1 1 
,„ (a+b) ’„ (arb) 
/ 


/ b 14 
S Oma) du = F przlW)du= 9,5) - Purrla) 


1 n 
EE (2 u ze) Yany2(® — a)” 


und weiter 


Ron+2 = 2 0*Wwon+2 (ss ds 1). 
Der Rest Rgn+2 ist also ein positiver Bruchteil des doppelt genommenen Reihengliedes 


Wen+g. Vorausgesetzt wird dabei, daß f”*”(z) sich im Intervall a...b monoton 
verhält. 
Wenn man die Folge der Bernoullischen Polynome ungerader Ordnung 


9,2), 922), Palk),... 


8 
Ri 
f 
er; 
x 
P: 
N 
# 
E 
3 
4 
4 
* 





STARTET TR SI O2 FRE VERUNEFBRIE SLSELT FACH EURE ES 


zu 


18 


mn ei 35ıeNn u 





von 


mit 
eite 


hen 


ich 








Kowalewski, Ein neuer Beweis des Euler-Maclaurinschen Theorems. 


yılz), Per), Pelr), PR), Pslr),..- 


ausbaut, so hat man die lückenlose Folge aller Bernoullischen Polynome vor sich. Jedes 
Glied dieser Folge ist die Ableitung des nächst folgenden, und jedes Glied hat ina...b 
den Mittelwert Null. Von 9,(z), 9,(x),... wissen wir dies bereits. Da fürn >1 


b 
J Yn(z)dz = 9,(b) — Y„(a) = 0 


ist, so besteht die Eigenschaft auch bei 93(x), 93(&),... Wenn man von 


a+b 

plz) = u - I 
ausgeht und fortgesetzt die Stammfunktion mit verschwindendem Mittelwert bildet, 
so ergibt sich die Folge 9,(2), 92(2), 92(2), 95(2), 93(2),... aller Bernoullischen Poly- 
nome. Es läßt sich leicht eine Fredholmsche Integraloperation angeben, die bei fort- 


gesetzter Anwendung von 9,(x) aus alle Bernoullischen Polynome liefert. Sie lautet 


b 
T 


D(x) -/ 1 sgn (7 — u) — = y(u)du. 


a 


Ihr Kern 
1 z—-u 
biz, u) =. sgn (@ - u) - 5, — 
ist schiefsymmetrisch. Sind b,(x, u), b,(x, u),... die Iterationen dieses Kerns, so gelten 


für die Bernoullischen Polynome die Integralausdrücke 


Fılz), Sb, u) g,(u)du, [bete, u)g,(u)du,... 


Es lassen sich hieraus, wenn man die Hilfsmittel der Fredholmschen Theorie in Anspruch 
nimmt, wichtige Folgerungen ziehen. 


Eingegangen 5. Mai 1931. 
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IV 


Über eine spezielle Algebra. 


Von Rudolf Fueter in Zürich. 





Ein quadratischer Körper k besitze die Gruppe e = 1, o, wo also o® =1 ist. Be- 
trachtet man zu k relativabelsche Oberkörper K, und ist e eine Substitution der Relativ- 
gruppe von K zu k, so spielen bekanntlich die symbolischen Potenzen: 

A’ f(e) eine ganze rationale Funktion von e mit ganzen rationalen Koeffizienten, 
der Zahlen A von K in der Zahlentheorie eine große Rolle. Bei tieferliegenden Fragen ist 
es notwendig, auch symbolische Potenzen der Form: 

AO, f(e, 0) eine ganze rationale Funktion von e und eo mit ganzen rationalen 

Koeffizienten, 
einzuführen. Die Exponenten f(e, o) bilden eine im allgemeinen nicht kommutative 
Algebra, und die Gesetzmäßigkeiten dieser Algebra müssen beherrscht werden, um Folge- 


rungen für die Zahlentheorie ziehen zu können. 
Im folgenden untersuche ich diese Algebra für den Fall, daß X zu k relativzyklisch 


vom ungeraden Primzahlrelativgrad ! ist. Die Relativgruppe wird dann durch die 
Potenzen von e gegeben, und es ist @ =1. Ist K ein (absolut) Galoisscher Körper, der 
nicht zugleich Kreiskörper ist, so muß, wie leicht einzusehen, zwischen o und e die Be- 
ziehung erfüllt sein: 

(1) ee =ene, gmoe!, ®=1 €=1. 


Die so definierte Algebra A wird somit durch die Größen: 
i—1 
& = 2 (u + vr. 0) &* 


gegeben; sie ist assoziativ und besitzt die Haupteinheit 1. 

Von A werde ich im folgenden die Struktur, die maximalen Integritätsbereiche, 
sowie die sämtlichen ein- und zweiseitigen Primideale angeben. Viele der Resultate gelten 
auch für allgemeinere Algebren. Es schien mir aber nützlich, dieselben nicht allgemein 
zu formulieren und zu beweisen, sondern an dem vorgelegten Beispiel wirklich durchzu- 
führen. Die Algebra A, die keine Divisionsalgebra ist, besitzt gewisse Analogien mit den 
von Dickson !) untersuchten Algebren (Typus D). Die zahlentheoretischen Anwen- 
dungen der Theorie von A hoffe ich in einer spätern Arbeit angeben zu können. 


1. Idempotente Größen. A besitzt die beiden Idempotente: 
1-o "Iitı+P +. 4 


) BE ei en 
(2) = RR, e j . 





!) L.E.Dickson, New Division Algebras, Trans. Amer. Math. Soc.28 (1926). Siehe auch L. E. Dickson, 


‚Algebren und ihre Zahlentheorie, Orell-Füßli, Zürich und Leipzig 1927, S.51 u. ff. Dieses Buch wird im folgenden 
kurz als „Dickson, Algebra“ zitiert werden. Zur Theorie der Algebra A siehe auch die Züricher Dissertation: 


J. J. Burckhardt, Die Algebra der Diedergruppen, 1928. 
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Denn: 


Ferner ist identisch in t: 
A+t+2 +... +71) -I=(t -I)fÜ), 
(1 + +12 +... + 1-12 — (1+t+ BL... +) = # — 1) ft), 
wo f(t) eine ganze rationale Funktion von it mit ganzen rationalen Koeffizienten ist. 
Setzt man hier i = e, so folgt nach Division durch [?: 


e —e=N\. 
Es bestehen die Beziehungen: 
(3) voe=e, e=e (t=-—r, er=re?°). 
2. Die Diskriminante. Wir zählen die Basisgrößen so ab: 


h=0,1 
u. 5 — i. we 
N; Nr 7 ® €”, i=hl+k, BE 


i durchläuft alle Zahlen 0,1,2,...,22 —1. Setzt man außerdem j = nl! + m, so wird: 


n=0: nn,= Hdtr=n, wo r=i-+ 7 (mod. !) ıst, 
n=1: nn,=dHte+"=n, wr=— i + j (mod. !) ist. 
In: 
y—1 


N; ; =. >ijk N.» 


ist Zi Immer null, außer wenn: 


a)hA=0,n=0: k=sr=i+jJ (mod. !), 0 z£r<[; 
b)hA=14,n=0: k=sr=ı+J (mod. !), !sr<2l; 
c)A=0,n=1: k=er=-i-+j7 (mod. !, !sr<2l; 
d)kA=A,n=41: k=er=-i+j7 (mod. |, Osr<l[I 


In allen diesen Fällen ist £;; = 1. Daraus folgt für: 


Ti; = & Cijr Eros 
. (r,8) ae 


in den vier genannten Fällen: 
a) ;=0, falls i+j=0 (mod. !); =2/, falls v+7=0 (mod. |); 
b) =0; 
ce) y=P0; 
d) ;=0, falls v=# j (mod. !); = 2, falls i= j (mod. !). 


Also: 
21 0 so 
BE Dune 1 N 
0 21. 0 u 
D=(1,) = ----—- = Ak u Da 
0 0 21 0 
u. ®». 21 


?) Die Algebra liefert ein sehr elementares Beispiel zu dem bekannten Satz, daß alle Größen, die einer Glei- 
chung mit ganzen rationalen Koeffizienten und dem obersten Koeffizienten 1 genügen, im allgemeinen keinen Ring 
bilden. Für 1= 3 sind z.B. r,e, 1— e solche Größen; dagegen genügt: 

E = rell— e) 


der Gleichung: 


_ 


E+E- 0. 


n 
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Die Diskriminante ist von null verschieden, und enthält nur die Primzahlen 2, |, 

A ist daher halbeinfach, und enthält weder eigentlich nilpotente Größen noch ein Radikalt), 

3. Struktur von A. Mittelst der beiden Idempotente e und r wird A folgender- 

maßen zerlegt: E ; 
A = A| E= A, E= A,, | 


x 
© 
E: E 
B| 
Be 
> 


wo: 
A, alle Größen u, re, ww 
A, alle Größen v, (1 —r)e, 


i—1 
A, alle Größen „Z, (ur +ur)e-(1 —e) 


enthält. A, und A, sind Divisionsalgebren, dagegen ist A, keine solche. Man überzeugt 
sich sehr leicht, daß alle Größen von A durch die Summe der A; dargestellt werden. 
In A, führen wir die Größe: 


C=ell -—e)=e-—e 

ein, die wegen (1), (2) und (3) der Gleichung genügt: 
++ +cH1=0, 

wo für 1 — e die Einheit 1 gesetzt ist, da sie die Haupteinheit von A; ist. Z ist also in A, 
eine /-te Einheitswurzel. Jede Größe von A, kann dann in der Form: 

&= old) +2y (dr 
dargestellt werden, wo g(£) und y(£) Zahlen des Körpers k(Z) der !-ten Einheitswurzel 
sind. Wegen (1) und (2) gelten die grundlegenden Formeln: 


i—1 
o(£) = 2 u y ’ 


(4) ra) = pl) - PET) + PET r, 
rp(ö)r = Fpld) + PT ))r. 
für jede Zahl »(Z) von k(£). Sie ergeben sofort das Zentrum von A,. Denn ist (£ + , 
eine Zahl des reellen Unterkörpers von k(£): k(& + &7'), so ist: 
rec +T)= pe +T")r, 
d. h. alle Zahlen von k( + er. sind mit allen Größen von A, vertauschbar, liegen 


also im Zentrum. Man sieht sofort, daß keine weiteren Größen mehr im Zentrum liegen. 
Denn es ist: 


(5) t=te - TC) HE"r. 


4. Integritätsbereiche. In A, und A, gibt es nur denjenigen maximalen Integritäts- 
bereich, in dem u, resp. v, ganze rationale Zahlen sind; denn A, und A, sind Körper. 
Um in A, maximale Integritätsbereiche zu erhalten, gehen wir von denjenigen 


Größen: 

= old) + 2yl£)r 
aus, in denen 9(£) und „(Z) ganze, durch die Basis &*%, k =1,2,...2 —1 dargestellte 
Zahlen von k(£) sind. Diese Zahlen bilden einen Integritätsbereich (l. B.). Dies ist für 
Summe und Differenz zweier solcher Zahlen ohne weiteres klar. Für das Produkt er- 
hält man: 


= NMlö)Prld) +2 pıld) yelE)r +2 yılE)rprld) +4 yılö)ryell)r, 
oder wegen (4): 
| 1) Dickson, Algebra, 8.101 und 110. | j 
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&& = Al) Pd) + 2Pılö)yelE)r + Yıld)(PEld) — 2) Fr 2) pl )r 
+2 YA yalE) + yald'))r; 
dasselbe hat also wieder die vorgeschriebene Form. Wir bezeichnen diesen I. B. von 
A, mit Jo. 
Wir wollen jetzt diejenigen maximalen I. B. J suchen, die in J, eingebettet sind. Ist 
£ eine Größe desselben, so muß auch: 


TEL -E=yl)l - EP) —2r) 
in J sein; somit liegt, dai — 2r und Z/1 + £”! Größen von J, sind, auch: 


Ö —1 De 
nn -H1-2r)=(d -A 
Ir (IE —8)( rt )y(8) 


in J. In k(£) gibt es nur einen maximalen I. B., nämlich denjenigen seiner ganzen Zahlen. 
Daher ist (Ö E 1)y(£), und deshalb auch: 


(1) 25 —-Nylälr = (d —1)p(2) 


eine ganze Zahl in k(Z). Setzt man: 
i—1 i—1 
= Zml, YVO=ERE, 


so müssen alle Zahlen lu;, lo, k =1,2,...,2— 1, ganz und rational sein. Daraus folgt, 


daß wegen: 

i—1 Ii—1 
(—-1)o(£) = u-ı +2, (u-ı - u.) — u{|= Z,(ur-ı — Ur — 1-1) — (w-ı +u,){, 
w-ı tu, und u. ı — u —w_, k=2,3,....1—1 ganz und rational sind. Eine 
elementare Rechnung zeigt, daß dann die Zahlen us — ku,k=2,3,...,1—1, ganz 
und rational sind. Dasselbe gilt für vx — kv,. Somit können wir zu £ eine Zahl & von 


J, so bestimmen, daß: 
1 
e-°=-h=-d)ar+dyr)=7get 2yr), 


in J liegt, wo: 
u 1 x Y 
zum „, s —— — = , = — 
= = 2 
ist. Dabei sind jetzt x und y sicherlich ganze rationale Zahlen. Multipliziert man von 
rechts mit der Größe (x + 2y(1 — r)) aus J,, so muß: 
1 


1 (x + 2y)x 


in J liegen, also ganz in k(£) sein. Daher ist x oder x + 2y durch ! teilbar. Im ersten 
Falle liegt: 
2 
5, = -? Tr, 
im zweiten Falle: 
2 
- 1_t A=-r) 


in J. Beide können nicht zugleich in J liegen, weil: 


2 
Ed Sn Ge, 


{ 
> 
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nicht ganz in k(Z) ist. Je nach dieser Wahl erhält man einen maximalen I. B. J, oder 1. 
Beide sind nach Artin !) vom selben Typus, da: 


T-AT- Dorn 
ist. Wir werden uns nur noch mit J, beschäftigen. 
s; ist ein Idempotent (ebenso wie s,); denn nach (4) ist: 


£ 
[5% 
; 
: 
Er 
1 
2 
$ 
3 
# 
r 
ö 


en... en A re 1 4 
= en zro(2) dt (HD) + )r= we. (z r gi ur) 
ns m" a % 


Umgekehrt ıst J, ein I. B., wobei J, nach dem vorhergehenden durch die Basis: 


Era a Di BE u We, 
gegeben ist (die aber keine Minimalbasis ist). In der Tat ist: 
(6) cs = -2r, st=sh-A-U"+O"2r, 2rs, =2r, 3sır =2s. 
Damit ist bewiesen, daß J,(und J,) ein maximaler I. B. ist, der J, enthält. 
5. Darstellung durch eine Matrixalgebra. Nach dem Satz von Wedderburn ?) kann 
die einfache Algebra A, als direktes Produkt einer Divisionsalgebra und einer Matrix- 
algebra dargestellt werden. Die Divisionsalgebra ist in unserm Falle das Zentrum 


k(£ + £7'), das die Ordnung }(! — 1) hat. Da A, die Ordnung 2(l — 1) besitzt, so hat 
die Matrixalgebra die Ordnung 4. Die vier Basiselemente der letztern sind: 


7) u=n a =(i -U)l -r), nt -)neg=1-r. 
Denn es ist, wie man nach (4) sieht: 
eier =0, I$Fh; 
= ik, ] =R. 
Durch die e;; kann jede Größe von A, eindeutig dargestellt werden. Denn es ist: 


HT a IE Yan ++ dat 
)) S 11 9 ge 2-1 12 9 21 9 > 22 ) 


MI HH) en MI -IETIME- ET) +4) ea = 51, wo 
27 
8 —— —1 1 — 
(8) rt ra-n 
ist, also f(£) ganze rationale Zahlkoeffizienten hat. Alle Koeffizienten der e;,; sind Zahlen 
des Zentrums. Jede Größe von A, kann somit in der Form dargestellt werden: 


& = Pu &ıı + Pı2 eı2 + Paı eaı + Pa2 eur; 
wo alle Zahlen 9;; dem Zentrum k(£ + £”') angehören. A, ist mit der Algebra der 


Matrizen: 
big Bw 
Paı Pa 


äquivalent. Es fragt sich, wie die 9;; beschaffen sein müssen, damit die zugehörige 
Größe von A,in J, liegt ? Aus der obigen Darstellung von {*, 2£*r, s, ersieht man folgende 
Darstellungen: 





1) Bei Darstellung und Verallgemeinerung der Brandtschen Theorie hat Artin diesen sehr wichtigen Begriff 
aufgestellt in seiner grundlegenden Arbeit: Zur Arithmetik hyperkomplexer Zahlen, Abhandl. aus dem Math. 
Seminar der Universität Hamburg 5 (1927), S. 262 u. ff, insb. S. 287, 

2) Dickson, Algebra, S. 120. 
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91 = Yıt3(d + CT") (yıa + 2%) + 2Yya1 5 
Yı2 = 3 Yan» 


(9) Ya An +tltE - TC’) (vn + 2 Yo), 
Pa = Yun +slE + "yon, 


wo alle y,, ganze Zahlen von k(£ + £”') sind und n eine ganze rationale Zahl bedeutet. 
In der Tat ist dann: 


(10) Yureıı + PızCıa + Paı eaı + 922 aa = (Yyıı + E Yyı2) -nSı — 2nfl(l)r 
+ 2ygı + Ya)r 
(/(£) die in (8) angegebene Funktion) die allgemeinste Größe von J,. 


6. Zerlegung in Primideale. Da A, und A, Körper der Ordnung 1 sind, wird die- 
selbe nur für A, durchgeführt, und zwar gemäß den grundlegenden und tiefen Unter- 
suchungen von Speiser !). Im besondern wird seine Definition der Multiplikation zweier 
Ideale zugrunde gelegt. Wir unterscheiden drei Fälle: 


I. Die rationale Primzahl p |, #2. 

Da p nicht im Nenner der im allgemeinen gebrochenen Zahlen 9,, aufgeht, können 
wir 9, als mod. p ganze Zahlen von k(Ü + £7') auffassen. 

p ist kein Diskriminantenteiler. Seine zweiseitigen Primteiler sind daher nach 
Artin?) die Primidealteiler des Zentrums, d.h. von k(£ + £”'). Es sei p ein in (p) ent- 


haltenes Primideal von k(£ +27’). Wir fragen nach seinen rechts- und linksseitigen 
Primidealteilern. Um diese zu finden, bestimmen wir ein mod. p inkongruentes System 


von p? Zahlen p in k(Ü + £”'). Die rechtsseitigen Primteiler ®) von p erhalten wir dann 
durch je eine der Bedingungen: 

Yı = PPyı (mod. p), a 0 (mod. p), 

912 = PP, (mod. p), 922 = 0 (mod. p). 


Es gibt daher p? + 1 rechtsseitige Primteiler in J,. ®) besteht aus allen Zahlen 
von p, sowie aus allen Größen, deren 9,, einer dieser Bedingungen genügen. Man er- 


hält als Darstellung: 
7) = (p, (pld — Hr, + 1) (Pg1 e2ı + 922 &22)) = (P, (Pei2 + ae) (Pa + Par (ld — er 
resp.: 
?) = (P, Pure + Pızeıe)) 
WO Ps1, Pag TESP. 91, Pı2 ganz beliebige ganze Zahlen von k(£ + £”’) sind. Entsprechend 
muß für die linksseitigen Primideale (® von p eine der Bedingungen erfüllt sein: 
Pı2 = PP (mod. p), a 0 (mod. p), 
Pa = PPzı (mod. p), 92 = 0 (mod.p), 
und (% erhält die Form: 


(BP = (P, (Pre + Par ea) (Pd — er. +1)) = (, (Yı + Paıld — ey (Pei2 + En)), 
resp.: 
(P=(P, Par ezı + Par ea). 

Übrigens sind die unendlich vielen Größen ge; + € und 9ej; + e,, für beliebiges 
p in k(£ + 7") Idempotente. 


I Il 





!) Dickson, Algebra, S. 293 u. ff. 
2) Artin, a.a.0., 8. 279. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 
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Das Produkt im Speiserschen Sinne ?) von je zwei verschiedenen rechts- resp. 4 ' 
linksseitigen Primidealen ist stets p selbst. Die Kapazität der ® ist 2, ihr Grad 4g. Ale E 
rechts- resp. linksseitigen Primideale sind voneinander verschieden, und p kann auf 
4(p? + 1) p? verschiedene Weisen als Produkt von zwei rechts- resp. linksseitigen Prim- 
idealen dargestellt werden. 


Nach der Brandtschen Theorie sind alle rechtsseitigen Ideale von J, in einem 
andern maximalen I.B.linksseitige Ideale. Wir wollen diese maximalen I. B. für %) 
angeben, wo: 


T) = (p, (pld — ey + 1) (Paı egı + 922 &e))- 


Statt in A, wollen wir bequemer in der äquivalenten Matrixalgebra rechnen. 
1) enthält dann alle Größen: 


(fr Em) Yı = Pa +; 
Pzı Pae’ Yı2 = Pa tr, 
wo jetzt alle Zahlen stets in k(£ + £”') liegen und ganz sind, und x, und z, ganze Zahlen 
von p sind. Ist jetzt x eine beliebige Zahl von p und (z) = pa, so wähle man beliebige 
ganze Zahlen x, ß, y, ö mit der einzigen Bedingung, daß y durch a teilbar ist; dann ist: 


E n ( N) ” A fie) z herz er 
0 V7/yo/\0 1A Paı P22 p2ı Par’ ' 


wo mod. p: 
’ [4 7T 
pi = am + mp + öpnP, pe=am +y— pP +692P, 
/ / 7 
= a + 5a, Ypa=y + 5Pn- 


Die 9, sind ganze Zahlen, die wieder den Bedingungen: 


pıı = P paı (mod. p), 
piı2 = P p22 (mod. p), 
genügen. Somit ist (9j,;) wieder eine Größe von ®). 


Ist p = (z) Hauptideal in k(& + £”'), so fällt die Bedingung über y weg, und 
alle Größen: 


0 1\ySJ\0 Al 


(7 )(# 9) (r 1 -( +2 (8 Ei 


wo &, ß, y, 6 ganz beliebig in k(£ + £”') so gewählt sind, daß die zugehörigen Größen 
von A; in J, liegen, bilden den maximalen I. B.: 


-1 
BER Lohr; PM . 
EA 
In J„ ist ®) linksseitiges Ideal. J, ist vom selben Typus wie J,. 
Ist dagegen p nicht Hauptideal, so bilden wir den Bereich aller Größen der Form: 


rei Ri  ; 


u v— up 


3) Dickson, Algebra, S. 294. 
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wo 9 fest gegeben ist, z eine beliebige ganze Zahl von p, v und £ beliebige ganze Zahlen 
von k(& + £”') und u eine beliebige Zahl ist, in deren Nenner, als Idealbruch, nur p 


a h u Ju " 
vorkommt (u = y ). Dieser Bereich ist ein I. B., wie man sofort durch Rechnung sieht. 


Er ist aber auch ein maximaler 1. B., den wir mit J, bezeichnen. Denn ist (@ y) eine 


Größe des gesuchten maximalen I. B., so müssen auch: 


I ei R A rei y a 
0 OV\u dt 0 07’ 
et 
0 0V\u U 0 0 ; 


ee 9-an. 


u U\0 41 0 up-+t 
A - o 


in demselben liegen, da die Faktoren Größen von J„ sind. Da in den Nennern der Größen 
eines I. B. nicht unendlich viele Primideale resp. nicht unendliche Potenzen eines solchen 
aufgehen können, so folgt daraus, daß: 


au, z— gu, tI+up, y+ıp 
ganze Zahlen von k(£ + £”') sind. Somit sind auch zz, zy, zu, zt,x + solche ganzen 
Zahlen. Daraus folgt sofort für die Größe des maximalen I. B. die Darstellung: 
(2 )(m+s @-unetn) 
u u v— up 


wo u nur p im Nenner besitzen darf, da obige Tatsachen für jede Zahl x von p gilt. 
v,&, n sind ganze Zahlen. Da diese Größe für &=n = 0 in J, liegt, so muß auch: 


00 


im maximalen I. B. liegen. Die Multiplikation derselben mit der allgemeinen Größe 
von J, zeigt sofort wegen der bewiesenen Eigenschaften, daß n = rn’ — 95 ist, wo z’ 
in p liegen muß. Damit ist die Behauptung vollständig bewiesen. 
J. ist somit stets der maximale I. B., in dem ®) linksseitiges Primideal ist. 
Nimmt man zwei verschiedene Funktionen & und „’, so sind die zugehörigen 
J; und Ji vom selben Typus. Denn es ist: 


oe "196 9-69 


Sind ferner p, und p, zwei äquivalente Primideale in k(& + £7'), 


Pı 
up 
so sind J,, und J,, vom selben Typus. Denn es ist: 


Per re re 


= 0, 


), N, = wn;. 


Daraus folgt der Satz, daß es genau so viele Typen gibt wie Klassen in k(£ + u 
ein Satz, der ganz allgemein gilt, wenn die einfache Algebra direktes Produkt eines Körpers 
und einer Matrixalgebra ist. Was hier für einseitige Primideale gezeigt wurde, läßt sich 
natürlich für alle einseitigen Ideale durchführen. 


g* 
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II. Die Primzahl I. Setzt man I = ((£ — £7')”), so ist im Zentrum: 
i—1 


(l)=I?, nW)=|1. 


4 

E. 

=: 
= 
1 
| 
i 
4 
# 
5 
a 


Es fragt sich, ob [ auch in J, zweiseitiges Primideal ist ? Wäre !’ ein in ! enthaltenes 
zweiseitiges Primideal von A,, das die Größe: 

[ una] 

Pa Pe 


EIER 


enthält, so dürfen wir alle @,, wieder als ganze Zahlen des Zentrums auffassen, da nach 
den Formeln (9) höchstens 2 im Nenner auftritt. Dann müßte auch: 
3EBEI-tr 3 CIE YEd-6. 
0 0 \yı 9a’ \0 0 0 0° 2 0/ \yı 9a’ \0 0 0 Apıı 
in U’ auftreten, d.h. die Größen 49,, €, und 49,1 as, oder wegen &ı + ea» =1 die 
Zahl 49,, selbst. Da alle Zahlen von [ in (’ vorkommen, müßte 9,, als Zahl des 
Zentrums in | sein; auf gleiche Weise zeigt man, daß 9,3, a1, Pa, In | auftreten, also 
"=lıst. I ist daher zweiseitiges Primideal. 


Für die Zerlegung von lin einseitige Primideale gilt genau das in I. ausgeführte. 
Z. B. existieren die rechtsseitigen Primideale: 


2) = (I, (nd — 9 + 1) (Pa1 &ı + P22622)), n=0,1,2,..,1-—-1, 

resp.: | 

2) = (l, Yurtıı + Pızkı2)- j 

III. Die Primzahl 2. Es sei 3 ein in (2) enthaltenes Primideal des Zentrums. 
Um alle zweiseitigen Primideale 3 aufzufinden, durch die 3 teilbar ist, nehmen wir an, 


vie Bin 

Pa PP 

sei eine Zahl eines solchen 3. Die @,, können jetzt nicht mehr als ganze Zahlen in k(+7 ae 
aufgefaßt werden, da sie nach (9) 2 im Nenner enthalten. Dagegen soll die zugeordnete 
Größe n von A, in J, liegen. Nach einer Überlegung wie in II. liegt dann auch 4g,ır 
in 3. Wäre nun die ganze Zahl 29,, nicht durch 3 teilbar, so bestimme man eine Zahl 
& von 3, so daß & + 29,, ungerade und ganz ist, d. h. keinen Teiler mit (2) gemein hat. 
Dann wird (£+29,,)2rin 3 sein und ebenso n(£-+29,,)2r,won( )die Norm in k(£+£”') 
bedeutet. Letztere ist nach Annahme ungerade. Somit muß auch 2r in 3 auftreten. 
Dies ist unmöglich; denn dann würde, da 3 zweiseitig ist: 


2rt-T'2r=t-1, 
also auch n(( — £’)) =1 in 3 enthalten sein. Und da 3 sicherlich 2 enthält, müßte 
die Haupteinheit 1 in & sein, oder 3 = (1) gegen Annahme, daß 3 ein zweiseitiges 
Primideal ist. Daher ist 29,, durch 3 teilbar, was nach der Darstellung (9) nur mög- 


lich ist, wenn %,, durch 3 teilbar ist. Die der Matrix zugeordnete Größe n von A, ge- 
nügt daher der Kongruenz (siehe (10)): 


NZ Yyıt%sı + (Ya + SY2)2r (mod. 3). 


Nun liegt auch Zn in 3. Wegen: 


n= Syn t%osı + (Ro + EYaı + &?ya)2r (mod. 3), 
und nach dem eben bewiesenen ist daher auch %,, durch 3 teilbar, und: 


N=%05ı + (Ya + Ye) 2r (mod. 35). 














Fueter, Über eine spezielle Algebra. 


Wegen: 
nes Sı — % + e + (Par + Yya)ld — 7) + ("u + (Yaı + Sy) en 2r, 


muß daher: 


C++ ya -nAt+E+T)=0 (mod. ;), 
(CHE) Ya + 2% =( (mod.;), 
sein. Ist x, gerade, so ist n in 3. Also darf man x, =1 (mod. 2) setzen. Dann wird: 


—1 
=$ ER u = ® (mod.3). 
+ 
oist in J, da + £! eine Einheit ist. Wir setzen: 
3 = (,o), 
und 8 ist ein zweiseitiges Primideal wegen: 
lo=o, 2rvw=(0, vV=ow, oIr=(, so=(0, ws, = w (mod. 2). 


Außerdem ist: 
o=( (mod. 2). 
Daher muß 3°? = ; sein, wo das Produkt wieder in der bekannten Weise für Ideale 
definiert ist. Eine Zerlegung von 3% in einseitige Primideale findet nicht statt, da 3 
die Kapazität 1 hat. Es ist bemerkenswert, daß die Zahl w dieselbe ist für alle Prim- 


ideale 3 des Zentrums. 
Damit sind sämtliche Primideale in J, aufgestellt. 


Zürich, den 12. Mai 1931. 





Eingegangen 15. Mai 1931. 

















Über die Perioden elliptischer Funktionen. 


Von €. L. Siegel in Frankfurt a. M. 
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Seit den bekannten Untersuchungen von Hermite über die algebraischen und 
arithmetischen Eigenschaften der Exponentialfunktion und die daran anschließende 
Entdeckung von Lindemann war man bis vor wenigen Jahren in den Transzendenz- 
problemen nicht wesentlich weiter gekommen. Unlängst aber lieferte Gelfonds geist- 
volle Anwendung der Newtonschen Interpolationsformel die Möglichkeit, zu beweisen, 
daß die Funktion e“ bei festem x #0 nicht für alle Zahlen x eines vom Körper der 
rationalen Zahlen verschiedenen algebraischen Zahlkörpers einen algebraischen Wert 
haben kann. Gelfond gab den Beweis nur für imaginäre quadratische Zahlkörper an; 
der Fall des reellen quadratischen Zahlkörpers wurde dann von Kusmin behandelt: 
und die Verallgemeinerung auf beliebige algebraische Zahlkörper macht nur unerheb- 
liche Schwierigkeiten. Durch Gelfond ist speziell die Transzendenz von e* bewiesen, 


durch Kusmin die von 2, 
Zunächst soll nun Gelfonds Ansatz kurz wiedergegeben werden. Es sei © ein ein- 
fach zusammenhängendes Gebiet in der Ebene der komplexen Zahlen, das von einer 


rektifizierbaren Kurve C begrenzt wird, und es seien %,,...,% Innere Punkte dieses 
Gebiets. Für jede in & reguläre analytische Funktion f(x) gilt dann eine Entwicklung 


I) =. +1 -) + —- HH) -n)+ + (2 - 2) (E -m-ı) 
+(@ —- 2%) (8 — un) Rulz) 
mit konstanten ay,...,dn-ı und einer in ® regulären Funktion R,„(x). Setzt man 
nämlich 


Ä Kd, Wr * ” 
(1)  aseng di = a; Bi... 


i — %) (t 2 %e+1) 





und 


! fi) u 
2ni, tt -2)t - 2): -t a) d = R,lz), 








(2) 


so ist tatsächlich 


fx) - Im +ale - a) + +n-ıl? - 2) — In-ı)} 








N ) 1 2-2 WO BE 
u 2ni, \ -z t-a Ü- y (t en 2) — AM -1)-- nl ftt) di 
1 (8 - -4)° ie — 


een, 





und ah (2) ist die Funktion R,„(x) in & regulär. Diese Bemerkung findet sich auch bei 
Hermite, wird aber von ihm nicht zur arithmetischen Untersuchung von f(x) benutzt. 
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Es seien &,,- . -, &m die verschiedenen unter den Werten x,,...,%n, und es möge 
£, genau J„-mal vorkommen, so daß also 


2). tm) =) lem)” 
und, +: +m=n ist. Setzt man noch 


(t - 2). (t - 0) = (t — &)* Pitt) (k=1,..,m), 
so ist Prl&) +0 und nach (1) 
Me m 1 g’e-1 ftt) 
(3) — £& (Ik le Pitt) I, 


Das Maximum der m Zahlen |,,..., m werde mit Z bezeichnet. Dann ist ofienbar der 
Ausdruck 


er-[d*" fl) 
(& —-&)(&— &-1) (&e — Errı) (Er — Em)} ae). 
eine homogene lineare Form in f(&),..., fg) deren Koeffizienten Polynome in 


Ey... &m mit ganzen rationalen Zahlenkoeffizienten sind. Es werde nun vorausgesetzt, 


daß die Argumente £,,..., &, und die Funktionswerte f(&), - - -, fr &) (k = 1,..., m) 
sämtlich algebraische Zahlen sind. Der durch sie erzeugte Körper sei $, und es bedeute 
} eine von O verschiedene Zahl aus $, in welcher die Nenner aller jener Zahlen aufgehen; 
endlich sei u ein von O verschiedenes gemeinsames Vielfaches der m Zahlen 


Ua —-E) ern) En) (k=,...,m). 
Wegen (3) ist dann 

(4) ML Au an-ı 
eine ganze Zahl aus 8. Der absolute Betrag der Norm dieser Zahl ist daher, wenn nur 
@„-ı # 0 ist, mindestens gleich 1. Man kann nun aber einerseits auf Grund von (3) 
die absoluten Beträge der Konjugierten der algebraischen Zahl a„_ı abschätzen, wobei 
man die algebraischen Gleichungen für &, f(&),...,f (&) (k =A,...,m) benutzt, 
und andererseits |a„—ı | selber mit Hilfe von (1) unter Benutzung der Größenordnung 
von f(t) auf der Integrationslinie. So ergibt sich ein Zusammenhang zwischen dem 
Wachstum von f(x) und dem Maximum des absoluten Betrages der ganzen rationalen 
Koeffizienten in den algebraischen Gleichungen, denen die Zahlen &;, f(&), - - -, IE) 
nach Annahme genügen; und hieraus folgt eben in gewissen Fällen ein Widerspruch 
gegen diese Annahme. 

Gelfond wählt nun speziell f(x) = e“, wo & irgendeine von O0 verschiedene Zahl 
bedeutet, L=1 und &,&,... als die ganzen Zahlen des Körpers von / — 1, geordnet 
nach wachsenden absoluten Beträgen. Er zeigt, daß unendlich viele von O0 verschiedene 
Zahlen in der Folge a,,@a,,... vorkommen und daß nach Tschebyschefischen Sätzen 
aus der Primzahltheorie das oben mit u bezeichnete gemeinsame Vielfache von hin- 
reichend kleinem absoluten Betrag gewählt werden kann, damit für n — oo ein Wider- 
spruch zur Annahme entsteht, e* und e“ seien beide algebraisch. 

Erheblich einfacher, nämlich ohne Hilfssätze aus der Primzahltheorie, folgt aus 
einem ganz analogen Ansatz die Transzendenz von e für jedes algebraische & + 0. 
Man wähle wieder f(x) = e“, lasse aber diesmal ZL unendlich werden. Setzt man 
&=klk=1,...,m), % = Im = Tarm == Eu, 80 ist 

1 - 
Ini L L L-1 dx 
ri’ (2 —1)--- (a —k)(e —k—1) ---(@—m) 





Ak + Im—m-ı = 
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und auf dem oben angedeuteten Wege folgt dann, daß e* keiner algebraischen Gleichung 
mit rationalen Koeffizienten genügt. Dies ist wohl der natürlichste Beweis des Hermite- 
Lindemannschen Satzes, und Hermite ist, wie aus mehreren Stellen seiner Abhandlungen 
hervorgeht, diesem Beweise sehr nahe gekommen, aber ihm fehlte offenbar noch die 
einfache Idee, von der Zahl (4) die Norm zu bilden. 

Die von Gelfond ausgesprochene Vermutung, für algebraisches e* #1 und alge- 
braisch irrationales £& sei stets e* transzendent, läßt sich anscheinend mit seiner Methode 
nur für quadratisch irrationales £ beweisen, und für diesen Fall liegen ja die Beweise 
von Gelfond und Kusmin vor. Ferner läßt sich noch zeigen, daß von den n Werten 
ei... „en, WO &,...,£, irgendwelche linear unabhängigen Zahlen eines alge- 
braischen Zahlkörpers vom Grade n > 1 bedeuten, mindestens einer transzendent ist, 


3 3 
daß also z. B. von den beiden Zahlen 2/2 und 2/* mindestens eine transzendent ist; 
aber das ist nach den schönen Sätzen von Gelfond und Kusmin ein ziemlich unbefrie- 
digendes Resultat. 

Im folgenden soll nun die Gelfondsche Idee auf die arithmetische Untersuchung 
der Perioden elliptischer Funktionen angewendet werden. Es ergibt sich, daß die beiden 
Invarianten g,, gg und die beiden primitiven Perioden »,, ®, nicht sämtlich algebra- 
ische Zahlen sein können, oder, anders ausgedrückt, daß für algebraische Werte von 
g, und g, mindestens eine transzendente Periode existiert. Im Falle der komplexen 
Multiplikation, also für imaginär quadratisches Periodenverhältnis ®, : &,, sind daher 
bei algebraischer Normierung von g, und g, sämtliche von 0 verschiedenen Perioden 
transzendent. Insbesondere ist das Verhältnis des Umfangs der Lemniskate zu ihrem 
Durchmesser, nämlich 


transzendent. Auch die Zahl 


die ja ebenfalls eine einfache geometrische Bedeutung hat, ist transzendent. Lindemanns 
Satz über die Transzendenz von 


erscheint als ein Grenzfall des oben genannten Satzes über die Perioden elliptischer 
Funktionen. 

Für den Beweis hat man zunächst die Koeffizienten in der Potenzreihenentwicklung 
der @-Funktion zu untersuchen. Sind g, und g, die Invarianten der elliptischen 9-Funk- 
tion y = p(zx), so gilt 


dy\2 
(5) er =Ay® — BY — 85 
cc BT 
dx? 6y? — 7 52; 
und daher bestimmen sich die Koeffizienten c,, c3, ... der in der Umgebung von x = 0 


konvergierenden Potenzreihe 
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y=-17? +02 +, A + +: 
aus den bekannten Rekursionsformeln 


1 1 


(2 = Hana» (3 = 5953» 


(6) = (n —3) ar +) = om. +6 m-3 + Im-.a (Nn=45,...). 


Folglich ist c, fürn = 2, 3,... ein Polynom in g, und g,, und zwar treten in diesem nur 
solche Glieder g?g} auf, für welche 2a + 3b = n ist, behaftet mit einem positiven ratio- 
nalen Zahlenkoeffizienten. Es soll nun der Hauptnenner A, der sämtlichen in den n — 1 
Polynomen c3, . . ., Cn auftretenden Zahlenkoeffizienten nach oben abgeschätzt werden. 


Man setze 
„= dd, nl 


(7) „= (n — 3)(2n +1) (n=45,...). 
Es wird behauptet, daß A, ein Teiler der natürlichen Zahl 


(8) el... el (n =2,3,...) 
ist. Dies ist fürn = 2 und fürn = 3 offenbar richtig. Es sei m > 3 und die Behauptung 
fürn =2,...,m — 1 bereits bewiesen. Nun ist für beliebige reelle x und ß stets 


[%J) + [BJ] sI® + Bl, 
also fürrpz2, g=22, p+qg=m nach (8) die Zahl k,k, ein Teiler von 
a... sl, 
also die Zahl »„A,k, ein Teiler von k„, also nach (6) und (7) die Behauptung auch für 


n = m bewiesen. Mit Rücksicht auf die Bedeutung von »,, v3,... erhält man für Ah, die 
Abschätzung 
(9) in < 202 73 U (Am)! < y®", 


wo y, eine positive Konstante bedeutet. 
Nunmehr ist der Ansatz (1) zu verwerten. Es sei N eine natürliche Zahl > 32, 


die später über alle Grenzen wachsen soll. Man setze 
(10) 2N +41” =r 
und bezeichne die r Zahlen | 
ko, ti. (k=0, +1... N; !=0, +1,..,+N), 


WO @,, @, primitive Perioden der Funktion p(x) bedeuten, mit &,,...,£&,. Ferner sei n 
eine natürliche Zahl, die der Ungleichung 
(11) 16s<n<s : 


genügt und später in geeigneter Weise als Funktion von N gewählt wird; und es mögen 
Er. &nrı Speziell die Zahlen 0, w,, 2@,,...,r0, bedeuten. Es sei C eine Kurve, 
welche sämtliche Punkte &,,...,&, in positivem Sinne umschlingt, aber sonst keine 
weiteren Punkte des Periodengitters enthält, also z. B. das Parallelogramm mit den 
4 Seiten 








g(? — (N u 0, rt as u; 








Wg Wg 
tn ofen) 


Journal für Mathematik. Bd. 167. J 





66 Siegel, Über die Perioden elliptischer Funktionen. 


Man bilde die r(n + 1) Zahlen 


_A1 f_e@le Ara R 
Mae ee. 


Setzt man noch zur Abkürzung 
(8) -5)= Qle), 


so ist die Funktion P(z)Q(x) in dem von C umschlossenen Gebiet regulär, und nach den 
Überlegungen der Einleitung gilt 


(13) PLR)QE) = ao + ale — 5) ++ Mole 6) 
+@- 5) faı +aele -&) + + are — 6} . 
+ (X ur. &) Pr (X Kar En) {am + An (x ns En+ı) + pm (x - E41) } 
+(@ 8) (@ — En4ı) Ra), 
wo R(x) innerhalb C regulär ist.Diese Entwicklung zeigt nun, daß nicht allzu viele konse- 


kutive ag gleich O sein können. Wären nämlich alle a„ der letzten s + 1 Zeilen gleich 0, 
also 








Aa = 0 gen —-1.:.„nlel,..yr) 
so wäre nach (13) 
(14) p(z) Az) = Ska) + — 8) (8 — Enrı) Ale), 
wo S(x) ein Polynom bedeutet, dessen Grad kleiner als r(n — s) ist. Setzt man noch 
S(2) 
—— = T(«), 
TC aha 


so wäre die Funktion 
dT\? 
(15) el" ir tar +El 


nach (5) und (14) ein Polynom, das in jedem der Punkte £&,,..., &2+1 von mindestens 
r-ter Ordnung verschwindet. Wäre nun dieses Polynom identisch 0, so wäre die rationale 
Funktion 7 als Lösung der Differentialgleichung (5) eine Konstante, andererseits ist 
doch aber 


S(&) = Ay = (dı - 9 ( -EF0, 
also &, ein Pol von 7(x). Daher ist das Polynom (15) nicht identisch 0. Da es mindestens 
(n + A)r Nullstellen hätte, so wäre es mindestens vom Grade (n + 1)r; da aber sein Grad 
kleiner als 8r +3r(n — s) Ist, so folgte 
nr<8r+3r(n-—s) 


s< 3 + 3 ’ 
also nach (11) 
<e 
6° 
Damit ist bewiesen: Es gibt zwei Indizes q und ! aus den Intervallen BE sysn 


und 1 </!<sr, für welche die Zahl a, von 0 verschieden ist. Fortan mögen g und / in 
dieser Weise gewählt sein. 

Es bedeute nun f(x) (k=1,...,.g +1) den mit (« —&) (k=1,...,g) bzw. 
mit (x — &,,,)' multiplizierten Integranden in (12). Dann gilt analog zu (3) 
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Img. 


Hier ist die rechte Seite eine rationale u Von ©, @g, £a, g; mit rationalen Zahlen- 
koeffizienten, die jetzt näher untersucht werden soll. Die Entwicklung von p(x)(z — £,)? 
nach Potenzen von (x — £,) lautet 


1+o& —&)1 +ole 5 + ala — 8, + 
die von (x — &,)* für g + k lautet 


&-3°41+(% + I + 


&,+ı die Werte 0, ®,, 2@,,...,9@, haben, so sind die Ausdrücke 
erg 


ara rd ee ) (k -1... d) En 
sogar Polynome in ®;, @g, 83, 83, und der Hauptnenner der rationalen Zahlenkoeffizienten 
dieser g +4 Polynome ist ein Teiler von A,(g! )” 1. ferner ist der Grad in bezug auf 
85, 83 höchstens gleich r und in bezug auf w,, w, höchstens gleich 2r + (2r — 1)g. Setzt 
man noch 


(16) Ay = on tz 


Da &, ++ 


und (&,+1) 


(r NR =h, 
so ist also nach (16) der Ausdruck 
h wre q 

ein Polynom in @,, ®g, gg; mit ganzen rationalen Koeffizienten, dessen Dimension 
höchstens gleich r(2q + 3) ist; und nach (9) ist 

(17) h< at 
mit konstantem y,. 

Durch triviale Majorisierung des Integranden von (12) läßt sich leicht eine obere 
Abschätzung von |a,| gewinnen. Auf C ist nämlich 

Pte) (a - 9 (a < (93 N)”, 


WO y3, wie auch weiterhin y,,..., Y%ı., eine nur von w, und ®, abhängige positive Zahl 


bedeutet, und ferner nach (11) 
a8) (@- 8) @ 
also der Integrand absolut 


> NED YET, 


< yr zen, 


und da die Länge von C höchstens gleich y, N ist, so folgt mit Rücksicht auf (10) die 
Abschätzung 


(18) 


Es werde nun angenommen, daß g,, 3, ©), ®g sämtlich algebraische Zahlen seien. 
Der durch sie erzeugte Körper $ sei vom Grade d. Man wähle eine natürliche Zahl y,, 
so daß Yp82, YpEz Yp®ı Ya, ganz sind. Beim Übergang in einen der d konjugierten 
Körper mögen g3,g%, wi, w& aus g,&3 ©), ®, entstehen und dadurch £&,,...,&, in 
..., &* sowie a, in a% übergehen. Endlich sei P*(x) die mit den Invarianten g}, g5 


a,| < yerme, 


— 27g2 auch g$? — 27g#? von 0 verschieden 


gebildete p-Funktion; diese existiert, da mit g} 
ist, braucht aber nicht etwa w* und w% als Perioden zu haben. Dann ist mit Rücksicht 
auf (12) 


9* 
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1 pr (tw En 
a, = *\r *\r * \ dx, 
’ _ Znıy (2 — 67) .. (x Bo (X = 





wo C, eine Kurve bedeutet, die nur den Gitterpunkt &* umschlingt; und da der Zähler 
des Integranden wieder absolut < (y,,N )”, der Nenner aber absolut > y\, ist, so gilt 


(19) la} | < er. 


ist ganz und von O verschieden, also ist ihre Norm absolut > 1. Benutzt man die Ab- 
schätzung (17) für A, die Abschätzung (18) für a„ und die Abschätzung (19) für die 
übrigen d — 1 Konjugierten von ay, so folgt 


(20) yralogatrlogtr zdr—ier >14. 
Um zu einem Widerspruch zu kommen, wähle man 
n = [log r]?; 
wegen (10) sind dann n und r mit N unendlich werdende Funktionen von N, und die 
Voraussetzung (11) ist für hinreichend großes N erfüllt. Dann ist aber 


n 
u ee £ 
6 1<gsn 


und 


1 
rqlogq+rlog’r AIr— „qr rnlogn Ar \% 1) r 
m r E —0 


fürr > ©, in Gegensatz zu (20). Damit ist der Satz über die Existenz mindestens einer 
transzendenten Periode im Falle algebraischer g,, g3 bewiesen. 

Zum Schluß sei noch eine Verallgemeinerung auf beliebige Abelsche Integrale 
erster Gattung erwähnt. Es sei gegeben eine algebraische Gleichung zwischen x und y, 
deren Geschlecht p 21 ist und deren Koeffizienten algebraische Zahlen sind. Ferner 
seien 

[Rı@, y)dı, rn [ Rı(z, y) dx 
p linear unabhängige Integrale erster Gattung, wobei die Koeffizienten der rationalen 
Funktionen A,(x, Yy),..., R»(x,y) algebraische Zahlen seien. Dann hat mindestens 
eins dieser Integrale mindestens eine transzendente Periode. Zum Beweise hat man 
Riemanns Lösung des Umkehrproblems der Abelschen Integrale zu benutzen und unsere 
früheren Überlegungen sinngemäß zu verallgemeinern. 

In diesem Satz über die Perioden Abelscher Integrale sind auch einige allerdings 
sehr lückenhafte Resultate über den arithmetischen Charakter der Gammafunktion 


enthalten. Ist nämlich n eine natürliche Zahl > 3, so bilden die = Integrale 


EM —1 


(21) Tr (m, [|] 


ein volles System von linear unabhängigen Integralen erster Gattung für das algebraische 
Gebilde y„? = 1 — x"; und man sieht leicht, daß alle Perioden des Integrals (21) aus 
der Zahl 
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durch Multiplikation mit gewissen Zahlen des Körpers der n-ten Einheitswurzeln hervor- 


gehen. Daher ist von den eo] Zahlen (22) mindestens eine transzendent. Dies 





bedeutet aber: Für jedes n > 3 ist von den ri Zahlen 





un ei | = ee 
B|”, 5 wu il2..% ) 
mindestens eine transzendent; oder, durch die 7'-Funktion ausgedrückt: Von den gr == 
Zahlen 

IK Fr 

BB... 
(7) 
n 


h —1 
ist mindestens eine transzendent; oder auch: Von den Pa Zahlen 


sap ed 


n 


ist mindestens eine transzendent. 


Leider scheinen sich auf diesem Wege keine weitertragenden Sätze über die Gamma- 
funktion ableiten zu lassen. 


Eingegangen 10. Juni 1931. 
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Bemerkungen über numerisches Rechnen 
mit algebraischen Zahlen. 


Von Trygve Nagell in Upsala. 





Es sei x eine auf irgendeine Weise charakterisierte Wurzel der Gleichung 
(1) fa) sr +14. +17 tn =(, 


mit rationalen Koeffizienten a;, so daß man sie mit beliebiger Genauigkeit berechnen 
kann. Es sei weiter ß eine auf irgendeine Weise charakterisierte Wurzel der Gleichung 
g(x) = a" + bb," it + bm-1% + Im = 0, 

mit rationalen Koeffizienten b;, so daß man sie mit beliebiger Genauigkeit berechnen 
kann. Wie entscheidet man dann, ob die algebraischen Zahlen & und ß gleich sind oder 
nicht? Um mit algebraischen Zahlen numerisch rechnen zu können, muß man eine 
allgemeine Methode haben um diese Frage für beliebig gegebene & und £ zu entscheiden. 
Eine solche Methode wird im folgenden angegeben: 

Wir können offenbar annehmen, daß f(x) =0 und g(x) =0 keine mehrfachen 
Wurzeln besitzen; denn ist d(x) der größte gemeinsame Teiler mit rationalen Koeffizienten 


von f(x) und f’(x), so ist x Wurzel der Gleichung > —=(0) ohne mehrfache Wurzeln 


und mit rationalen Koeffizienten; entsprechend für g(x). 
Wir bestimmen nun das kleinste gemeinsame Vielfache h(x) von f(x) und g(r); 
es sel 


ha) = +, ri + + 9-10 + 6%, 
mit rationalen Koeffizienten c;. Unter den Wurzeln der Gleichung h(x) = 0, 
21» Ne» Bee Nu: 


die alle verschieden sind, befinden sich x und 8. Die Diskriminante A von h(x) ist von 
Null verschieden. Dann gilt für alle z + j die Ungleichung 


Val 


(Max. |: — n;|)” ’ 





Im —n| > 


wenn - u(u —i) -—1=» gesetzt wird. Nun ist offenbar 


Iml<laltliaelt +i +1 
oder 
Max. | - | <2lal+t2lel+:-+2],| +2. 


Wir wählen nun eine positive ganze Zahl M größer als 
1/18 i 
Vr  Wlal+2lel+-+2101 +27. 





N 
Rn 
2 

Be) 

? 

= 

h 

1 


von 
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Dann gilt für allev #7 
|Mn — Mn;| > yı8|. 
Ist nun, mit reellen Größen A und B, 
My, =4+ByV-A und My, =4A;+Byy-A, 
so folgt, daß für festes : und 7 wenigstens eine der beiden Zahlen 
IA —A;| und |B; —B,| 
größer als 3 ist. 


Es bezeichne nun C diejenige Zahl, die in der gewöhnlichen Dezimalbruchentwick- 
lung von der beliebigen reellen Zahl C vor dem Dezimalkomma steht, indem das Vor- 


zeichen von C beibehalten wird. (Es ist z. B. 2,5 = 2 und — 1,2 = — 1.) Wenn € keine 


ganze rationale Zahl ist, ist C eindeutig bestimmt. Ist dagegen C eine ganze 
rationale Zahl (+0), so bestehen, wegen 1 = 0,9999..., zwei Möglichkeiten, 


entweder ist C=C oderC =C - 4, falls C positiv ist, oder C =C +1, falls C negativ 
ist. Es ist 0 = 0. 

Mit dieser neuen Bezeichnung folgt dann: Wenigstens eine der beiden ganzen 
rationalen Zahlen 

|4—4A;| und |B —B;| 

ist größer als 1 (für jedes Zahlenpaar : und 7, wenn i + 7). 

Unsere Aufgabe können wir nun offenbar auf die folgende Weise lösen: Wir setzen 

M«=A+By-A und Mß=C+Dy-1A, 

mit reellen Größen A, B,C und D, und berechnen die ganzen rationalen Zahlen A, B, C 
und D. Wenn sowohl |A — C | wie |B — D| kleiner als 2 ist, dann ist x = ß und nur dann. 


Wenn & und ß beide reell sind, kann man offenbar gleichzeitig entscheiden, ob 
«>Bß oder < ß ist. 


Auf die folgende Weise kann man entscheiden, ob die algebraische Zahl & reell 
ist oder nicht: Man wähle eine ganze rationale Zahl N größer als 


la + 2a) + + Mal +2, 
wo /\, die Diskriminante der Gleichung (1) ist und s = = n(n —1) —1. Dann gilt für 
alle Wurzeln «; der Gleichung (1) die Ungleichung 
IN; — No,;| >2. (=#+ 7) 


Es sei nun 
Nüv=F+G6GyV -A 
mit reellen F und G; es sei ferner x; die zu &; konjugiert-imaginäre Zahl. Dann folgt 
IG|>1 oder |G| >14. 


Man hat folglich nur G zu berechnen; es ist x; reell dann und nur dann, wenn G = 0 ist. 


Ist die Gleichung (1) nicht irreduktibel, so entsteht die Frage die irreduktible aige- 
braische Gleichung zu bestimmen, von der & Wurzel ist. Man hat dann wie folgt zu ver- 
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fahren: Nach der Kroneckerschen Methode spaltet man das Polynom f(x) in irreduktible 
Faktoren (mit rationalen Koeffizienten) 
f(x) = PılR) : P2l2) ° PrlR). 


Für die Polynome 9,(x) muß nun entschieden werden, ob & Wurzel der Gleichung 9,(x2) = 
ist oder nicht. Dies kann mittels der eben entwickelten Methode geschehen. 


In einer Arbeit, die demnächst in der „Mathematischen Zeitschrift‘ erscheint!), 
zeige ich, wie man in jedem beliebig gegebenen algebraischen Zahlkörper die wichtigsten 
numerischen Aufgaben lösen kann, z. B. wie man ein System von Fundamentaleinheiten 
bestimmt, wie man die Idealklassen bestimmt usw. 


!) Die Arbeit ist inzwischen erschienen: Math. Zeitschr. 34 (1931), S. 183—193. 





Eingegangen 8. August 1931. 
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Ein Produktintegral mit Stetigkeitssprung. 


Von Ludwig Schlesinger ın Gießen. 





Im folgenden entwickle ich einige einfache Eigenschaften eines neuartigen, durch 
ein Produktintegral dargestellten analytischen Ausdrucks, der sowohl im Innern als im 
Äußern einer geschlossenen Kurve je eine Matrix holomorpher Funktionen darstellt. 
Beim Durchschreiten der Kurve multiplizieren sich diese Matrizen mit einer nur von der 
Durchgangsstelle abhängenden Sprungmatrix. Bekanntlich treten solche Matrizen- 
paare bei der von Hilbert gegebenen Lösung des Riemannschen Problems der linearen 
Differentialgleichungen auf. Auf diese und damit zusammenhängende Fragestellungen 
hoffe ich bei anderer Gelegenheit zurückkommen zu können. 


I. 
In der Funktionentheorie betrachtet man neben den Integralen von Funktionen 
komplexer Variablen, die als Funktionen ihrer oberen Grenze aufgefaßt werden, noch 
Integrale von der Form 


ftt) dt 
Per, 


wo C eine in der Ebene der komplexen Veränderlichen i = u + vi ganz im Endlichen 
gelegene geschlossene und rektifizierbare Jordankurve u = u(s), v = v(s), s ihre vom 
Anfangspunkte p aus gezählte Bogenlänge und f(t) eine auf C definierte beschränkte 
und meßbare Funktion bedeutet. — Ein solches Integral definiert innerhalb und außerhalb 
von C eine holomorphe Funktion von x, die man kurz als die Innen- bzw. Außenfunktion 
bezeichnet, und man weiß, daß diese beiden Funktionen sich an der belegten Kurve € 
durch den Sprung 2rif(t) unterscheiden (vgl. die in meiner Note Crelles Journal 158 
(1927), S. 1 angegebene Literatur). Ähnlich wollen wir hier Produktintegrale ins Auge 
fassen, die die Form haben 
A) ve Mi n) - je + v(s) i) (u’(s) + v’(s) i) ds 1 n) 


—-s 








wo M eine auf C definierte beschränkte und Z-integrierbare Matrix, u’(s), v’(s) die auf C 
fast überall existierenden Derivierten der totalstetigen Funktionen u(s), v(s) bedeuten 
und die Integration von einem bestimmten Punkte p der Kurve C aus, über diese hinweg 
im positiven Sinne bis nach p zurück zu erstrecken ist. — 

Das Produktintegral (1) definiert für die innerhalb C gelegenen Punkte x; eine 
holomorphe Innenmatrix F;, für die außerhalb C gelegenen Punkte x, eine holomorphe 
Außenmatrix F,, und es ist für die letztere offenbar 

(2) lim F,=1. 


Z>» 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 10 











24 Schlesinger, Ein Produktintegral mit Stetigkeitssprung. 


Aus einem bekannten Satze von Fatou folgt, daß sowohl F; als auch F, sich auf C fast 


überall bestimmten Randmatrizen annähern, die wir durch F; bzw. F, bezeichnen. Wir 
stellen uns die Aufgabe, die Beziehung dieser Randmatrixen zueinander und zu der Matrix 
M zu bestimmen und verfahren dabei im Anschluß an Hermite (Crelles Journal 91 (1881), 
Oeuvres IV (1917), S. 48, vgl. Cours autogr. 1887, 16. Lecon). 


Es bedeute z einen bestimmten Punkt auf C, und auf einer durch z hindurchgehenden, 
C durchquerenden Geraden seien die Punkte x;, x, innerhalb bzw. außerhalb von C im 
gleichen Abstande von z gelegen, so daß also ; =2+e8,% =z-—eist. Wir bilden 
nunmehr 


une TR 7 (Mtt)dt vn 
(3) Faltu)Fılcı) J +! J Bern) 








und wenden die Produktintegralformel (siehe meine Note Mathematische Zeitschrift 
1932) 

A A A 

(4) [sa + 1) | (Adı +1) = [8 (B-A)S"d +7), 


q p 4 
t 


fa dx + I) 


q 


S 


an, Indem wir setzen g = p und 


BE... 1 MU)  <_ T([Mia)da 
B A Ss A +1), 








5 _ en 
(9) u —t u —t us —x 


wobei die Integration von 5 auf C in positiver Richtung zwischen den Punkten p und { 
zu erstrecken ist. Es ergibt sich auf diese Weise der Ausdruck 


7 _ Tl MU) _MU\ o-ı 
Fl) Fila;) J (s( )s di + i) 


- [(s UP 4 i) 


(z — 1)? — & 


In) —1 —1 —1 
_ emp ): , 2EUSMSTH — (SMS >). 4 ı\ 
C 











(2 — t)? — e? (2 — t)? — e? 
Setzen wir den ganzen unter dem letzten Produktintegralzeichen stehenden Ausdruck 
gleich B und 
 22(SMS"), 
 @-t%2 — & 


und wenden die Abschätzungsformel (siehe Mathem. Zeitschrift 33 (1931), S. 53, (III)) 


q 


(6) [Tora + n _ Fra +n] sun“ Mi a 


D 


A 





an, so erhalten wir 


re ram] |jie-aa 
[Faz) Pia)" - j] Ada+n| se de 1). 


Nun sieht man leicht, daß sich das Integral 








u TEN a 











EC fast 


n. Wir 
' Matrix 
(1881), 


renden, 
n C im 
bilden 


schrift 


und { 


(I) 
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—’ Bu | 
fi _ Aldı = 2le|(SMS) — (SMS ).] M 
(2 — t)? — e2 
C C 
mit verschwindendem e der Null nähert. Grenzt man nämlich auf C ein den Punkt z 
enthaltendes Kurvenstück C’ mit den Endpunkten z,, 2, so ab, daß | — z,| = |2 — 2| = h 


ist, so nähert sich der auf C — C’ bezügliche Teil unseres Integrals offenbar für e —0 
dem Grenzwert Null. Läßt man dann Ah mit e zugleich gegen Null gehen, so zwar, daß & 
mindestens von gleicher Ordnung wie h verschwindet, und beachtet man, daß nach einem 
Satze von Lebesgue (vgl. Schlesinger-Pleßner, Lebesguesche Integrale, 1926, S. 189 —191) 
fast überall 


lim r / MSMS"), — (SMST')Jdt = 0 
N. 


ist, so folgt, daß auch der auf C’ bezügliche Teil des Integrals gegen Null strebt (vgl. 
Plemelj, Monatshefte 19 (1909), S. 206). — Wir erhalten demnach 





In Fa u 
(7) lim Fafze) Fa)” = lim | (Adt + 1) = lim | % Re +) 
0 u Fr E 


ER 
> (z t) 


Um das rechter Hand auftretende Produktintegral zu berechnen, setzen wir 





dann entspricht dem Integrationswege C, der von p ausgehend den Punkt x; einmal im 
positiven Sinne umschließt, eine Vermehrung von r um 2zi, wir erhalten also, wenn wir 
den dem t = p entsprechenden Wert von r mit o bezeichnen, 


o+2ri 


MM mM 
Ike + / (SMS""),dr +), 

C o 
und dies ergibt sich, da die Matrix (SMS”'), von der Integrationsveränderlichen r unab- 
hängig ist, nach der Definition des Produktintegrals gleich 


gri(sms—h, _ f | M(t) di + 1) ara | (e dt + 1) 


u —t;t u —t 
p z 


Wir finden demnach, indem wir im ersten Gliede der Gleichung (7) 
lim Fy(xa) Fi(&)"" = Falz) Filz)" 
0 





setzen und im zweiten Gliede an die Stelle von e—0 das damit gleichwertige x; —z 
schreiben, den Ausdruck 





(8) Filz) Filz)" =lim 7(M MD ur n) a | (MO dt + n) 


zi>z Fe i 
p z 


wobei zu bemerken ist, daß dieser Ausdruck nicht nur fast überall, sondern für alle 
Punkte z der Kurve C gültig ist; er stellt den Sprung dar, den die durch das Produkt- 
integral (1) dargestellten Außen- bzw. Innenmatrizen an der belegten Kurve C machen. 
Die Existenz des auf der rechten Seite auftretenden Grenzwertes, die aus der Herleitung 


gesichert erscheint, kann man sich plausibel machen, wenn man bedenkt, daß an der 
10* 
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oberen bzw. unteren Grenze z für x; =z nur die diesen Grenzen entsprechenden Ele- 
mente der Produktintegrale S, bzw. S/' ihren Sinn verlieren, und daß eben diese Ele- 
mente, da sie zu e?"M@) ]inks bzw. rechts benachbart und mit eben dieser Matrix ver- 
tauschbar sind, sich wegheben. Wir stellen uns nun die Aufgabe, neben dem Sprung (8) 


noch das Produkt F,(z) F;(z) zu berechnen, um daraus die auf C fast überall existierenden 
Randmatrizen selbst bestimmen zu können. 





II. 
Wenn wir in der Gleichung (4) S(B — A)S”' = E, also 
B=A+HST'ES 
setzen, so nimmt diese die Form an: 
A > > 
(4a) [ea+n/ada+n= | (A+STES)d+N), 
q 
und diese et auf 


ra > en; 
“ z ' a Be er NR EEE 
EEE en REN { 





angewandt gibt 














Tyf Mit „_ı Mt 
(9) Fitz) Fotze) = [ZOO ar, 
6 a % 
wo aber jetzt 
t 
(10) s=| Er Pr 1) 
p 
zu nehmen ist. Ähnlich ergibt sich 
m 
(1) Fala) Fa) = [Bm WO ar, | 
6 . . ! 
t | 
_ T(MW ) 
T=- /(a+1), E 
p ; 


und wenn die Grenzwerte der in den Gleichungen (9), (11) rechts vom Gleichheitszeichen 
auftretenden Integrale für e>0, d.h. also für x, —2z, x. > 2 existieren, was nach Fatou 
für fast alle Punkte z von C der Fall ist, so ergibt sich, wenn wir diese Grenzwerte kurz | 
mit (i, a) bzw. (a, i) bezeichnen, aus (9) und (8) 


ik. 


(12) Fa(2)? = 2) (i, a), 
wo 2z) = F,(z) F;(z2)"" den Sprung bedeutet, und aus (11) und (8) 
(13) Fa)? = 22) (a, i). I 





Wenn nun insbesondere M(t) fast überall mit den Randwerten einer innerhalb 
C holomorphen Innenmatrix M;(x) übereinstimmt, so ist auch 


La —! } 
innerhalb C holomorph und folglich (vgl. meine Note Mathem. Zeitschrift 1932) 
T (Mtt)dt 
(14) Fu =} en > af 
C 


u I! 








| Ele- 
 Ele- 


{ Ver- 


1g (8) 
nden 


chen 
atou 
kurz 


halb 
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wir erhalten demnach F;(z) = Q(z)"", also nach (13) (a, i) = 2z)', und da anderer- 
seits nach (12) auch (i,a) = 2(z)"" sein muß, so ist in diesem Falle 


(15) (a, i) = (i,a) = A)". 

Man kann jetzt weiter nach der Beziehung fragen, die zwischen den beiden inner- 
halb C holomorphen Matrizen M;(x) und F;(x) besteht. Legt man von dem Punkte p 
aus eine ganz innerhalb von C verlaufende Schleife I’ um den Punkt x;, indem man 
von p bis nach einem in der Nähe von x; gelegenen Punkte n, dann von n in einem Kreise 
k vom Halbmesser o = |x; — n| um x; herum und wieder von n nach p zurückgeht, 
so ist, da M;(x)/(z; — x) in dem von den Kurven C und /’begrenzten Gebiete holomorph ist, 


De a LU EEE 
| 


Nun gilt in der Umgebung von x; die Entwicklung 
ER u RE Fo Mi(&) + in ıinf., 


also folgt, wenn wir setzen 





Mi) g _ Mia) 
u —t’ u —t’ 
mit Anwendung der Abschätzungsformel (6) 
nv n ftariaı fta-Bı\«| 
(17) / (Adt +1) — | (Bat + n <[Ne fe A}. 
k k 





Auf dem Kreise k setzen wir t — x; = oe, dann ist 


27 
[ [A] |dt| = f [Mi(2)] d9 = 2r[M;()], 
k 0 


[ir - anıarı = [tane) — Ka - Mia) +: 100, 
k 0 


folglich haben wir lim [[B — A]|dt| = 0, und es ergibt sich aus der Gleichung (17) 
0>0 k 


(18) lim$ | (Ad + 1) - [wa +n}=0, 


.. k 


Nun ist aber 
m Roı 
/ (Adt +1) = / (I — Milx;)id6) = er ed 
k 0 


es folgt demnach aus den Gleichungen (16) und (18) 


N 


19) Fila) — tim | ( = dit n) ana (NO) dt + i) i 


Zi, i u —t: 





n 
wo wir an Stelle von M;(x;) geschrieben haben lim M;(n), was ja, da M;(x;) holomorph 





. n>% 
sein sollte, gestattet ist. Die Gleichung (19), die wir einfacher in der Form 
Ti p 
T{ Mit) _iMiz) T [ Milt) 
207 Bu (MO a4 1) enme FM 4) 
(20) F(x;) Ei Tue} ha | a Se 
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schreiben wollen, stellt die gesuchte Beziehung zwischen F;(x;) und M;(x;) dar, sie gibt 
also gewissermaßen die Explikation der durch die Gleichung 


(2) Fa) = (9 a +) 
© 





ı 


vermittelten Funktionaltransformation. Während also für das gewöhnliche Summen- 
1 [fit)d 


: für ein inner- 
2ni) t—ı 





integral einer Funktion f(x) die Funktionaltransformation 


halb C holomorphes f(x) die Identität liefert, ist dies für die analoge Transformation 
des Produktintegrals einer Matrix nicht der Fall. 

In bezug auf die Gleichung (20) wollen wir noch bemerken, daß sich dieselbe in 
einer Form schreiben läßt, die das Auftreten der uneigentlichen oder singulären Pro- 
duktintegrale vermeidet. — Nach der klassischen Theorie der linearen Differential- 
systeme hat man nämlich in der Umgebung des Punktes i = x; 





2) u (EEK, 


u —tI 
p 


wo K eine konstante, Pt — x;) eine in der Umgebung von t = x; holomorphe Matrix 
bedeutet, für die ®(0) = / genommen werden kann, wenn wir voraussetzen, daß die 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung von M;(x;) keine ganzzahlıgen Differenzen 
aufweisen. Dann ist auch die inverse Matrix von ®(t — x;) in der Umgebung von t = x; 
holomorph, und wir erhalten für ti =p 


I=Kp -) "Rp — a), 
also indem wir hieraus K berechnen und dies in (22) einsetzen, 
Ult) = Blp - a) p - "Pe - RL — m), 
"= Pt - a) u - up a) Rp — a), 
so daß sich aus (20) ergibt 
(20a) Fila) = Pop - TEA — m), 


ein Ausdruck, der auch die Abhängigkeit von dem Anfangspunkt p der längs C erstreckten 
Integration hervortreten läßt. 


Gießen, den 8. August 1931. 





Eingegangen 9. August 1931. 
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Über die Automorphismen von Wegegruppen. 


Von Kurt Reidemeister in Königsberg. 





Die folgenden Zeilen sollen dazu dienen, die Fundamental- oder Wegegruppe 
Ws zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten M in einer Hinsicht genauer zu beschreiben, 
und zwar sind es die Automorphismen der genannten Gruppen, auf welche die Auf- 
merksamkeit gelenkt werden soll. Seien S,, S3,..., 5, Erzeugende von %p, welche 
einem vollständigen System von Rückkehrschnitten der Mannigfaltigkeit entsprechen, 
und sei R(5) eine definierende Relation der Gruppe Ws in diesen Erzeugenden; das 
Wort R(5) kann alsdann bekanntlich auf die Länge 2q gebracht werden, so daß es also 
gerade aus 2qg Faktoren S*" besteht. Ist nun der Übergang von S,, S,,.. ., Sy zu den 
Elementen S1, S3,..., S, ein Automorphismus von Ws, so lassen sich nach Nielsen !) 
die $’ so durch die S ausdrücken, Sj = /I;(S), daß der Übergang von den $ zu den 
Potenzprodukten //(5) zugleich einen Automorphismus der freien von den 5 erzeugten 
Gruppe © bewirkt. Wir werfen nun die Frage auf, wie die Automorphismen der freien 
Gruppe ©, welche zugleich Automorphismen in W%” induzieren, sich kennzeichnen und 
auffinden lassen. 

Bei einem beliebigen Automorphismus der freien Gruppe © wird die definierende 
Relation R(S$) im allgemeinen in ein formal verschiedenes Produkt R(S) in den neuen 
Erzeugenden $ übergeführt werden, das ferner im allgemeinen eine von R($) verschiedene 
Länge haben wird. R sei nun die Unterklasse dieser Produkte, die gerade die Länge 2q 
haben. Die Automorphismen von ©, welche ein Element von R wieder in ein solches 
überführen, bilden alsdann ein Gruppoid ?) ®, dessen Einheiten den verschiedenen 
Elementen aus R eineindeutig entsprechen. Die Gruppe der einer Einheit doppelt 
zugehörigen Elemente ist die gesuchte Automorphismengruppe von Wp. 

Die Struktur von & aber wird durch den folgenden Satz übersichtlich gemacht: 
Die Automorphismen aus ® lassen sich durch Permutationen und solche spezielle Auto- 
morphismen aus & zusammensetzen, bei denen nur eine einzige Erzeugende 5 abgeändert 


und durch S”" oder durch ein Produkt von zwei der Erzeugenden ersetzt wird: 
(1) G=S(i+ta, =SHS oder H=SuSi". 


Diese Erzeugenden von ® anzugeben, ist nur noch eine Frage der Rechnung, wir brauchen 
ja nur die Elemente aus R aufzustellen und die endlich vielen Transformationen vom 
Typus (1) daraufhin zu prüfen, ob sie zu & gehören oder nicht, d. h. ob sie ein Element 
aus R wieder in ein solches überführen oder nicht. 





!) Nielsen, Acta math. 50 (1927), S. 189. 
®) Brandt, Math. Ann. 96 (1927), S. 360. 





80 | Reidemeister, Über die Automorphismen von Wegegruppen. 


Neben diese gruppentheoretische Formulierung unserer Frage und Antwort stellen 
wir die topologische Formulierung: Seien s,sy,...,54 und s1,5%,...,54 zwei voll- 
ständige Systeme von Rückkehrschnitten der Mannigfaltigkeit M und S,Sy...,8,; 
51,83, ...,8g die zugehörigen Elemente der Wegegruppe ®n, wie lassen sich alsdann 
die 5’ durch die $ ausdrücken. Die Antwort ist, daß die $S’ durch einen Automorphismus 
der freien Gruppe ©, der in dem oben beschriebenen Gruppoid ® enthalten ist, aus 
den 5 hervorgehen. Da sich umgekehrt aber nach Dehn und Nielsen !) alle Automor- 
phismen von %p durch eine solche topologische Beziehung zwischen zwei isomorphen 
Systemen von Rückkehrschnitten induzieren lassen, so folgt sofort, daß sich auch alle 
Automorphismen von © aus & durch den Übergang von einem System von Rückkehr- 
schnitten zu einem anderen realisieren lassen. So ist tatsächlich die topologische Frage- 
stellung mit der gruppentheoretischen identisch. 

Im folgenden werden wir an die topologische Formulierung anknüpfen und ganz 
direkt und rein kombinatorisch die Beziehungen zwischen zwei vollständigen Systemen 
von Rückkehrschnitten aufstellen. Die einfachen Hilfsmittel, die zum Ziele führen, 
sind Sätze über Bäume in Mannigfaltigkeiten. Aus den in den Anmerkungen zitierten 
Arbeiten wird nichts vorausgesetzt. 


$ 1. Mannigfaltigkeiten. 


Unter einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit verstehen wir eine endliche Ge- 
samtheit von Punkten, Strecken und Flächenstücken, die den folgenden Forderungen 
genügen: 


1. Die Punkte p und Strecken s aus M bilden einen zusammenhängenden Strecken- 
komplex; d.h. jeder Punkt berandet ein Strecke; jede Strecke s hat einen Anfangs- 
und einen Endpunkt; bei der invers gerichteten Strecke s-! vertauschen sich Anfangs- 


und Endpunkt; (s”')"" ist gleich s; Anfangs- und Endpunkt dürfen auch ein- und 
derselbe Punkt sein; Strecken, bei denen dies der Fall ist, heißen singulär. Zwei Punkte 
lassen sich durch einen ‚Weg‘ verbinden. 


2. Ist f ein Flächenstück aus M, so gibt es einen geschlossenen Weg w, welcher 
f einmal positiv umläuft; ist w’ ein zweiter Weg, der f einmal positiv umläuft, so geht 
w aus w durch zyklische Vertauschung hervor. 


3. Umläuft w das Flächenstück f positiv, so umläuft w! es negativ. Zu jedem 
Flächenstück f gibt es ein entgegengesetzt gerichtetes / '. (f') " ist gleich /, w' um- 
läuft f" positiv. 

4. Ist s eine Strecke aus M, so gibt es ein Flächenstück f, in dessen Berandung 
s vorkommt. 


5. Ein Randweg w durchläuft eine Strecke s höchstens zweimal. Dwurchläuft 
der Randweg w des Flächenstücks f die Strecke s nur einmal, so gibt es außer f ein und 


nur ein Flächenstück f’ + > mit dem Randweg w’, der s durchläuft. Durchläuft w 
die Strecke s zweimal, so berandet s nur das Flächenstück f und das umgekehrt orien- 


tierte f". 

6. Die Strecken, die in einem Punkt beginnen, lassen sich zyklisch zu einem Stern 
Sx,Sa,. + Sa, 80 anordnen, daß s,,55;', und s,,ss.! in den Randwegen von M als Teil- 
wege vorkommen. 


Die wichtigste unmittelbare Folgerung aus diesen Forderungen ist die Existenz 
der „dualen‘‘ Mannigfaltigkeit, deren Begriff wir jedoch hier als bekannt voraussetzen. 
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$ 2. Elementare Transformationen. 


Ist M irgendeine Mannigfaltigkeit, die die Strecke s enthält, welche in p, beginne 
und in p, endige, so verstehen wir unter einer elementaren Erweiterung erster Art die 
Bildung der Mannigfaltigkeit M’, welche alle Elemente von M außer s,s-! und an Stelle 
derselben die Strecken s,,s]'; s,,sz! und ferner einen Punkt p’ enthält. s;(i =1,2) beginne 
in p, und endige in p'. In allen Randwegen von Flächenstücken, welche s enthalten, 
ist s durch ss! und s=-! durch s,s7! zu ersetzen. Unter einer elementaren Reduktion 
erster Art verstehen wir den inversen Prozeß, den Übergang von WM’ zu M. M enthält 
die Punkte von M’ bis auf einen p’, welche gerade diejenigen beiden Strecken berandet, 
welche durch eine einzige Strecke ersetzt werden. 


Unter einer elementaren Erweiterung zweiter Art verstehen wir die folgende 
Bildung einer Mannigfaltigkeit M’ aus M: Es sei f ein Flächenstück aus M mit einem 


Randweg 
W= WU. 

w, beginne in p, und endige in p,. Es werde nun eine neue WM’ gebildet, welcher alle 
Elemente aus M außer f, f ' enthält, außerdem aber zwei Flächenstücke E- Fr 
und eine Strecke s’, s’-!, die in p, beginne und in p, endige; w,s’=-! sei ein Randweg 
von fi, s’w, ein Randweg von f,. Hierbei darf p, = p, und es darf auch w, oder w, ein 
leerer Weg sein. 

| Unter einer elementaren Reduktion zweiter Art verstehen wir den inversen Prozeß, 
geht M hierbei aus M’ hervor, so enthält also M alle Strecken von M’ bis auf eine s’, s’=! 


und alle Flächenstücke bis auf zwei fi” , fs ,„ welche durch ein neues f*" ersetzt 
sind. s’ kommt in dem Randweg von f, und f, je gerade einmal vor und tritt außer- 
dem in keinem weiteren Randweg eines Flächenstückes in WM auf. 


Elementare Reduktionen und Erweiterungen erster und zweiter Art mögen zu- 
sammen elementare Transformationen erster und zweiter Art genannt werden. Zwei 
Komplexe mögen elementarverwandt heißen, wenn es eine Folge von elementaren 
Transformationen gibt, die sie ineinander verwandeln. 


Aus den angegebenen Transformationen läßt sich ein dritter einfacher Typus 
von Erweiterungen und Reduktionen in der folgenden Weise bilden: 


Sind p, und p, zwei Punkte von M, welche durch die Strecke s verbunden sind, 


und sind f, und f, die beiden wesentlich verschiedenen (f, + f#') Flächenstücke, 
deren einfache Randwege sw, und s-!w, die Strecke s enthalten, so sei M’ der Komplex, 
welcher aus M entsteht, indem die Strecke s, s-! entfernt, die Punkte p, und p, durch 
einen Punkt p’ ersetzt und die Strecken s, die in M, in p, oder p, beginnen, durch Strecken 
s’, die in p’ beginnen, ersetzt werden. Man kann hierbei auch p’ mit p, identifizieren. 
Die Randwege in M’ mögen sich aus denen von M ergeben, indem man die Strecken 
s?' bzw. durch die entsprechenden s;*! ersetzt und indem die etwa in dem Rand- 
weg vorkommende Strecke s eliminiert wird. M’ ist alsdann eine zu M elementar- 
verwandte Mannigfaltigkeit. Sind nämlich ® und D’ die bzw. zu W und MW’ dualen 
Mannigfaltigkeiten, so geht D’ aus D durch eine elementare Reduktion zweiter Art 
hervor. Wir wollen diese Transformationen ‚„Reduktionen dritter Art‘ nennen. An- 
schaulich bedeuten sie, daß man eine reguläre Strecke in einen Punkt zusammenschrumpfen 
läßt. Der Übergang von M zu M möge „Erweiterung dritter Art“ heißen. 


Journal für Mathematik. Bd. 167. 11 
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$ 3. Reduktion auf Normalformen. 


Man kann eine Mannigfaltigkeit, deren Geschlecht ungleich Null ist, im all. 
gemeinen auf verschiedene Weise durch elementare Reduktionen in „Normalformen‘“ 
oder „Normalpolygone‘‘ überführen, die nur einen Punkt und ein Flächenstück ent- 
halten. Diese verschiedenen Möglichkeiten lassen sich leicht übersehen. € sei der ein- 
dimensionale in M enthaltene Streckenkomplex, &’ der eindimensionale Strecken- 
komplex einer zu M dualen Mannigfaltigkeit D. 3 sei irgendein Baum aus &, der alle 
Punkte von E bzw. M enthält, ®’ ein solcher Baum aus &. Wir nennen ® und # ver- 
träglich, wenn in ®’ keine Strecke vorkommt, der eine Strecke aus ® bei der dualen 
Zuordnung entspricht. Es ist natürlich nicht gesagt, daß verträgliche Bäume B und 
B’ existieren müssen. Wir zeigen jedoch: 

Jedem Paar verträglicher Bäume B, ®’ entspricht eine bestimmte bis auf die Reihen- 
folge festgelegte Kette von Reduktionen zweiter und dritter Art, welche die Mannigfaltigkeit 
in eine Normalform überführt, und umgekehrt entspricht jeder Kette von solchen Reduktionen 
stets ein Paar von verträglichen Bäumen B, ®. 


Ist nämlich s eine Strecke, welche in ® vorkommt, so kann s durch Reduktion 
dritter Art entfernt werden, wenn M nicht bereits eine Normalform ist. s ist nämlich 
eine reguläre Strecke, und falls von ihren Randpunkten p, und p, weitere Strecken 
nicht ausgehen, ist M in der Tat die Normalform einer Kugel. Ist ferner s* eine Strecke, 
die einer Strecke s’ aus ®’ durch duale Zuordnung entspricht, so läßt sich s* durch Re- 
duktion zweiter Art eliminieren, es sei denn M die zweite Normalform einer Kugel 
(zwei Flächenstücke, eine singuläre Strecke, ein Punkt). Denn längs s* stoßen zwei 
verschiedene Flächenstücke aneinander. Ist nun M z. B. eine durch Reduktion dritter 
Art aus M hervorgegangene Mannigfaltigkeit, so sei ® der Komplex, der aus ® 
durch Fortlassung der eliminierten Strecke s und des eliminierten Punktes p, entsteht, 
nebst der Vorschrift, daß alle von p, ausgehenden Strecken jetzt, wie in M, von p, aus 
gehen mögen. ®’ sei mit ®’ identisch. Alsdann kann ®’ als Baum einer zu M dualen 
Mannigfaltigkeit D aufgefaßt werden, und es bilden ®, ®’ wieder ein verträgliches 
Paar von Bäumen. Analog schließt man bei Reduktionen zweiter Art. 

Ist umgekehrt eine Kette von Reduktionen vorgelegt, die M in eine Normalform 
aus einem Punkt und einem Flächenstück überführen, so bildet die Gesamtheit der 
Strecken, welche durch Reduktionen dritter Art entfernt werden, einen Baum %, der 
alle Punkte von M enthält; und die Strecken, welche den durch Reduktionen zweiter Art 
entfernten im dualen Komplex entsprechen, bilden einen mit ® verträglichen Baum %', 
der alle Punkte des dualen Komplexes enthält. Dies ist jedenfalls richtig für solche 
Mannigfaltigkeiten M, die durch eine einzige Reduktion in die Normalform übergeführt 
werden können bzw. durch eine einzige Erweiterung aus der Normalform hervorgehen. 
Ist ferner ® irgendein Baum, der alle Punkte einer Mannigfaltigkeit M enthält und 
geht M* durch Erweiterung dritter Art aus M hervor, indem die reguläre Strecke s 
hinzugenommen und der Punkt p, in die Punkte p, und p, zerlegt wird, so ist der Komplex 
B* aus allen Punkten von M*, den in ®B enthaltenen Strecken bzw. den ihnen in ent- 
sprechenden Strecken und der neu hinzugefügten Strecke s wieder ein Baum. Waren 
nun ®, ®’ das Paar verträglicher Bäume, das der Mannigfaltigkeit M durch eine Kette 
von Reduktionen auf die Normalform zugeordnet war, so bilden der aus ® nach der 
soeben beschriebenen Methode entstehende Baum 9* und B*’ = 3’ ein Paar verträg- 
licher Bäume von M*, und zwar gerade das durch die Kette der Reduktionen von M* 
über M in die Normalform ihr zugeordnete. Analog schließt man, wenn M* durch eine 
Erweiterung zweiter Art aus M hervorgeht. 
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$ 4. Wegegruppen elementarverwandter Mannigfaltigkeiten. 


M sei eine Mannigfaltigkeit, € der in ihr enthaltene zusammenhängende Strecken- 
komplex. X sei die Gruppe der in E verlaufenden, in p, beginnenden geschlossenen 
Wege. Wir erklären nun mit Hilfe der Randwege in M eine invariante Untergruppe ‚} 
von ® bzw. ein System definierender Relationen einer Gruppe ®/J = Wan, die wir als 
Gruppe der in p, beginnenden geschlossenen Wege von M bezeichnen wollen. 

Sei 8 ein Baum aus Strecken von M, der sämtliche Punkte von M enthält, 
$1,89 - „9% das System von Erzeugenden der Wegegruppe von 6 mit dem Anfangspunkt p.. 
j, sei ein beliebiges Flächenstück aus M, w, ein Randweg desselben, der im Punkte 
p, beginnt. w; sei der einfache Weg von p, nach p, im Baum ®, alsdann ist w;, w;wy 7" 
ein in p, beginnender geschlossener Weg, und ist 

[www ='] = Ri(Sr) 
das diesem Wege zugeordnete Potenzprodukt, so heiße R, die dem Flächenstück fi; zu- 
geordnete definierende Relation. Die Gesamtheit der Relationen R,, die wir so erhalten, 
sei das System definierender Reltationen von Wy. Es ist leicht zu sehen, daß die Struktur 
der so bestimmten Gruppe von der Auswahl von ®B und p, unabhängig ist. 

Sei nun M’ eine Mannigfaltigkeit, die durch eine elementare Erweiterung erster 
Art aus M hervorgeht, indem die Strecke s mit dem Anfangspunkt p, und dem End- 
punkt p, aus M durch die beiden Strecken sı, sa ersetzt wird, p’ sei der neu hinzugefügte 
Punkt, in welchem sı endige und s3 beginne. Ist s eine nicht singuläre Strecke, so gibt 
es einen Baum 3, welcher alle Punkte von M und s enthält. Ersetzen wir in ® die Strecke 
s durch si, s3, p’, so entsteht aus ® ein Baum %’, der sämtliche Punkte von M’ enthält, 
und man sieht, daß die Erklärung der Erzeugenden und definierenden Relationen der 
von pP, # p’ ausgehenden Wege in M und M’ formal identisch wird, wenn wir einmal 
® und einmal ®’ zugrunde legen. Ist s eine singuläre Strecke, also p, = p,, und ® irgend- 
ein Baum aus M, der alle Punkte enthält, so sei ®’ der Baum, der aus ® durch Hinzu- 
nahme von si und p’ entsteht. Sind s=s,S3...,5„ die Strecken aus M, die nicht 
zu ® gehören, so sind 53, Sy, . . .,S„ die Strecken aus M’, die nicht zu ®’ gehören, und 
die den Strecken sy, Sa, . . ., $n entsprechenden Erzeugenden sind miteinander für M 
und M’ identisch. Ist die der Strecke s, in M entsprechende Erzeugende 

5, = [ws,w!], so ist Sı = [wsıisw]. 
Randwege, die s, nicht enthalten, entsprechen solchen, die sj,s3 nicht enthalten, und 
bleiben also unverändert. Ist s,w ein Randweg in M, der s, durchläuft, so durchläuft 
der in M’ entsprechende den Weg si, s3, und das diesen Wegen in M’ entsprechende 
Potenzprodukt entsteht also aus dem in den S;, indem S, durch $] ersetzt wird. Analoge 
Betrachtungen führen bei der Erweiterung zweiter Art zum Ziel. 

Der soeben hergestellte Isomorphismus J/ zwischen den beiden Wegegruppen Y 
und Wyr bezüglich desselben Grundpunktes p, der in beiden Mannigfaltigkeiten M und 
MW vorkommt, wird durch die folgende Festsetzung vermittelt. Ist w ein Weg, der 
sowohl in M wie M’ vorkommt, so sei 


(1) J([u]) = [w]”. 

Hierin bedeute [w] bzw. [w]’ das dem Wege w in der Gruppe ”%y bzw. Way ent- 
sprechende Gruppenelement. Sind M' und M zwei elementarverwandte Mannigfaltig- 
keiten, 


2 n) 
it en 
eine Kette von Mannigfaltigkeiten, in der je zwei benachbarte durch je eine Erweiterung 


oder Reduktion auseinander hervorgehen, und kommt der Punkt p in allen M vor 
11* 
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und ist J; der durch die Festsetzung (1) zwischen den Wegegruppen mit dem Grund. 
punkt p in M® und M*" bewirkte Isomorphismus m ı 

Ju) = u”, 
so heiße 


er, Da j 
BEER RRERT 


lu) = Jn-ıl)a-2- - - Jılw]) . . .) = [w]‘” u. 
der durch die Kette M® bewirkte Isomorphismus zwischen den Wegegruppen % 
und Won 


Gibt es zwei verschiedene Ketten, die M" und M verbinden, so entsprechen 
ihnen zwei Isomorphismen J und J’, die zusammengesetzt einen Automorphismus 
von ®,,.ı, bewirken. 


nl WE j 


$5. Zwei Systeme von Rückkehrschnitten. 


Wir kommen nun zu der Kernfrage unserer Betrachtungen: Es seien w,, w3, . . ., 1, 
von einem Punkte p ausgehende geschlossene Kurven, die bei geeigneter Reduktion 
der Mannigfaltigkeit in die g singulären Strecken eines Normalpolygons übergehen. 
Alsdann sind die [w;] spezielle g-Tupel von Gruppenelementen, und es fragt sich, wie h 
dieselben beschaffen sind. Sie bilden jedenfalls ein System von Erzeugenden. Genauer 
können wir unsere Frage daher so formulieren: Seien 


el @=1,2,..,9, und el (i=1,2,...,g) 
zwei solche g-Tupel, wie lassen sich alsdann die [w;] durch die [w;] ausdrücken ? Nach 
$ 3 wird die Reduktion einer Mannigfaltigkeit in eine Normalform aber durch Angabe von ff i 
zwei verträglichen Bäumen %B, ®’ festgelegt, die alle Punkte von M bzw. von der zu N { 
dualen Manigfaltigkeit ® enthalten. Es sei daher B, ®’ ein Paar, bei dem die [w;] in die 


u u { 
singulären Strecken eines Normalpolygons übergehen, 8, 8’ ein Paar, bei dem die [;] ; 


we Parse ee 


dies tun. Durch diese Baumpaare sind die Gruppenelemente [w;]* und [w;]*" je bis 
auf die Art der Numerierung festgelegt, und wir werden die Beziehungen zwischen den- 
selben übersehen, sobald wir die Beziehungen zwischen den zugehörigen Baumpaaren ‚ 
kennen. ; 
Wir können nun ® und ® in eine Kette von Bäumen aus M i 

B = DB = H 

einbetten, welche je alle Punkte von M enthalten, und sich zu je zwei aufeinander folgen- 
den nur in zwei Strecken unterscheiden oder, wie wir kurz hierfür sagen wollen, „benach- | 
bart‘“ sind. ®;+ı entsteht also aus ®; durch Fortnahme einer und Hinzufügung einer anderen 
Strecke. Zu jedem ®; gibt es alsdann einen verträglichen Baum %;, der alle Punkte von ? 
enthält. Ferner sieht man ohne weiteres ein, daß zwei mit 8; verträgliche Bäume %;, und 
Bi sich in eine Kette benachbarter mit 3; verträglicher Bäume B,, Bir, - - -, Bir-ı, Bir 
einbetten lassen. Sind schließlich ®; und B;;ı zwei benachbarte Bäume, so gibt es 
entweder einen Baum %;, der mit ®; und ®;;ı verträglich ist, oder es gibt zwei benach- 
barte Bäume 3; und 3;}1, welche bzw. mit ®; und 8;;ı verträglich sind. Ist nämlich 
Si+ı die Strecke, welche in ®;;ı aber nicht in 8, vorkonımt, und ist w; der einfache Weg, 
welcher die Randpunkte von s;+, in ®; miteinander verbindet und somit die Strecke si 
passiert, welche in ®; aber nicht in ®;+ı vorkommt, so zerlegt der Weg s;w; entweder 
die Mannigfaltigkeit oder nicht. Im zweiten Fall gibt es einen sowohl mit ®; wie Bi+ı 
verträglichen Baum. Im ersten Fall enthält jeder mit ®; verträgliche Baum %; die der 
Strecke s;+] dual zugeordnete Strecke sj}ı. Ersetzt man nun s/;,ı durch die s; dual 
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entsprechende Strecke si, so entsteht aus ®; ein zu ®; benachbarter, mit ®;;+1 verträglicher 


Baum Birı- 


$ 6. Mannigfaltigkeiten aus zwei Punkten und zwei Flächenstücken. 


Wir fassen nun den Fall näher ins Auge, in welchem zwei benachbarte Bäume 
®;, Birı vorliegen, für die es einen mit beiden verträglichen Baum ®’ nicht gibt. In 
diesem Fall läßt sich die Mannigfaltigkeit durch elementare Transformationen entweder 
so abändern, daß sich in der neu entstehenden Mannigfaltigkeit M* ein Baum B; +1 
angeben läßt, welcher sowohl zu ®; wie B;+1 (bzw. den aus ®; und B;; in M* entsprechen- 
den Bäumen B* und 3#,ı) benachbart ist, und in der zu M* dualen Mannigfaltigkeit 
zwei Bäume B; und ®i;ı, welche einerseits mit ®; und ®B;,;;ı andrerseits mit B;i+ı 
und ®;;ı verträglich sind. Oder es läßt sich zeigen, daß die zu ®;, ®B; und Birı, Bir 
gehörigen Normalpolygone bei geeigneter Wahl von ®;, ®/+1ı dieselben Gruppenelemente 
liefern. 

Sind ® und B/,ı zwei benachbarte mit 8; bzw. B;.ı verträgliche Bäume, so ent- 
fernen wir durch Reduktionen alle Strecken, welche sowohl in 3; wie B;;ı vorkommen 
und welche den sowohl in 8; wie Bi; vorkommenden entsprechen. Dadurch verwandelt 
sich M in eine Mannigfaltigkeit aus zwei Flächenstücken f, und f, und zwei Punkten 
p, und p,, die Bäume bestehen aus je einer Strecke. Die in ®; vorkommende heiße s;, 
die in ®;;ı vorkommende s;;,. Dann entspricht die Strecke aus ®; dual der Strecke s;;ı 
und die Strecke aus B;;ı der Strecke s,. Ist r,,r, Je ein geeigneter einfacher Randweg 
von fy, fa, so Ist 


— € En 3 Dein ei 
dj u S:TıSirıfıa 5 u S;fgıSitıTaa (Ei 1). 


Hierin passieren 7,1, 7j;, insgesamt jede Strecke keinmal oder zweimal. Dasselbe gilt 
von r,, und r,,. Andernfalls würde nämlich der aus s,s;;', gebildete geschlossene Weg 


(Si, Si+ı möge je von p, nach p, führen) die Mannigfaltigkeit nicht zerlegen. 
Entweder sind nun alle Strecken außer s; und s;;ı singulär. Dann ist entweder 
die in r, der Strecke s; folgende Strecke s, oder die letzte Strecke von r,, sg eine singuläre 


Strecke oder es ist s, =s, = sjı , ein Fall, bei dem die Reduktion nach ®,, ®’ und 


Bir, Birı zu demselben Normalpolygon führt. Sei etwa s, singulär, sie beginnt und 
endigt in p,. Wir unterteilen f, in f,, und fjs, indem wir die Strecke t mit den Rand- 
punkten p, und p, hinzufügen, und wenn r, = Si$aT3 Ist, r,, = tr, als Randweg von f,, 
und 7js = s;s2t ' als Randweg von f,, erklären. Alsdann zerlegt der Weg ts; ,, die Mannig- 
faltigkeit nicht; denn f,, und f,, stoßen längs s, und f,, und f, längs s; aneinander. Ebenso 
zerlegt auch der Weg ts; ! die Mannigfaltigkeit nicht. Denn f,, und f, stoßen längs s, und 
fi, und f, längs s;;ı aneinander. Der Baum aus der Strecke t genügt also den gestellten 


Forderungen. Ganz analog verfahren wir, wenn s, = $i+ı und sz singulär ist. 


Gibt es hingegen außer s; und s;;ı noch eine reguläre Strecke s,, die von p, nach p, 


führt, so genügt der Baum aus s, unseren Forderungen. Denn die Wege s,s;! und s,s;,!; 


zerlegen die Mannigfaltigkeit nicht. 


$ 7. Elementarverwandtschaft von Normalpolygonen. 

Um die Ergebnisse der beiden vorigen Abschnitte präziser aussprechen zu können, 
führen wir den Begriff der „benachbarten Normalpolygone‘“ und den Begriff der „dual 
benachbarten Normalpolygone‘ ein: 

1. Zwei Normalpolygone heißen benachbart, wenn sie durch eine Erweiterung und 
eine Reduktion zweiter Art auseinander hervorgehen. 
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2. Zwei Normalpolygone heißen dual benachbart, wenn sie durch eine Erweiterung 
und eine darauf folgende Reduktion dritter Art auseinander hervorgehen. 
Alsdann heißt unser Resultat so: 


Seien N und N zwei Normalpolygome, ferner sei eine Kette von Mannigfaltigkeiten 
2) n) +1) 2n) mn 
ES uf A ie ee u 


gegeben. Hierin gehe M aus M”" durch elementare Unterteilung hervor füri = 2,3,...,n 
und durch elementare Reduktion fürı=n-+I,n +2,...,2n. 

Es sei J([w]) = [w] der hierdurch bewirkte Isomorphismus zwischen den Gruppen 
von R und W. Alsdann gibt es eine Kette von Normalpolygonen 


(2) NEN NP..,NT-N 
die zu je zwei aufeinander folgenden benachbart oder dual benachbart sind, und der durch 
diese Kette vermittelte Isomorphismus J([w]) = [w] ist mit J([w]) identisch. In der Tat 
bilden die den Strecken von N und NR entsprechenden Wege in M” zwei vollständige 


Systeme von Rückkehrschnitten. Zu ihnen gehören zwei Baumpaare B, ®’ und B, 9, 
die sich in eine Kette von Baumpaaren einbetten lassen. Dieser Kette von Baumpaaren 
entspricht nach $ 3 eine Kette von Normalpolygonen, die sich nach $ 5 und $ 6 zu der 
Kette (2) sofort ergänzen läßt. — Man sieht ferner leicht, daß sich beliebige elementar- 
verwandte Normalpolygone in eine Kette wie (2) einbetten lassen. 

Es seien nun sy, s%,...,s6 die q Strecken, welche in N“ vorkommen und 
Sy, 8%, ..., S$’ die durch sie bestimmten Gruppenelemente, J; der zwischen den Gruppen 
von N” und N“ bestimmte Isomorphismus JS) — TV, Alsdann lassen sich 
die Elemente 7% derart durch die SC ausdrücken, daß diese Potenzprodukte ein System 
freier Erzeugenden der durch die S{ bestimmten freien Gruppe sind. Wenn N und 


N*V penachbart sind, so folgt dies direkt. Wenn sie dual benachbart sind, so beachte 
man, daß die Zusammenhangszahl des Streckenkomplexes auch bei dem Übergangs- 
komplex aus zwei Punkten und einem Flächenstück erhalten bleibt. 


Hieraus folgt das Analoge auch für beliebige elementarverwandte Normalformen. 
Ist J der zwischen den Mannigfaltigkeiten N und N” bestimmte Isomorphismus, 
und J(SY’) = T%, so lassen sich die 7 /” derart als Potenzprodukte der $(” darstellen, 


daß diese Produkte ein System von freien Erzeugenden der durch die S{” bestimmten 
freien Gruppe werden. 
(n) 


Es bleibt die Aufgabe, die Systeme von Erzeugenden T; , die man so erhalten 
kann, übersehbar zu machen. 


Zu diesem Zwecke verfeinern wir das bisherige Ergebnis durch folgenden Satz: 
Sind R und WR zwei dual benachbarte Normalpolygone, so gibt es eine Kette 
SE 5 ee „ES; 
von benachbarten Normalpolygonen, welche zwischen den Gruppen von R und W denselben 
Isomorphismus herstellt, der der ursprünglichen Transformation entspricht. 
Jedenfalls gibt es eine Kette RN = NV, R”,..., NR” = NR’ von dual benachbarten 


Normalpolygonen der speziellen Art, das der Übergang von N” zu Rt” durch einen 
Komplex bewirkt wird, in welchen der neu eingeführte und dann wieder eliminierte 
Punkt gerade nur drei Strecken berandet. Ich behaupte, N“ und N“*" sind alsdann 
auch benachbart. 
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ung & Zum Beweise betrachten wir den Komplex aus einem Flächenstück f und zwei 
Punkten p1, Pa, welcher den Übergang vermittelt. s,, s;,, und s, seien die drei Strecken, 


welche von p, nach p, führen. Durch Reduktion von s; bzw. s;+1 entstehe N bzw. 
; Fr . 2. = . a FE, | 
+, Der Randweg von f läuft dreimal über p, und enthält die Teilwege s;sı ,sıSi+ı1, 
’ di u | , 
$;8+1 oder deren inverse Wege. Seietwar=s;$; 7} SıSi+1fgSiSi+irg. Alsdann bleibt als 


uhe Randweg in N" 


) — e-1 
pen re T1S1°+1T2°4173 
und in Rt» 
ritD = s,st'r,s,TaS,T;- 

rch Bilden wir nun das Dreieck s;sı !+ durch Erweiterung zweiter Art von N“+V und eliminieren 
Tat s; durch Reduktion zweiter Art, so entsteht aus r(‘*!) der Randweg 
ige tIrtsıraSitz, 
dv, der bis auf die Bezeichnung (t = Ss}, sizı = si) mit r(® identisch ist. 
Br Bei den beiden verschiedenen Verwandlungen von N in N*" wird ferner derselbe 
der Isomorphismus zwischen ihren Gruppen bewirkt. Anschaulich kann man die Beziehung 
. zwischen den beiden Transformationen so beschreiben, daß man das eine Mal den einen 

| Endpunkt der Strecke s, über die Strecke s; bzw. s;+ı herübergleiten läßt, und daß man 
nd | im zweiten Falle aus der Anfangs- und Endlage und der Strecke s; bzw. s;; ı ein Dreieck 
en bildet, das den Übergang zwischen Anfangs- und Endlage vermittelt. 
ch Den Übergang von zwei benachbarten Normalpolygonen kann man schließlich 
m durch eine Kette von Erweiterungen und Reduktionen bewirken, bei welchen das neu 
nö eingeführte und dann wieder eliminierte Flächenstück ein Dreieck ist. Nennen wir diese 
u Abänderungen Dreieckstransformationen, so haben wir also den Satz: 
Sind N und W zwei elementarverwandte Normalpolygone und ist J der durch die 
> . . . . . 

elementaren Transformationen von N in W' bewirkte Isomorphismus zwischen den Gruppen 

r von R und W, so läßt sich derselbe Isomorphismus auch durch eine Kette 
. N=-RI,RN,..,N"=R 
n, bewirken, wo N” aus N” durch eine Dreieckstransformation hervorgeht. 
N 
m leiten ee 


Eingegangen 16. August 1931. 
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Über die Minima Hermitescher Formen. 


Von Andreas Speiser in Zürich. 





In seinem Buch „Geometrische Deutung unendlicher Kettenbrüche‘‘ (Zürich 1928) 
hat Herr J. Züllig die Lehre von der Annäherung reeller Zahlen durch rationale Zahlen 
und die Frage nach dem sogenannten Maximinimum binärer positiver quadratischer 
Formen behandelt. Seine Überlegungen beruhen auf folgender Kreisfigur der x-y-Ebene: 
Man konstruiert im Punkte x = p/g einen Kreis, der die x-Achse in diesem Punkte be- 
rührt und ganz in der oberen Halbebene liegt. Sein Radius sei 1/29?. Hierbei ist voraus- 
gesetzt, daß p zu g prim ist. Außerdem bildet man noch den ‚unendlichen Kreis“ y = 1. 
Man zeigt leicht, daß diese Kreise sich nirgends überdecken, daß dagegen jeder von 
unendlich vielen berührt wird. Alle Kreise sind gleich umgeben, denn die Kreisfigur geht 
in sich über durch lineare Transformationen, welche als Bewegung der Lobatschews- 
kischen Ebene gedeutet werden können. Führt man z = x + iy ein, so werden die Auto- 
morphismen der Figur durch die linearen gebrochenen Substitutionen mit ganzen ratio- 
nalen Koeffizienten und der Determinante 1 wiedergegeben. Zur Untersuchung der 
Figur genügt es also, einen Kreis, den man am besten als den unendlichen wählt, zu 
betrachten. Dieser wird von den Kreisen berührt, welche in den ganzzahligen Punkten 
errichtet sind, denn deren Durchmesser ist 4. Die Lücken werden von Kreisbogendrei- 
ecken gebildet und infolgedessen sind alle Lücken von dieser Art. Denkt man sich nun 
in einem irrationalen Punkt w der x-Achse das Lot errichtet und verfolgt man es von 
oben nach der Achse zu, so wird es zuerst im unendlichen Kreis verlaufen, dann in eine 
Lücke gelangen, diese wieder verlassen und in einen neuen Kreis eintreten. Aber auch 
dieser wird wieder verlassen werden, wir gelangen in eine neue Lücke und nachher in 
einen neuen Kreis. Dies geht unendlich oft weiter. Der analytische Ausdruck dafür, 
daß das Lot in den Kreis mit dem Berührungspunkt p/gq gelangt, besteht in dieser Un- 
gleichung: 


p 1 
o-Al<e 


Sie ist also unendlich oft lösbar. 
Nun verändere man den Radius dieser Kreise, indem man dafür 1/2kg? setzt und 


gleichzeitig den unendlichen Kreis mit y = k festlegt. Bei 2k = /3 schließen sich alle 
Kreise und je drei gehen durch einen Punkt. Bringt man die Tatsache, daß der Punkt 
x,y im Inneren eines Kreises liegt, analytisch zum Ausdruck, so besagt sie, daß eine 
quadratische Form eine Zahl darstellt, welche kleiner ist als eine gewisse Schranke. 
Man findet dadurch unmittelbar die Formen, für welche das Minimum maximal ist. 

Die Figur läßt sich verallgemeinern und man erhält dadurch Aussagen über die 
Annäherung von komplexen Zahlen durch Zahlen des Gaußischen Zahlkörpers und des 
Körpers der dritten Einheitswurzeln, ferner Bestimmung der maximalen Hermiteschen 
Formen in den genannten Körpern sowie in den Quaternionen. 
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$ 1. Der Gaußische Zahlkörper. 


Im dreidimensionalen Raum sei ein rechtwinkliges Koordinatensystem x, y,t 
gegeben. Die x-y-Ebene sei als komplexe Zahlenebene aufgefaßt mit der Variabeln 
z—=x+ iy. Eine Zahl des Gaußischen Zahlkörpers läßt sich stets als Quotient von zwei 
teilerfremden ganzen komplexen Zahlen p und g schreiben, weil ein gemeinsamer Teiler 
stets Hauptideal ist und daher weggekürzt werden kann. Wir legen nun auf den Punkt 
z = p/g eine Kugel mit dem Radius 1/2n(g). Hier bedeutet n(g) die Norm von g, nämlich 
das Produkt von g mit der konjugiert komplexen Zahl g. Diese Kugeln mögen die z-Ebene 
in dem angegebenen Punkt berühren und ganz im oberen Halbraum liegen. Außerdem 
konstruieren wir die unendliche Kugel i = 1. Diese Figur geht in sich über durch die 
Substitutionen der Picardschen Gruppe, wie nachher im allgemeineren Fall der Quater- 
nionen gezeigt werden wird. Jede Kugel ist gleichumgeben, und wenn wir wieder die 
unendliche Kugel als Muster nehmen, so sehen wir, daß sie zwar von unendlich vielen 
Kugeln berührt wird, nämlich von denen, die auf den ganzzahligen Punkten aufliegen, 
daß dagegen keine Überdeckungen stattfinden. Die Lücken zerfallen aber noch nicht 
in einzelne Kammern, sondern sie bilden ein zusammenhängendes Gebiet. 


Im folgenden bezeichnen wir zwei Kugeln, die sich bei dieser Figur berühren, als 
kontingente Kugeln und behalten diese Bezeichnung für ein solches Paar bei, auch wenn 
später die Kugeln vergrößert oder verkleinert werden. Die Bedingung dafür, daß zwei 
Kugeln kontingent sind, besteht darin, daß der Abstand ihrer Mittelpunkte gleich der 
Summe ihrer Radien ist, d.h. 

1 , \° r 1 1 \: 
RT TE NEE) 
2n(g)  2n(s) s q/\s q 2n(s) 2n(g) 
Hier bedeuten p/g und r/s die Berührungspunkte der beiden Kugeln mit der z-Ebene. 
Diese Formel vereinfacht sich bei der Ausrechnung und ergibt: 


n(rg — ps) =1, 
d.h.rg — ps ist eine Einheit + 1 oder + ı des Gaußischen Körpers. Man ersieht auch 
leicht, daß keine Durchdringung zweier Kugeln stattfinden kann. Diese würde nämlich 
erfordern, daß die Norm kleiner als 1, also O ist, und hieraus folgt, daß rg — ps =, 
daß also die beiden Kugeln identisch sind. Hierdurch ist für diese Behauptung ein elemen- 
tarer Beweis gegeben, der die Picardsche Gruppe nicht verwendet. 

Um abgeschlossene Kammern zu erhalten, müssen wir die Kugeln vergrößern. 
Hierbei richten wir unser Augenmerk auf die unendliche Kugel und die mit ihr kontin- 
genten. Wir beachten, daß die Schnittfigur mit der x-t-Ebene genau die Zülligsche Figur 
ergibt, so daß wir hier eine Abschließung erhalten, wenn wir als Radien 1//3n(g) wählen. 
Wir erhalten auf diese Weise Kammern, welche nach oben durch t = /3/2, nach den vier 
Seiten z. B. durch die vier Kugeln in 0,4, i,1 + i abgeschlossen sind. Dagegen könnte 
die Kammer nach der z-Ebene zu noch offen sein. Als Abschluß käme die Kugel im Mittel- 
punkt des Quadrates (1 + i)/2 in Betracht. Dieser Bruch läßt sich kürzen zu 1/(1 — i), 


die in ihm errichtete Kugel hat den Radius 1/2/3. Man findet nun in der Tat, daß durch 
diese 6 Kugeln eine Kammer abgeteilt wird. Wir betrachten zum Beweis den Schnitt 


der Ebene t = ” mit den fünf Kugeln, insbesondere mit derjenigen in OÖ und in 1/(1 — :). 


Wir finden als Schnittfiguren die beiden Kreise: 
x? +y? =5/16 und (x — 1/2)? + (y — 1/2)? = 1/16. 


Journal für Mathematik. Bd. 167. 
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Hierzu kommen noch drei weitere Kreise in den übrigen Ecken des Quadrates. Man 
findet nun, daß beide Kreise durch den Punkt x = 1/2, y = 1/4 gehen. Hieraus folgt 
leicht, daß unsere Ebene nirgends in eine Lücke gelangt, so daß die Kammer auch 
nach unten zu abgeschlossen ist. 

Diese Kammer ist offenbar ein Hexaeder, dessen Seiten aus Kugelflächen bestehen, 
Wegen der gleichen Umgebung sind nun alle Lücken von der nämlichen Beschaffenheit, 
und wir können die Überlegung anstellen, welche uns gestattet, eine beliebige komplexe 
Zahl durch Zahlen des Gaußischen Zahlkörpers anzunähern. Wir errichten nämlich in 
z = w das Lot auf die z-Ebene und verfolgen es von oben her. Nachdem es die unendliche 
Kugel verlassen hat, wird es in eine Kammer oder in eine neue Kugel eintreten. Beide 
werden wieder verlassen, falls w dem Gaußischen Körper nicht angehört und wir gelangen 
in neue Kugeln oder neue Kammern. Wenn das Lot innerhalb der Kugel p/q verläuft, 
so heißt das: 


Iw — plal < A/Y3 ng). 
Diese Ungleichung ist also durch unendlich viele Werte von p/q zu befriedigen. Dieses 


Resultat ist kürzlich von Herrn Perron !) auf einem sehr geistreichen Weg bewiesen 
worden. Auf sehr einfache Weise zeigt Herr Perron ferner, daß die Grenze nicht ver- 


1+Yy-3 
2 


bessert werden kann, indem die Zahl 





hemmt. In unserer Figur würde das 


besagen, daß dieser Punkt vertikal zugänglich wird, wenn man die Kreise beliebig wenig 
verkleinert, indem das Lot nur noch endlich viele Kugeln trifft. 

Um den Zusammenhang mit den Kettenbrüchen zu erkennen, bedenke man, daß 
zwei aufeinanderfolgende Näherungsbrüche zwei kontingente Kugeln liefern, denn in 
der Differenz muß der Zähler eine Einheit ergeben, nach den bekannten Sätzen. Wenn 
nun das Lot durch eine Seite in die hexaederförmige Lücke eintritt, so braucht es sie 
nicht in einer anliegenden Seite zu verlassen, sondern eventuell in der gegenüberliegenden 
Seite. Dann ist die neue Kugel nicht mit der vorigen kontingent, die zugehörigen Nähe- 
rungswerte entsprechen nicht aufeinanderfolgenden Näherungsbrüchen eines Ketten- 
bruches. Man kann aber eine der vier Wände einschalten und erhält so vier Möglich- 
keiten der Ergänzung. 


$?2. Das Maximinimum der Hermiteschen Formen im Gaußischen Zahlkörper. 
Unsere Aufgabe ist jetzt, die Kugeln soweit zu vergrößern, daß die Kammern sich 
schließen. Die vier Kugeln in 0, 1,:,1 + i schneiden sich im Lot auf dem Mittelpunkt 
des Quadrates, (1 + i)/2. Wir werden k so wählen, daß auch die unendliche Kugel it = k 


durch diesen Schnittpunkt geht. Dies tritt ein für k = 1//2. Der Durchmesser der in 
1/(1 — i) errichteten Kugel ist ebenfalls gleich 1//2, so daß durch den Schnittpunkt 
6 Kugeln gehen. Hiermit ist der Halbraum völlig mit Kugeln überdeckt, nur der Punkt 


z = (1 + i)/2, t = 1/V2 und alle mit ihm äquivalenten Punkte liegen bloß auf dem Rande 
von Kugeln, und zwar je von 6 derselben. 

Die Tatsache, daß der Punkt z = w, t = ö im Inneren oder auf der Begrenzung 
der Kugel über dem Punkte z = p/g liegt, wird durch folgende Formel wiedergegeben: 


v-4)@-#)+ ( r a) = Tr 


!) Über die Approximation einer komplexen Zahl durch Zahlen des Körpers K(i), Math. Annalen 
103 (1930), S. 533, ferner 106 (1931), S. 160. 
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oder 
pP -wpg -wpg + (ww +öP?gg SV2B. 
Ferner liegt dieser Punkt in der unendlichen Kugel, falls 


>: de 15h 
y2 


Bezeichnet man allgemein 
App +Bpqa +Bpq+Cgq, 


wobei A und € reelle Größen, B und B zwei konjugiert komplexe Größen bedeuten, als 


eine Hermitesche Form, bezeichnet man ferner AC — BB als ihre Determinante, so ist 
die linke Seite unserer Ungleichung eine Hermitesche Form mit der Determinante ö2. 
Sie ist positiv definit und die allgemeinste Form dieser Art mit A = 1. Wir können das 
Resultat so aussprechen: 

Satz 1: Bezeichnet man die Determinante € — BB der Hermiteschen Form 


pp + Bpgq + Bpg + Cggq mit D, so läßt die Ungleichung 
pp + Bpg + Bpg + Cgg <V2D 
stets mindestens eine Lösung zu. Das Gleichheitszeichen ist nur für die Form 


un Be. Brit 1 
PP-—-PP- 5 -Pı tg, D=z 


und die mit ihr äquivalenten erforderlich, und die Gleichung gestattet in diesem Fall 
folgende 6 Lösungen: 
p=0, q=i; p=l ıg=-I; p=lhg=-ib peu gel 
p=i+ti q=1; p=1 g=1-—ı. 
Allgemein ist die Anzahl der Lösungen unserer Ungleichung gleich der Anzahl 


der Kugeln, in denen der repräsentierende Punkt z= — B,t= Vc-BB= +YyD 
liegt, wenn man zwei Lösungen nur dann als verschieden ansieht, falls der Quotient p/q 
für sie verschiedene Werte besitzt. Die Anzahl der Überdeckungen ist aber, abgesehen 
von den genannten ausgezeichneten Punkten, höchstens 3. 





Das Resultat gilt für alle positiv definiten Hermiteschen Formen, denn man darf 


die Form noch mit einer beliebigen positiven Zahl multiplizieren. Da YD sich mit der- 
selben Zahl multipliziert, so bleibt die Ungleichung bestehen. 


Durch das Prinzip der gleichen Umgebung konnte man voraussehen, daß 6 Kugeln 
durch den Punkt gehen, in dem sich die Kammern schließen. Denn außer der unendlichen 
Kugel gehen nach der Konstruktion noch 4 mit ihr kontingente Kugeln durch diesen 
Punkt. Dasselbe muß auch für die andern Kugeln gelten. Man sieht jedoch sofort, daß 
nur drei von den vier übrig bleibenden Kugeln mit der ausgewählten kontingent sind, 
es muß daher noch mindestens eine weitere geben, die durch den Punkt geht. Aus dem- 
selben Grund sind auch die Kammern von 6 Kugeln begrenzt. Läßt man nämlich k vom 
Wert 4, wo die Kugeln sich bloß berühren, abnehmen, so tritt der Fall, daß die Lücken 
in abgeschlossene Kammern zerfallen, in dem Moment ein, wo die Ebene i = keine Gerade 
enthält, die vollständig im Inneren der übrigen Kugeln verläuft. Denn mit dieser Geraden 
verläuft ein ganzes quadratisches Gitter der Ebene in den Kugeln, und für diese letzteren 


gilt die entsprechende Tatsache. Hieraus folgt leicht, daß Kammern abgegrenzt sind. 
12* 
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$ 3. Der Körper der dritten Einheitswurzel. 


Schon H. Minkowski hat in dem schönen Kapitel 6 seiner Diophantischen Appro- 
ximationen (Leipzig 1907) zugleich mit den Linearformen im Gaußischen Zahlkörper 
auch den Körper der dritten Einheitswurzeln behandelt. Seine Sätze betreffen die Minima 
binärer Formen mit komplexen Koeffizienten und mit Variabeln in den genannten Zahl- 
körpern. Hier sollen vor allem die Hermiteschen Formen behandelt werden. 


Deutet man die Zahlen des Körpers der dritten Einheitswurzeln in der komplexen 
Zahlenebene, so a die ganzen Zahlen ein hexagonales Gitter, denn die drei Zahlen 


1+V/ 

& 
sämtlich Hauptideale sind, läßt sich jede seiner Zahlen als gekürzter Quotient zweier 
ganzer Zahlen darstellen. Bezeichnen wir mit p/g einen solchen Bruch, so legen wir auf 
den Punkt z = p/g der komplexen Ebene in den oberen Halbraum die Kugel vom Radius 
l/2n(g). Genau wie im vorigen Fall beweist man, daß diese Kugeln sich nirgends über- 
decken, daß dagegen unendlich viele sich berühren. Die Bedingung, daß die Kugeln 
über den Stellen p/g und r/s sich berühren, besteht darin, daß ps — gr eine Einheit des 
Zahlkörpers ist. Zu diesen Kugeln muß man noch die unendlich große Kugel t = 1 hinzu- 
nehmen. Die so entstehende Figur geht wieder durch die entsprechenden Substitutionen 
der Picardschen Gruppe des Körpers der dritten Einheitswurzeln in sich über, jede Kugel 
ist daher gleichumgeben wie jede andere. 


0,1,e = 3 pilden ein gleichseitiges Dreieck. Da die Ideale in diesem Körper 


Um abgeschlossene Kammern zu erhalten, müssen wir die Radıen vergrößern. 


Die x-t-Ebene wird abgeschlossen, wenn wir wie vorher als Radien 1//3n(g) wählen. 
Die Kammer hat in unseren Fall tetraedrische Gestalt, indem sie von vier Kugeln, nämlich 
der unendlich fernen, und den drei über 0, 1, o begrenzt wird. Die drei letztgenannten 
berühren das Lot auf den Mittelpunkt des gleichseitigen Dreiecks, nämlich den Punkt 
(1 + 0)/3. Die Kugel, die auf diesem Punkt aufliegt, reicht nicht mehr an die Kammer 
heran. Nun kann man in einem beliebigen Punkt w der Ebene das Lot errichten und es 
von oben gegen die z-Ebene zu verfolgen. Es wird abwechselnd in Kugeln und in Kam- 
mern verlaufen und wir erhalten den 


Satz 2: Jede komplexe Zahl läßt sich auf unendlich viele Arten durch Zahlen 
des Körpers der dritten Einheitswurzel so annähern, daß die Ungleichung erfüllt ist 


Da die Kugeln, die eine Kammer begrenzen, sämtlich untereinander kontingent 
sind, so können die Näherungsbrüche als durch einen Kettenbruch entstanden ange- 
sehen werden. 

Um den oberen Halbraum vollständig zu überdecken, müssen wir die Kugeln noch 
mehr vergrößern. Die Kammern schließen sich, wie man leicht erkennt, für die Radien 


V3 1 
8 .n(gq) 
l+o 2 


Durch den Punkt z = m 1-2 und die dazu äquivalenten gehen je vier 


Kugeln. Ihm entspricht folgende Form, deren Minimum ein Maximum ist: 


2 Er Em En 
F=pp a - < 23 Pq +9. 
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Das Maximinimum 1 wird für folgende 4 Wertesysteme erreicht: 


p=1hq4=%; p=0I, q=1; yel,g=1; pet! 9-1. 


Bezeichnen wir wieder mit 
App + Bpg + Bpg + Ci, 
wo A und C positive reelle Größen, B und B konjugiert komplexe Größen sind, als Her- 
mitesche Form, und AC — BB >0 als ihre Determinante, so können wir folgenden 
Satz aussprechen: 
Satz 3: Die Ungleichung 


App + Bpä + Bpg + Cgü s\/} D 
läßt stets Lösungen zu, wenn p und g ganze Zahlen des Körpers der dritten Einheits- 
wurzeln bedeuten. Das Gleichheitszeichen ist nur für die Form F und die damit äqui- 
valenten erforderlich. 

Geht man zu anderen imaginären quadratischen Körpern über, so kann man die 
Quotienten ganzer Zahlen nicht immer kürzen. Dies geht nur, wenn das Ideal, das durch 
Zähler und Nenner gebildet wird, (p, qg), ein Hauptideal ist. Man wird dann p und q 
als relativ prim annehmen und im Punkte z = p/g die Kugel vom Radius 1/2n(g) er- 
richten. Auch hier werden die Kugeln nicht ineinander eindringen, dagegen finden 
unendlich viele Berührungen statt. Ist (p, q) = d ein Nebenideal, so setze man p = pDd 
und q = qd und errichte im Punkt z = p/qg die Kugel vom Radius 

1 
Zn(q) 
Man findet allgemein, daß eine solche Kugel nur von Kugeln berührt werden kann, für 
welche das zugehörige Ideal (p’, q’) = d’ der zu d inversen Klasse angehört. Die Fragen, 
wann die Lücken sich schließen und wann sich Kammern einstellen, erfordern in jedem 
Fall eine besondere geometrische Untersuchung. 


$ 4. Hermitesche Formen in Quaternionen. 


Die entsprechenden Fragen für die Quaternionen führen zu Untersuchungen über 
die Kugelgeometrie in vier Dimensionen. Für den Bereich der ganzen Quaternionen 
benutzen wir im folgenden nur die Hurwitzsche Definition, bei der auch 

_itututi 
2 
als ganzes Quaternion angesehen wird. Deutet man die vier reellen Variabeln x,, 2, #3, 3 
des Quaternions x, + Xılı + Xgig + Xi, als rechtwinklige Koordinaten eines vierdimen- 
sionalen Raumes, so bilden die gewöhnlichen ganzzahligen Quaternionen ein biqua- 
dratisches Gitter, die Hurwitzschen ein zentriertes biquadratisches Gitter. Hierbei ver- 
stehe ich unter dem Ausdruck „Biquadrat‘‘ die dem Würfel entsprechende Figur in vier 
Dimensionen, die 16 Ecken und 8 Seitenkuben besitzt. 


Weil im Gebiet der Hurwitzschen Quaternionen jedes Ideal Hauptideal ist, läßt 
sich jedes rationale Quaternion als gekürzter Bruch in der Gestalt q-!p schreiben, wo 
p und q ganze Quaternionen sind, die keinen gemeinsamen Linksteiler haben. Wir nehmen 
nun noch eine fünfte reelle Variable t hinzu und konstruieren im fünfdimensionalen 
Raum eine Kugel, welche die Hyperebene t = 0, also die Quaternionen- oder z-Ebene, 
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im Punkte q='p berührt, sonst ganz im Gebiet positiver it verläuft. Ihr Radius sei 1/2n(g). 
Zu den Kugeln, die wir erhalten, wenn wir z alle rationalen Stellen durchlaufen lassen, 
nehmen wir noch die unendliche Kugel t = 1 hinzu. Wir wollen jetzt zeigen, daß diese 
Kugeln nicht ineinander eindringen, daß also die Distanz der Mittelpunkte stets min- 
destens gleich der Summe der Radien ist. In Formeln lautet das: 
Mr - a - rl) alt) 
2n(s) 2n(g)) — \2n(s) 2nlg)/ 


Benutzt man die Gleichungen gg =n(g) und ss = n(s), so findet man 

(2) rrggqg-+sspp -srpgqg -qgprs 21. 

Die linke Seite ist bis auf einen positiven Faktor das erste Produkt in der Gleichung (1), 
also eine Norm und daher eine positive Zahl. Ferner ist sie ganz rational, denn die beiden 
ersten Summanden sind Produkte von Normen ganzer Quaternionen, der dritte und 
vierte zusammen die Spur eines ganzen (uaternions, daher selber eine ganze rationale 
Zahl. Null kann sie nur sein, wenn s-!r = q'p, d.h. wenn die beiden Kugeln identisch 
sind. Für zwei verschiedene Kugeln ist daher 1 der kleinste mögliche Wert. 

Um zu zeigen, daß die Kugeln gleichumgeben sind, beginnen wir mit den 
linearen gebrochenen Substitutionen im z-Raum, die Herr Fueter behandelt hat in 
seiner Arbeit: „Über automorphe Funktionen in bezug auf Gruppen, die in der Ebene 
uneigentlich diskontinuierlich sind‘ (dieses Journal 157 (1927), S. 66 ff.). Setzt man 
2=% + Xlı + glg + Xi, und versteht man unter a,b,c,d ganze (uaternionen, so 
stellt 





2’ = (az + b)(cz +d)" 
eine Abbildung des z-Raumes auf sich selber dar, wenn man diese Gleichung nach : 
auflösen kann. An die Stelle der Determinante ad — bc, die hier ihre Bedeutung ver- 
liert (vgl. Fueter, 1. c. S. 70), tritt folgender Ausdruck, den wir wieder als die Deter- 
minante der Substitution bezeichnen: 
D=aadd +bbcece —acdb — bdca. 

Für diese Definition gilt wie im kommutativen Fall der Satz, daß das Produkt der De- 
terminanten zweier Substitutionen gleich der Determinante der aus den beiden zu- 
sammengesetzten Substitution ist. Die direkte Verifikation dieses Satzes ist mühsam. 
Man kommt aber rasch zum Ziel, wenn man mit Herrn Fueter (l. c. S. 76) die Jacobische 


Funktionaldeterminante der Abbildung berechnet. Man findet für sie den Ausdruck 
D: 
a 
die Funktionaldeterminante, so muß dasselbe auch für den Zähler gelten, womit die 
Behauptung bewiesen ist. 
Die Determinante wird gleich 1 für folgende Matrizen: 


re) 


Da der Nenner die genannte Produkteigenschaft besitzt und ebenso auch 


wobei b ein beliebiges Quaternion sein kann. Falls eine Substitution die Determinante 1 
hat, so müssen die beiden Zahlen der ersten Zeile, a und b, nach links teilerfremd sein, 
d. h. die Gleichung ax + by = 1 läßt sich in ganzen Quaternionen lösen. Die Bestimmung, 
von x und y geschieht mittelst des Euklidischen Algorithmus, und hieraus folgt in 
bekannter Weise, daß man durch Zusammensetzung der allgemeinen Matrix mit Matrizen 
von der Gestalt S und 7 die erste Zeile abbauen und schließlich auf die Gestalt (e 0) 


HEFRUE AIG: ) a 
bringen kann, wo e eine Quaternioneneinheit ist. Geht man jetzt von der Matrix (6 I 
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welche die Determinante 1 hat, aus und setzt sie mit den inversen Substitutionen der 
S und T in umgekehrter Reihenfolge zusammen, so erhält man eine Matrix, deren erste 
Zeile (ab) lautet und deren Determinante 1 ist. Entsprechend kann man eine uni- 
modulare Matrix bestimmen, deren zweite Zeile aus zwei beliebigen links teilerfremden 
ganzen Zahlen besteht. Dieselben Sätze gelten für die Spalten, wenn man die Zahlen 
als rechts teilerfremd voraussetzt. Schließlich sei noch bemerkt, daß die linke Seite 


von (2) selber die Gestalt einer Determinante hat, nämlich der Matrix (? ei Man 


muß die Tatsache verwenden, daß die Spur eines Produktes sich nicht ändert, wenn man 
die Faktoren zyklisch vertauscht, und kann den Ausdruck so schreiben: 


ppss +gqgrr -prsq —qsrp. 
Das ist aber die Determinante der obigen Matrix. 

Aus der im Quaternionenraum uneigentlich diskontinuierlichen Substitutions- 
gruppe gewinnt man durch Hinzufügung einer fünften reellen Variabeln t eine im A, 
eigentlich diskontinuierliche Gruppe. Die zugehörigen Formeln lassen sich wie im Fall 
der Picardschen Gruppe berechnen, nur muß man die Reihenfolge der Faktoren berück- 
sichtigen und den Vertauschungssatz verwenden. Man findet: 


„ _ al +2) +azd +bzc + ba 


cc(2z2 +1) +dcez +2zcd +dd' 


tVaadd 4 bbece — acdb — bdca 
cc(z2 +2) +dez +zcd +dd 
Hierbei ist im zweiten Ausdruck das positive Vorzeichen der Wurzel zu nehmen. Unter 
der Wurzel steht die Determinante der Substitution in den Quaternionen. Wir betrachten 
nur den Fall, wo sie =1 ist. 
Nun schauen wir zu, was aus der unendlichen Kugel t’ = k wird. Wir erhalten: 
cc(2z2 +12) +dez+zcd + dd = t/k. 


Errichten wir andrerseits im Punkt z = q=!p die Kugel vom Radius 1/2kn(g), so lautet 
ihre Gleichung: 








= 


u: Dose u, 1 
2 -pr')@-gq'p)+ ( u. in) = end’ 
Diese Gleichung geht in die vorige über, wenn man c mit q und d mit — p identifiziert. 

Hieraus geht hervor, daß durch die erweiterten Substitutionen die Kugeln der 
Konfiguration nur unter sich vertauscht werden, und daß man durch geeignete Wahl 
der Substitution eine beliebige Kugel in eine beliebige überführen kann. Das heißt aber, 
daß die Kugeln der Konfiguration gleichumgeben sind. Da nun die unendliche Kugel 
von einer vierfachen Schar von Kugeln, nämlich den in den ganzzahligen Stellen des 
Quaternionenraumes errichteten, berührt wird, so gilt dasselbe auch von allen anderen 
Kugeln. 

Wir wollen nun k so bestimmen, daß der ganze obere Halbraum ti > 0 von den 
Kugeln überdeckt wird. Hierzu ist notwendig und hinreichend, daß die Begrenzung 
der unendlichen Kugel, t = k, ganz ım Inneren der übrigen Kugeln verläuft. Wir be- 
rücksichtigen zunächst nur die Kugeln, die in den ganzzahligen Punkten errichtet sind 
und den größten Radius, nämlich 1/2k, besitzen. Die Kugel in z = 0 hat die Gleichung: 


5 ( u 
za a) Tom 
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Setzen wir hierin t = k, so ergibt sich als Schnitt die vierdimensionale Kugelz2 =1 — 2 


Denselben Radius, /Y1 — k2, haben alle Kugeln, die in dem A, mit t=k an den ganı. 
zahligen Stellen ihren Mittelpunkt haben. Sie bilden ein biquadratisches innenzentriertes 
Gitter. Zur weiteren Untersuchung ist es bequem, ein fundamentales Biquadrat in 
16 Teilbiquadrate zu zerlegen durch Halbierung aller Kanten. Nehmen wir eines dieser 
Teilquadrate heraus, z. B. das mit z = (0 und z = j als gegenüberliegenden Ecken. Es 
trägt an den beiden angegebenen Stellen eine Kugel, die übrigen Ecken sind unbesetzt. 
Wir müssen nun den Radius so groß wählen, daß diese beiden Kugeln das Biquadrat 
überall bedecken. Diese Aufgabe läßt sich leicht analytisch behandeln, geometrisch 
hat man so vorzugehen, daß man einen Punkt des Biquadrates sucht, der von den beiden 
Eckpunkten O0 und 7 die größte Entfernung hat. Hierzu gehe man auf einem Kanten- 
weg von O nach j. Man braucht dazu 4 Kanten, und offenbar ist der Endpunkt der 


1 
zweiten Kante, also 5 (1 + i,), einer der Punkte. Seine Entfernung von 0 und von j 


ist gleich der Diagonale eines Quadrates von der Seitenlänge 1/2, also 4//2. Hieraus 
findet man für k denselben Wert 1//2. Der Radius der Kugel, die im Punkte z = q-'p 
bei der Kugelkonfiguration angebracht ist, wird 1//2n(g). Die Kugeln mit g =1 sind 
bereits berücksichtigt. Die an Größe nächsten haben den Durchmesser 1//2, denn für 
sie ist n(g) = 2. Diese berühren daher die unendliche Kugel t = 1//2, und insbesondere 


geht durch den vorhin gefundenen Punkt z = = (1 +i,), t=4/Y2 eine solche Kugel. 


Wenn man daher die Radien der ursprünglichen Figur mit k = 1 vergrößert und 
k von 1 an abnehmen läßt, so schließen sich die Lücken bei k=1/Y2. Der ganze obere 


Halbraum ist überdeckt, und nur der Punkt z = z (1 +1,) und alle Punkte, die aus 


ihm durch die Substitutionen der erweiterten Gruppe hervorgehen, liegen bloß auf 
der Begrenzung von Kugeln. Außer den vier bisher gefundenen Kugeln, die durch diesen 
Punkt gehen, gibt es noch sechs weitere. Im ganzen sind es die folgenden: 


p=14q9=0; p=0,qgq=1; p=1,4qg4=1; p=i,„q4=l; 
1 un 
p=-Itug=b p=szliltutnti,g-1t; p=hg=1-ü. 


Die Tatsache, daß der Punkt z = w, t = ö im Inneren oder auf der Begrenzung der 
Kugel über dem Punkte z = g!p liegt, wird wie in $2 durch folgende Formel wieder- 
gegeben: 


mr 1 ) 1 
u ug | 3 PB... SUR A 
(w— pg')(w—gp)+ (ö Kgd) iger 


oder 


—n rei Mr BE 
pp-pqw-wgp+(ww+öi)gg= .. 


Nun seien A und C reelle Größen, B und B zwei konjugierte Quaternionen. Ferner mögen 
p und g alle ganzen Quaternionen durchlaufen. Dann bezeichnen wir 


App +Bgp+pgB+Cgg 
als eine Hermitesche Form in den Quaternionenvariabeln p und g, ferner D= AC — BB 


als ihre Determinante. Man sieht, daß die linke Seite der vorigen Ungleichung eine 
Hermitesche Form mit der Determinante ö? ist. Hieraus ergibt sich in bekannter Weise der 


ea 














der 


en 
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Satz 4: Die Ungleichung 


läßt stets mindestens eine Lösung zu. Das Gleichheitszeichen ist nur für die Form 
u. RE _ 41 b 
pp -„A-i)gp- Paz i+tü)tgg 


mit D = 5 erforderlich und für die mit ihr äquivalenten. Das Minimum 1 wird durch 


die zehn oben genannten Wertepaare angenommen. 


Nun soll noch der Wert von k bestimmt werden, für den abgeschlossene Kammern 
entstehen. Zu dem Zweck müssen wir untersuchen, wann im A, mitt=k ein R, auf- 
tritt, der vollständig von den übrigen Kugeln überdeckt wird. Für die letzteren kommen 
sicher nur solche in Betracht, die über den ganzen Zahlen z liegen, denn k hat jedenfalls 
einen größeren Wert als vorher, wo alle Lücken geschlossen waren, und damals reichten 
die Kugeln über den gebrochenen Zahlen höchstens an die unendliche Kugel heran. 
Wir suchen in dem innenzentrierten Gitter der Ebene {= ein maximal belastetes 
R,-Gitter.. Die drei Punkte 0,1, haben voneinander die Entfernung 1, sie spannen 
daher ein Gitter auf, das von gleichseitigen Dreiecken erzeugt wird, ein sogenanntes 
hexagonales Gitter. Der Punkt j — i, liegt außerhalb dieser Ebene und hat von den 
drei Punkten die Entfernung 1. Er spannt daher mit der vorigen Ebene ein tetraedrisches 
Gitter und damit einen AR, auf. Es entspricht der dichtesten Lagerung von Kugeln und 
ist daher das maximal belastete. Nun ist in jedem Eckpunkt des Tetraeders eine Kugel 
angebracht, und diese überdecken das Tetraeder vollständig, wenn ihre Begrenzung 


v6 


durch den Mittelpunkt des Tetraeders geht. Der zugehörige Radius ist G° Hieraus 
POOR 
ergibt sich der Wert für k aus der Formel 1 — k? = = und man findet k -| = 


Damit ist der Satz bewiesen: 


Satz 5: Eine beliebige Quaternionengröße z läßt sich auf unendlich viele Arten 
durch rationale Quaternionen q=!p so annähern, daß die Ungleichung gilt 


Eingegangen 16. August 1931. 


Journal für Mathematik. Bd. 167. 











Untersuchungen über relativ Abelsche Zahlkörper. 


Von N. Tschebotaröw in Kasan. 





Die in der letzten Zeit gemachten Fortschritte der Theorie der relativ Abelschen 
Zahlkörper erlauben, die Struktur ihrer absolut Galoisschen Gruppen eingehender zu 
untersuchen. Das Endziel dieser Untersuchungen kann etwa folgendermaßen for- 
muliert werden: 


Aufgabe A. Es sei ein algebraischer Zahlkörper k gegeben, dessen Gruppe g sein 
möge. Es sei außerdem eine abstrakte Gruppe ® mit einem Abelschen Normal- 
teiler 9 gegeben, so daß die Faktorgruppe ©/S mit g isomorph !) ist. Man finde 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, daß es einen Oberkörper 
K von k gibt, dessen Gruppe mit © isomorph ist. 


Diese Aufgabe hat Berührungspunkte einerseits mit dem Problem der Aufstellung 
von Körpern mit vorgegebenen, insbesondere auflösbaren Gruppen, andererseits mit 
der Frage nach der arithmetischen Struktur der Zahlkörper. 


Für diese Aufgabe hat Herr A. Scholz (15—19) ?) besonders wichtige Ergebnisse 
erhalten. Seine Untersuchungen betreffen meistens die zweistufigen Gruppen (d.h. 
Gruppen mit Abelschen Kommutatorgruppen) und schreiten wesentlich in zwei Rich- 
tungen fort. Erstens hat er eine sehr zweckmäßige Klassifikation von zweistufigen 
Gruppen durchgeführt (15, 16). Für die einfachste seiner Klassen, welche er Dispositions- 
gruppen nannte, ist die Aufgabe A unabhängig von den arithmetischen Eigenschaften 
des Grundkörpers k lösbar. Er hat ferner den Begriff der Dispositionsgruppe auf be- 
liebige Gruppen erweitert (17). Zweitens hat er für andere Typen von zweistufigen 
Gruppen einen Zusammenhang zwischen der Lösbarkeit der Aufgabe A und arithmetischen 
Eigenschaften von k gefunden (Klassenzahl, Resteigenschaften der Grundeinheiten usw.) 
und seinen Ideengang auf das Klassenkörperturmproblem angewandt (18, 19; 7). 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, unter den relativ Abelschen Gruppen ?) 
die allgemeinste Klasse zu finden, für welche die Lösung der Aufgabe A von den arith- 
metischen Eigenschaften des Grundkörpers unabhängig ist. Diese Gruppen werden 
von mir Scholzsche Gruppen genannt, da sie eine natürliche Verallgemeinerung der von 
Herrn Scholz eingeführten Dispositionsgruppen darstellen. Sie entsprechen den relativ 
Abelschen Körpern, welche keine relativ unverzweigten Unterkörper enthalten (rein 
verzweigte Körper). Betreffis der Struktur dieser Gruppen spreche ich die Vermutung 
aus, daß sie durch die Struktur des Normalisators N einer zyklischen Untergruppe von 
9 vollständig bestimmt werden und bestätige diese Vermutung für den Fall, daß N 
das direkte Produkt von 9 und einer anderen Gruppe ist. 


!) Ich gebrauche das Wort „isomorph’” im Sinne „holoedrisch-isomorph”. 


?) Die fetten Ziffern entsprechen der Ordnung der zitierten Arbeit im unten angeführten Literaturverzeichnis. 


%) Darunter verstehe ich eine Gruppe mit einem Abelschen Normalteiler, wenn ich auf den letzteren besondere 
Aufmerksamkeit lenken will. 
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Sodann betrachte ich verschiedene Typen von Führern und untersuche die ihnen 
entsprechenden rein verzweigten Teilklassenkörper mit ihren absoluten Gruppen. 
Man kann die letzteren nur in besonderen Fällen abtrennen, wofür ich hinreichende 
Bedingungen herleite. Um verschiedene Typen von Scholzschen Gruppen zu unter- 
scheiden, dient eine für jede Primzahl p bestimmbare Invariante des Grundkörpers. 
Um aber für eine vorgegebene Scholzsche Gruppe die Aufgabe A zu lösen, ist es not- 
wendig, die Existenz der Primzahlen mit einem vorgegebenen Wert dieser Invariante 
nachzuweisen. Es ist mir bis jetzt nicht gelungen, dieses Problem zu lösen. 


Ist für einen Führer der ihm entsprechende rein verzweigte Teilklassenkörper 
nicht abtrennbar, so kann dennoch die Aufgabe A lösbar sein. Das gilt nämlich, 
wenn ® eine duale Gruppe ist. 

Diese Arbeit enthält einige methodische Eigentümlichkeiten, die hoffentlich auch 
von selbständigem Interesse sind. Zu diesen gehört z. B. die Einführung der „Körper- 
gruppe“, d. h. der Gruppe, deren Elemente relativ zyklische Körper mit einer bestimmten 
Kompositionsweise sind. Dieser Begriff erlaubt, auch Gruppen von nicht normalen 
Körpern zu betrachten. Ist aber der Körper normal, so ist die ihm entsprechende Körper- 
gruppe gegenüber denjenigen Automorphismen invariant, die den Substitutionen der 
Galoisschen Gruppe von k entsprechen. 

Der Zusammenhang zwischen der Körpergruppe und der gewöhnlichen Gruppe 
ist dem geometrischen Begriff Dualitätsgesetz analog. 

Nun will ich eine Übersicht des Inhaltes angeben. 

In $1 lege ich kurz die für das Folgende notwendigen Tatsachen der von 
Herrn A. Chatelet (2) entdeckten Behandlungsmethode der relativ Abelschen Gruppen 
dar. Hier werden den Automorphismen der Abelschen Gruppen die Matrizenringe einer 
speziellen Art zugeordnet. Diese Methode erlaubt, in die Natur der allgemeinen relativ 
Abelschen Gruppen tiefer einzudringen. 

Als Anwendung leite ich in $2 einige hinreichende Bedingungen dafür, daß ein 
jeder direkte Faktor von 9, der Normalteiler von ® ist, einen anderen Faktor (,„‚Quotient‘‘) 
auch als Normalteiler von © zuläßt. Dazu benutze ich den Beweis von Herrn J. Schur 
(20) der vollständigen Reduzibilität der halbreduziblen endlichen linearen Gruppen. 
Diese Bedingungen sind für die Theorie der rein verzweigten Körper nützlich. 

$3 ist der Entwicklung des „Dualitätsgesetzes‘‘ gewidmet. Den „Koordinaten“ 
eines Elementes von 5 werden „Ebenenkoordinaten‘“ einer Untergruppe zugeordnet, 
deren Index gleich der Ordnung des ursprünglichen Elementes ist. Die Zuordnung wird 
dadurch definiert, daß die Polarform einer für die Gruppe 9 charakteristischen qua- 
dratischen Form kongruent Null gesetzt wird. Ist die dem „dualen Raum‘‘ entsprechende 
Darstellung von © der ursprünglichen Darstellung ähnlich, so besitzt © die folgende 
Eigenschaft: Ist ein Teiler 8 von $ vorhanden, der Normalteiler von © ist, so gibt es 
einen anderen Teiler derselben Art, dessen Index gleich der Ordnung von $ ist. Man 
kann den Koordinaten des dualen Raumes die Elemente der schon erwähnten Körper- 
gruppe zuordnen. Sind insbesondere die erzeugenden Elemente von $ von gleicher 
Ordnung, so ist die Gruppe dual. 

In $4 führe ich den Begriff der Scholzschen Gruppe ein. Für diese Gruppen sind 
folgende „‚Größen‘‘ charakteristisch: die Struktur der Faktorgruppe &/$, die Ordnung 
einer größten zyklischen Untergruppe h von 5 und die Struktur des Normalisators N 
von h. Ich spreche die Vermutung aus, daß durch Angabe dieser „Größen“ die Scholzschen 
Gruppen vollständig bestimmt werden, und bestätige diese Vermutung für den Fall, 


daß 9 ein direkter Faktor von R ist. 
13* 
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In $5 erkläre ich den Begriff der Körpergruppe, indem ich den von Kronecker (11) 
eingeführten Begriff der Komposition der zyklischen Körper benutze. Sodann leite ich 
einige einfachste Eigenschaften der rein verzweigten Körper ab. 

In $6 betrachte ich den Fall, daß der Führer ein Primideal p des Grundkörpers 
ist. Ist dabei p vom 1. Grade, so hat die Norm *) des entsprechenden rein verzweigten 
Körpers eine Dispositionsgruppe als absolute Gruppe. Es kommt dabei nicht darauf 
an, welche absolute Klassengruppe der Grundkörper hat (vgl. $ 2, das zweite Kriterium). 
Übrigens wurde dieser Fall schon von Herrn Scholz erledigt. 

Ist aber p von höherem Grade, so erhalten wir einen rein verzweigten Körper mit 
einer Scholzschen Gruppe als absoluter Gruppe. Die Vertauschbarkeit der Substitutionen 
von N und 9 läßt sich mit Hilfe einfacher zahlentheoretischer Überlegungen untersuchen. 
Die Gestalt einer weiteren Relation zwischen den erzeugenden Elementen von N und 9 
ist mit dem Wert eines speziellen Symbols vom Hilbertschen Normenrestsymbol-Typ 
verbunden. Darum fordert die Lösung der Aufgabe A die Lösung eines neuen Dichtigkeits- 
problems, welches ich nicht erledigen konnte. 

In $7 beschäftige ich mich mit dem Fall zusammengesetzter Führer. Ich führe 
die den Primidealen des Führers entsprechenden ‚idealen Körper‘ ein, die ich mir als 
Oberkörper des absoluten Klassenkörpers von k vorstelle.. Der gesuchte Körper wird 
somit als ein Unterkörper des Kompositums (‚relativen Produkts‘) aller auf diese Weise 
gebildeten Körper dargestellt. 
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$ 1. Die Chateletsche Behandlungsmethode relativ Abelscher Gruppen. 
Hier will ich die Grundzüge der schönen Theorie von Herrn Chatelet (2) darlegen **), 
die uns im folgenden nützlich ist. 


1. 9 sei eine endliche Abelsche Gruppe; deren Basiselemente seien A,, Ay, . . ., An. 
Wir setzen voraus, daß diese Basis eine maximale ist, d.h. daß die A, von Primzahl- 
potenzordnungen sind. Wir nehmen der Allgemeinheit halber an, es gebe zwischen den 
A; Relationen, unter denen 
pi Pin 


(1.1) kur dr: Au (=1,2,...n), 
die erzeugenden sein mögen (d.h. jede Relation zwischen den A; ist Folge der Relationen 
(1.4). Wir sagen mit Herrn Chatelet, daß die Matrix P = (p,,) den Modul (1.1) der 
Gruppe 9 repräsentiert (tableau, associe au module (1.1) de 9). 


Soll ein Element B=E sein, so muß gelten: 
GER © RER nd << 
woraus folgt: 
%, = YıPır + YaPza 7°" + YuPyr (k =1,2,...,n) 
oder 
(2, Ipeon %.) ur (Y1 Yn+.. y„)P ’ 
wobei die Symbole (x, %3, - - -,2„) als einzeilige Matrizen zu betrachten sind. Zwei 
Elemente der Gruppe 9 sind dann und nur dann gleich, wenn die ihnen entsprechenden 
Indizes (%, &g, - - -, 2n) und (21, 23, - - .,2„) durch folgende Relation verbunden sind: 
(2.1) Br) 7 a ie PR, 
wobei (Yy, Ya - - -,Y„) eine ganzzahlıige Zeile ist. Wir führen statt (2.1) die folgende 
Bezeichnung ein: 
(3.1) (21 29... %n) = (21 22, - - -, 2n) (mod P). 
2. Unter einem Automorphismus der Gruppe & verstehen wir einen Übergang 
zu einer neuen Basis, für welche alle Relationen (1.1) gültig bleiben. Ist 


B, = 14 (k=1,2,....n) 
ein soleher Automorphismus, so muß sein: 
n Pk N pıelk ‚Era 
J,(B,) = IB, en. TA; = IA =E (0 ee 1, 2, ’ n), 


d.h. 





*) Herr Hasse hat mich darauf hingewiesen, daß O. Schreier (19a) eine ähnliche Theorie ganz unabhängig 
entwickelte und weiterführte. 
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(4.1) (Part ‚2, Pate MAN ZPatn) =0(moddP) (e =1,2,...,n). 


Fassen wir diese Zeile als die A-te Zeile einer quadratischen Matrix auf, so kann man 
die Kongruenz (4.1) folgendermaßen schreiben: 

(5.1) PT=6P, 
wobei T = (tx) und © eine ganzzahlige Matrix ist. Diese Eigenschaft ist für die einem 
Automorphismus entsprechende Matrix 7 charakteristisch (7 ist nach der Ausdrucks- 
weise von Herrn Chatelet semipermutable = halbvertauschbar mit P). Genügen T, und T, 
der Gleichung (5.1), so ist das auch für 7,+ T, und 7,T, der Fall. Man sagt, daß 
die der Gleichung (5.1) genügenden Matrizen eine endliche Algebra bilden. 

Führt 7T die Gruppe 9 in sich und nicht in eine Untergruppe über, so heißt der 
Automorphismus 7 eigentlich. Dazu ist notwendig und hinreichend, daß die Substitution 
(y) = (z)T umkehrbar ist. Das ist stets der Fall, wenn die Determinante |7| zu der 
Ordnung von 9 (d.h. der Determinante | |) relativ prim ist. Alle eigentlichen Auto- 
morphismen von 9 bilden eine Gruppe. 


3. Es sei 8 eine Untergruppe von 9, deren Basiselemente 


(6.4) Bi = Hay (G=1,%...mim<n) 
sein mögen. Ist m<n, so setzen wir noch Bu+ı = Ba: ='''=B„=E. Sind 
p,= I B* — E A=12...,n) 


die erzeugenden Relationen der Gruppe $, so müssen sie nach Einsetzen von (6.1) 
Folgen der Relationen (1.1) sein: 


d.h. 
&r 


vr 28 Tau Car Pau ? 


woraus folgt: 
RQ=HP, 

wobei R dem Modul von & entspricht und H, Q ganzzahlige Matrizen sind. 

Andererseits ist P durch R ‚‚rechts teilbar‘. Denn es ist bekannt, daß jede Unter- 
gruppe einer Abelschen Gruppe mit einer Faktorgruppe derselben Gruppe isomorph ist. 
Diese letztere Gruppe kann folgendermaßen dargestellt werden: Man fasse wieder 
A), Ag: ., An als erzeugende Elemente auf, zwischen denen nicht nur (1.1), sondern 
gewisse andere Relationen, etwa 


(7.4) 9, = Ar Ad: A"=E ir... 
bestehen sollen, von denen die Relationen (1.1) Folgen sind: 
(8.1) I, 


oder ausführlich: 
ar apa... Pin _ (an 2. . Au er (a Er Auen 
Da diese Relation identisch in A,, Az, . . ., An bestehen muß, so folgt: 
Pie — Alan Aal tt An an („k=1,2,...n), 


oder 
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P=AR 
(A ganzzahlig), w. z. b. w. 

4. P= QR und P = Q’R’ seien zwei Zerlegungen des Moduls P. Wann entsprechen 
sie einer und derselben Untergruppe 8 von 9? Es ist einerseits evident, daß die Zer- 
legung P = 0Q2 -E'R derselben Untergruppe entspricht, wenn 2 eine beliebige uni- 
modulare Matrix (d.h. von der Determinante + 1) ist. Denn der Matrix Q & entspricht 
eine andere Basis derselben Untergruppe 8 und die Matrix £°'R ergibt dieselben Re- 
lationen wie R, nur in einer anderen Form. Sollen andererseits R und AR’ derselben Unter- 
gruppe K entsprechen, so müssen die Moduln von R und A’ zusammenfallen. Mit anderen 
Worten, sind 27, 23, - - -, 7” ganzzahlig, so gibt es ganzzahlige 21, 22, . . -, 2, für welche gilt: 

24: a) A u, u: u), 
und umgekehrt, jedem ganzzahligen Wertesystem 21, 23,...,2„ entspricht ein ganz- 
zahliges Wertesystem 2,, 23, . . -,2n. Dies kann dann und nur dann erfüllt werden, wenn 
die Matrizen R(R’)"" und R’R”' = [R(R’)"'|”" ganzzahlig sind. Daraus folgt, daß 
R(R')' = EZ unimodular ist, d.h. es gilt: 
R=ZR, |2l=- +1. 


$ 2. Normalteiler. Relative Produkte. 

1. Es sei nun ® eine Obergruppe von 9, die $ als Normalteiler enthält und somit 
als Automorphismengruppe von 9 aufgefaßt werden kann. Den Substitutionen von © 
seien Matrizen vom Typ 7 zugeordnet. Ist $ eine Untergruppe von 9 und zugleich 
ein Normalteiler von ®, und ist R eine Matrix des Moduls von $, so sind die T nicht 
nur mit P, sondern auch mit AR halbvertauschbar: 

(1.2) RT = OR. 


2. Setzen wir voraus, daß 9 in ein relatives Produkt (d. h. in ein direktes Produkt, 
dessen beide Faktoren Normalteiler von ® sind; vgl. 15) zerfällt und $t einer der Fak- 
toren ist: 


H=RKxX 8, 
so kann man P auf die Gestalt 
A .) 
> 
BE ” B 


dem Modul von $, wobei E eine Einheitsmatrix von 


0 5) 
geeignetem Grad bedeutet. Bringen wir 7 in die Form (7 pi so zerfällt die Gleichung 


bringen. Es entspreche E 


(1.2) in die folgenden Gleichungen: 
ABU“, AN-T Re, 06V. 


Da aber 7 nur bis auf ein rechtes Vielfaches von ? = fr 5) bestimmt ist, so kann man 


a 0-2 6 Do 0) 


nehmen (7 ist halbreduzibel). Nehmen wir den anderen Faktor $, in Betracht, so können 


T ın der Gestalt 


wir T in vollständig reduzierte Gestalt en 0) bringen. 
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Ist 8 als direkter Faktor von $ und Normalteiler von & vorgegeben, so wird da- 
durch $, bekanntlich nicht eindeutig bestimmt. Es entsteht die Frage, ob man nicht 
als $, ebenfalls einen Normalteiler von © wählen kann. Wir wollen dafür einige hin- 
reichende Bedingungen aufstellen. 


3. Damit $, ebenfalls Normalteiler von © sei, ist notwendig und hinreichend, 
daß jeder Automorphismus 7 von © (welchen wir uns von vornherein in halbreduzierte 


Form gebracht denken) in die Gestalt ey 0) gebracht werden kann. Die Frage kommt 
somit auf die Aufgabe zurück, den Bestandteil B von P = - 5) so zu ändern, daß 


alle Matrizen 7, die eine halbreduzierte Matrizengruppe modulo ? bilden, vollständig 
reduziert werden. Diese Aufgabe hat Herr J. Schur (20, S. 415, Z.3 v. u.) für gewöhn- 
Mr Nr 
0 Or 


die Matrizengruppe mittels einer Matrix von der Gestalt - = wobei es genügt, 


liche endliche Matrizengruppen gelöst. Ist nämlich 7 = | ) so transformiert er 


F= —y N ,Q,-ı zu nehmen (n =Ord 6/9). Für unsere Zwecke ist es aber noch not- 
Ss 


wendig, daß F eine ganzzahlige Matrix ist. Da wir alle Matrizen T modulo P betrachten, 
so kann diese Forderung stets erfüllt werden, wenn die Determinante |P| = Ord 9% 
relativ prim zu n ist. 


4. Die soeben angeführte Bedingung ist keineswegs notwendig. Um ein anderes 
Kriterium herzustellen, fassen wir wieder die Gruppe ©/S als eine lineare homogene 
Substitutionsgruppe auf, indem wir die Gruppe 9 als eine additive Gruppe darstellen 
(d.h. etwa x; = log A; setzen). Dann betrachten wir die lineare Form 


g = ut tut + Uta 


wobei u,, Us, . . ., 4, unbestimmte Veränderliche sind, und bezeichnen mit £” die Form, 
in die & mittels der Substitution 7 übergeht. Die quadratische Form 


(2. 2) F=2() 


ist offenbar gegenüber ®/$ invariant. Wir zerlegen F in eine Summe unabhängiger 
Quadrate und betrachten sie modulo P. Ergibt F n unabhängige Quadrate und sind 
ihre Koeffizienten zu | ? | relativ prim, so beweist man leicht, daß die Gruppe vollständig 
reduzibel ist (22, S. 106, Fundamentalsatz 99). Dazu ist aber notwendig und hinreichend, 
daß die Diskriminante D der Form F zu | P | relativ prim ist. Da aber diese Diskriminante 
die Veränderlichen u,, us, . . ., u, enthält, so kann man nach einem Verfahren von Herrn 
Hensel (10, Kap. X) dieses zweite Kriterium folgendermaßen formulieren: 


Sind P1, Pa - - -, Ps sämtliche verschiedenen Primteiler von | P |, so muß sein: 
D =# 0 (modd. p;, u — u, Wi —u,..„un—u) (i=1,2,...,K). 


Dieses Kriterium hat nur im Falle k = 1 (d.h. 9 ist von Primzahlpotenzordnung) 
eine wirkliche Bedeutung. Es ist sicher erfüllt, wenn © eine allgemeine Dispositions- 


gruppe (17) ist, wenn also alle &” modulo ? unabhängig sind. 

Hat die Form F nur m < n unabhängige Quadrate y, y2, .. ., y2, so ist der durch 
YpYa ++, Y, erzeugte Normalteiler $, von 9 und © stets in relative Produkte zer- 
fällbar. Man hat dann 9, an Stelle von 9 zu betrachten. 

5. Beispiel (vorgelegt von O. Schreier, 25, S. 187). 











en = DE Ze & | > Be => Er ni 
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Ord A=OrdB=Ord 0 =p, A® = A, BP = AB = BA. 
Ö = (A, B, 9), 9 — (A, B). 


P= r „! Dies erlaubt, alle Matrizen nicht modulo ?, sondern einfach modulo 


zu betrachten. Sind den Elementen A, B die Veränderlichen x bzw. y zugeordnet, so 


läßt sich der Automorphismus @© folgendermaßen darstellen: 


0: =, Y=z+y. 
Daraus folgt: 
6: X =2, yY=-kk+y (k = 0,1,2,..,.p 1). 


F = (ux + vy)® + (ux + vy)29 + -- + (ux + vy)?PT" = (ur + vy)® 


+(u Fee + wy)® + +(u +pv — vr + ıy)® 








— |pu® + p(p —-1)uv + Kam op = 1) ” 2? +2 Ipu + Bo — v|vay + puy? 
I 5 Ka > ui (mod p). 


Für p>3 ist F=0 (modp). 
Für p=3 ist F =5«? (mod 3). 
Für p=2 ist F=2? (mod2). 


Jedenfalls ist 9 nicht in relative Produkte zerfällbar. 


$ 3. Duale Gruppen. 


1. Die in $2 betrachtete Klasse von relativ Abelschen Gruppen, die wir reguläre 
Gruppen nennen wollen, läßt eine wichtige Verallgemeinerung zu, welche den Gegen- 
stand dieses Paragraphen bildet. 

Definition. Hat ein Abelscher Normalteiler 9 einer Gruppe © die Eigenschaft, 

daß man jeder Untergruppe $ von 5 von der Ordnung s so eine Untergruppe N 

von 59 vom Index s (und dabei «> 59/8) zuordnen kann, daß gilt: 

1. Ist 8, Durchschnitt von &,, 8,, so ist $, das Kompositum von ®,, 8,, und 
umgekehrt, 

2. ist gleichzeitig mit ft ein Normalteiler von ®, 

so sagen wir, die Gruppe 9 sei dual (in bezug auf ©). 

Fügen wir noch die Bedingung hinzu, daß ® zu $ relativ prim ist, falls 8 ein 
direkter Faktor von 9 ist (d. h. seine Invarianten entweder maximal oder gleich 1 sind), 
so erhalten wir die Definition der regulären Gruppen. 

2. Um eine sehr umfassende Klasse von dualen Gruppen aufzustellen, bedienen 


wir uns der geometrischen Ausdrucksweise. Jedem Element A = A]'A3°’-- - An" der 
Gruppe $ ordnen wir den Vektor mit den Koordinaten x,, 23, - . -, %„ zu. Ändern wir die 
Basis [A,, Ay... ., An], so erleiden die Koordinaten x,, 23, .. .,X%n dieses Vektors eine 
lineare Transformation, die wir als eine Koordinatentransformation auffassen. Damit 
wird jedem Element von 9 ein Vektor eines affinen Raumes zugeordnet, und diese Zu- 
ordnung ist von der Wahl des Koordinatensystems unabhängig. Ebenso entspricht 
jeder zyklischen Untergruppe von 9 eine Gerade und allgemeiner jeder Untergruppe 


von 9 ein Teilraum. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 14 
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Jedem Element von © entspricht eine Abbildung unseres Raumes. Den Normal- 
teilern von © unter den Untergruppen von $ entsprechen die Unterräume, die gegen- 
über allen Abbildungen von ® invariant bleiben. 

3. Nun führen wir ein neues System ganzer Zahlen u,,u,,...,u„ (sog. Ebenen- 
koordinaten oder Koordinaten eines dualen Raumes) ein, die mit den Koordinaten 
X, £gy «+, %u folgendermaßen verbunden sind: 


(1.3) P’'(x,u) =0 (mod), 
wo P(x, u) die der Matrix P entsprechende bilineare Form z P,2%,u, (also P""(x, u) die 


der zu P inversen Matrix P”' entsprechende) ist und das Zeichen =0 (mod 1) die Ganz- 


zahligkeit bedeutet (die Form P”’(x, u) ist nicht ganzzahlig). 
Durchläuft das Zahlensystem (2, 23, . ..,%n) alle Indizes der Gruppe 9, so ist 
die Gleichung (1.3) dann und nur dann befriedigt, wenn die Werte aller Ableitungen 


_1 
” ne ganz sind. Dies bedeutet, daß die u; folgender Bedingung genügen müssen: 





(Un Up... Un) = (V1, 9 - » -, On) P', 
WO d,, da, . . ., %, ganze Zahlen sind und P’ die zu P transponierte Matrix bedeutet. Solche 


Systeme entsprechen dem Einheitselement der Abelschen Gruppe $, deren Modulmatrix 
P’' ıst. Diese Gruppe ist mit 5 isomorph. 


4. Durchläuft das Zahlensystem (x, &3, ...&%„) die Indizes der Elemente einer 
Untergruppe 8 von 9, so durchläuft (u,, us, .. .,4„) die Indizes der Elemente einer 


anderen Untergruppe & von $. Wir wollen beweisen, daß S mit $/& isomorph ist. Um 
umständliche Rechnungen zu vermeiden, nehmen wir P in Diagonalform an: 


pı 0 ---0 
r-(‘ Ps . 
00 ..p 


Pı__ 


P2 Pn__ 
und betrachten einen Abelschen Körper K = k (Ym,, Vm,, . . ., Ym„), dessen Gruppe 
mit 5 isomorph ist, wenn e = exp (5) 5) in k enthalten ist (p = pı' Pa‘ p,). Wir 


Pi _ 
ordnen dem Element A; von 9 die Operation der Gruppe von K zu, welche m; in 


Pi__ 
eüi - Ym; (a = P) überführt und die übrigen Radikale invariant läßt, und betrachten 


Pi__ 
die Gesamtheit der Radikale als eine multiplikative Abelsche Gruppe: B;>Ym;. Heben 
die Exponentensysteme u}, Uy,..., U, eine Untergruppe ® dieser Radikalgruppe (oder 


lieber: Körpergruppe) heraus, so stellen wir fest, daß der mittels der Elemente von N) 
erzeugte Körper zu einer Untergruppe 8 von 9 gehört. Üben wir eine Substitution 


ER ER ER 
A = AT AR --- Ay" auf (Ym,)" - (Ym,)" --- (Ym,)'" aus, so erhält diese Größe den 
Faktor egızırı +aarata ++ gnznun, A gehört also zu dann und nur dann, wenn gilt: 
g1%u, + Qalaug ++ 9,%,u, =0 (mod p), 
wobei das Zahlensystem (u,, Us, . . -, uU„) alle Indizes der Gruppe ® durchläuft. Diese 
Gleichung kann folgendermaßen dargestellt werden: 


5) Wir führen die folgende Bezeichnung ein: exp (z) — eZaiz, 
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Da aber 
Io. 0 
Pı 
1 
1 _ 0 — +. 0 
Ben Pa 
DE 
u 
\ Pr; 


ist, so kommen wir genau zur Gleichung (1.3). Nun ist ® mit der Galoisschen Gruppe 
des durch die Elemente von & erzeugten Körpers, d.h. mit H/& isomorph. 

Ebenso leicht überzeugen wir uns mit Hilfe der Galoisschen Theorie, daß die Be- 
dingung 1. der „Definition“ erfüllt ist. 

5. Die Bedingung 2. der „Definition“ ist nicht immer erfüllt. Um dies einzusehen, 
gehen wir von den folgenden leicht verifizierbaren Transformationsformeln aus: 

(2.3) P(xU,u) =UP(x,u), 

(3.3) P(x«,uV)=PV’(«,u), 
wobei U, V beliebige unimodulare Substitutionen sind. Dann ziehen wir die Formel 
(5.1) in Betracht: 

(4.3) PT=@OP. 

Diese Formel besagt, daß jedem Automorphismus 7 eine andere unimodulare Sub- 
stitution © entspricht und umgekehrt. Dem Produkt 7, 7, entspricht das Produkt 
0,©,, wie dies aus der Formel hervorgeht: 

PT,T,=@,PT,=0,0,P. 
Die Substitutionen © bilden somit unter sich eine mit ©/$ isomorphe Gruppe. Setzen 
wir in (2.3), (3.3) U=T, V= 09", so erhalten wir: 

P\zT,uo")= TP"'O""x,u) = P’'x, u). 

Dies besagt, daß die Form P(x, u) sich nicht ändert, wenn wir gleichzeitig auf x und u 
die Substitutionen 7 bzw. O’”' ausüben. 

6. Durchläuft 7 die ganze Gruppe ©/$, so durchläuft die entsprechende Substitu- 
tion O’”’ eine mit &/$ isomorphe unimodulare lineare homogene Gruppe. Ist dabei P 
eine symmetrische Matrix (was man stets voraussetzen kann), so genügt ©'"' wie T 
der Gleichung (4.3). Im allgemeinen sind die beiden Gruppen nicht unimodular-ähnlich. 
Trifft dies aber zu, so können wir die Basis etwa von Ö so ändern, daß die einander 
entsprechenden Substitutionen 7 und ©’”' zusammenfallen. Dann sind 8 und N 
gleichzeitig Normalteiler von ®, d.h. die Bedingung 2) der „Definition“ ist erfüllt. Die 
Gruppe ist also dual. 

Man beachte, daß die von uns betrachtete Automorphismengruppe nicht immer 
mit ©/S isomorph ist. Dies tritt notwendig ein, wenn © eine Abelsche Obergruppe 
von 9 als Normalteiler enthält. Dann können wir auch nicht behaupten, daß die Körper- 
gruppe mit & isomorph ist. Der Begriff Körpergruppe kommt dem Krullschen Begriff 


verallgemeinerte Abelsche Gruppe zu (11a). Es kann wohl eintreten, daß derselben 


Körpergruppe verschiedene & entsprechen. Die Überlegungen dieses Paragraphen sind 
14* 
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aber richtig, wenn wir unter dem Zeichen &/$ die Automorphismengruppe von ® ver- 
stehen, welche durch die Substitutionen von & bewirkt wird. 


7. Beispiel 1 (s. Beispiel des $ 2. OrdA=OrdB=OrdT=p, A’=4 
B’=AB=BA. 6=(A,B,T), 9 = (A,B). 


Pd. 7-9. ol 


}) 


Setzen wir S = ( ), so gilt TO, Die Gruppe ist also dual. Der einzige 


—10 
echte Normalteiler (A) von © entspricht sich selbst, so daß die Gruppe nicht regulär ist. 
Beispiel 2. 9 sei eine beliebige Abelsche Gruppe, & ihre volle Automorphismen- 


gruppe. ©'”' ist ein Automorphismus von $, muß also in ® enthalten sein. & ist dual 
(vgl. 2, S.165, 2.1—-2 v.o.). 


Beispiel 3. Die erzeugenden Elemente von 5 sind von gleicher Ordnung. ? ist 
eine Diagonalmatrix mit gleichen Elementen, also mit jeder Matrix vertauschbar. Dann 
ergibt die Formel (4.3): 


=T. 
Es liegt nahe, daß diese Gruppen dual sind. 
Beispiel 4 (von Herrn Scholz brieflich mitgeteilt). 


Ord A = p2, OrdB=p, A’=AB=BA, B"=B,0OrdT=P. 
Kr) 
>=% p/’ ne 0 4/° 
Aus (4.3) erhalten wir: 
4 P\ 1 0) 
e-|, Va  £ 
x ß 


e .) und suchen die Gleichung (HN, = Tzu befriedigen, so finden wir: 


Setzen wir U = | 


«=0, — pB u & 
U kann also nicht unimodular sein. Andererseits kann diese Gruppe nicht dual sein, 


da ® einen zyklischen Normalteiler (A) enthält, während es keinen zyklischen Normal- 
teiler von der Ordnung p? gibt. 


$ 4. Scholzsche Gruppen. 


1. Herr Scholz (15) betrachtete einen besonderen Typ von zweistufigen Gruppen, 
die er Dispositionsgruppen nannte. Darunter versteht er Gruppen © mit Abelschem 
Normalteiler $ und Abelscher Faktorgruppe ©/9, bei denen 9 das direkte Produkt von 
zyklischen Gruppen ist, die entstehen, wenn man auf eine von ihnen die Substitutionen 
von &% ausübt, und zwar eine von ihnen in dieselbe konjugierte Gruppe durch verschiedene 
Substitutionen nur dann übergeht, wenn die letzteren in derselben Nebengruppe 95 liegen. 
Somit ist die Anzahl konjugierter zyklischer Gruppen von Maximalordnung gleich der 
Ordnung der Gruppe ©/9. 

Herr Scholz hat für Dispositionsgruppen folgende zwei Tatsachen bewiesen: 

1) Eine Dispositionsgruppe © wird vollständig bestimmt, sobald man die Gruppe 

&/H und die Ordnung eines erzeugenden Elementes von 9 kennt. 

2) Ist ein algebraischer Zahlkörper mit der Gruppe &/S) gegeben, so kann man 

stets einen Oberkörper finden, dessen Gruppe © ist (Dispositionskörper). 








T- 
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2. Die erste Behauptung hat Herr Scholz (17) auf den Fall erweitert, daß &/H 
eine beliebige Gruppe und 9 ein direktes Produkt von beliebigen isomorphen Gruppen 
ist. Er nannte (brieflich) solche Gruppen allgemeine Dispositionsgruppen. 

3. Wir wollen diesen Begriff in einer anderen Richtung verallgemeinern. ®/9 sei 
beliebig, 9 ein direktes Produkt von zyklischen Gruppen, 9=h5, X D,X X b,, die durch 
Substitutionen von ® ineinander übergehen. Jedes bh, hat aber einen Normalisator 
N%,>9. Die Anzahl k der zu h, konjugierten Gruppen ist gleich dem Index (G: R,). 
h, geht mittels $ dann und nur dann in h, über, wenn $ in der i-ten Nebengruppe NW, S; 
liegt. Endlich setzen wir voraus, daß der Durchschnitt aller N; genau gleich 9 ist. Wir 
wollen solche Gruppen Scholzsche Gruppen nennen. 

Es sei mir gestattet, für Scholzsche Gruppen folgende Vermutung auszusprechen: 

Vermutung. Eine Scholzsche Gruppe © ist vollständig bestimmt, sobald man 
6/9, die b,; und n, = W/da X 3 X» x bh, kennt. 

4. Es ist mir gelungen, die soeben ausgesprochene Vermutung für den Fall zu 
beweisen, daß n, sich als direktes Produkt darstellen läßt, von dessen Faktoren der eine 
mit h, isomorph ist. Wir setzen schlechtweg n, = bh, x m,. Es sei Ordh, = n. 

Wir stellen © als reguläre Permutationsgruppe unter den Veränderlichen X,, £3, 23, . - - 
dar und bilden eine Funktion u, = f(&,, 2, ...), welche zur Gruppe m,(9, XD, x: x h,)®) 
gehört. Üben wir auf u, die Substitutionen der zyklischen Gruppe h, aus, so erhalten 
wir n Funktionen 

Bine ie 
die nur zyklische Permutationen erleiden, wenn man auf sie die Substitutionen von WR, 
ausübt. Die Funktion 


,=-u+..'",+' tet (e = exp (= )) 


N 


erleidet nur Multiplikationen mit Potenzen von e, wenn man auf sie die Substitutionen 
von H, ausübt, und bleibt gegenüber den Substitutionen von m,(dz X D3 X x h,) 
unverändert. Die Funktion v! bleibt also gegenüber den Substitutionen von NW, un- 
verändert. 

Üben wir auf v, die Substitutionen S, = E, S,,.. ., S; aus, welche Repräsentanten 
verschiedener Nebengruppen von © nach N, sind: 

GN +NRıISE + FRI 

so erhalten wir die Funktionen v,,0g2,...,%. Ihre n-ten Potenzen v1,v5,...,%% 
bleiben gegenüber $ unverändert und erleiden durch beliebige Substitutionen von & 
nur Vertauschungen, die eine Darstellung von &/$ als Permutationsgruppe bilden. Diese 
Darstellung ist wegen der letzten Voraussetzung über Scholzsche Gruppen eigentlich. 

Daraus folgt, daß die Funktionen v,, v5, . . ., % gegenüber allen Substitutionen von 
Ö nur Vertauschungen und Multiplikationen mit Potehzen von e erleiden. Wir wollen 
zeigen, daß man in jeder Nebengruppe der Zerlegung 

=H9+9T,+:+9Tm 

solche Repräsentanten auswählen kann, daß die Funktionen v,, d%y,..., dx gegenüber 


diesen Repräsentanten nur Vertauschungen erleiden. Es sei U, eine erzeugende Sub- 
stitution von h,, welche v, in ev, überführt, die übrigen v; nicht ändert. Dann führt 


U, =, U,S, v, in eu, über und ändert die übrigen v; nicht («=1,2,...,k). Ist z.B. 


°*) Darunter verstehe ich die Gruppe, deren Faktorgruppe in bezug auf 9, X, X +: X br gleich 
m, ıst. Wir haben das Recht, eine solche Definition einzuführen, da diese Gruppe ein Teiler von N ist 
und N die Gruppen h, und 9, X 53 X---X br als Normalteiler enthält. 
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Ü Basen 9 
s-( 17 2 „ *k ,, 


EU, EU on 0 EU 
so gilt: 
a He] 

Die auf diese Weise normierten Substitutionen bilden offenbar eine Gruppe, die mit 
6/9 isomorph ist. Die volle Gruppe © wird also dadurch als eine monomiale Gruppe 
(22, S. 90) dargestellt, wobei ihre Kerngruppe (d.h. die maximale aus bloßen Ver- 
tauschungen der Veränderlichen bestehende Untergruppe) mit &/$ isomorph ist, während 
sämtliche Veränderliche v,, %,...,% durch Substitutionen von $ voneinander unab- 
hängig Multiplikationen mit allen Faktorenkombinationen aus der Reihe 1, e,..., e”-! 
erleiden können. Dadurch ist die Gruppe © vollständig bestimmt, w. z. b. w. 


$S 5. Allgemeines über rein verzweigte Körper. 


1. Es sei K ein relativ Abelscher über dem Zahlkörper k. Wir nehmen an, die 
beiden Körper seien absolut normal. Es sei © die absolute Gruppe von K und 9 die 
Relativgruppe von K/k. 9 ist eine Abelsche Gruppe und Normalteiler von ©. Es sei X, 
der umfassendste über k unverzweigte Unterkörper von Ä; er möge zur Gruppe 9, gehören. 
9, ist Normalteiler von ©. Dann muß einer der folgenden drei Fälle eintreten: 

1) 9, ist kein direkter Faktor von 9. 

2) 9, Ist ein direkter Faktor von 9, doch kann man nicht eine Zerlegung 
9 = 9, X 9, finden, in welcher auch $, Normalteiler von & ist. 

3) Man kann eine Zerlegung 9 = 9, X 9, finden, in welcher 9, Normalteiler von 

& ist. 

2. Wir lassen den Fall 1) beiseite und fragen uns, wann der Fall 2) eintreten kann. 
Wir können $ durch eine Basis darstellen. Dann läßt ©/9 eine (event. uneigentliche) 
Darstellung /’ als lineare homogene Gruppe vom Chateletschen Typ zu, deren Modul 
aus einer Basis der Gruppe 9 gebildet wird. Nun können wir stets annehmen, Ord 9 
sei gleich !”, wo l eine Primzahl ist. Denn man kann Ä/k in ein relatives Produkt von 
absolut normalen Relativkörpern zerlegen, deren Relativgrade Primzahlpotenzen sind. 

Aus dem Ergebnis von $ 2 schließen wir, daß der Fall 2) nur dann eintreten kann, 
wenn Ord /' nicht zu Ord 9 relativ prim ist. Da aber I’ eine Faktorgruppe von ©/9 
und Ord 9 = /!” ist, so folgt, daß der Fall 2) nur dann möglich ist, wenn / sowohl in der 
Klassenzahl als auch im Grad von k als Faktor aufgeht. Schließen wir diesen Fall aus, 
so kommen wir zum Fall 3). Dann ist 9 = 9, X $,, wobei $,, $, Normalteiler von © 
sind. Ä/k zerfällt in das relative Produkt von zwei Körpern, von denen einer über k 
relativ unverzweigt ist, während der andere die Eigenschaft besitzt, daß es in ihm keinen 
über k relativ unverzweigten Unterkörper gibt. Im folgenden wollen wir uns mit solchen 
Relativkörpern beschäftigen. 

3. Definition. Besitzt ein relativ Abelscher Körper K/k keinen über %k relativ un- 

verzweigten Unterkörper, so sagen wir, K/k sei rein verzweigt. 

Für einen rein verzweigten Körper kann man einen einfachen Zusammenhang 
zwischen dem Führer f von K/k und der Struktur der absoluten Gruppe © des Körpers K 
ableiten. Es gilt nämlich der 

Satz 1. K, sei der umfassendste zum Führer f, gehörende rein verzweigte relativ 

Abelsche Oberkörper von k, K seine Norm, $, die Gruppe, zu welcher X, inner- 
halb X gehört. Ist N der Normalisator der Gruppe 9, und ist das Ideal f, inner- 
halb k genau gegenüber der Gruppe gj, invariant, so gilt: 
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9 = WI. 


S 


Beweis. Ändert die Substitution S der Gruppe g = ®/9 das Ideal f, in fi, so 
verwandelt sich durch S der Körper K, in K}, wobei K1 der zur Gruppe S”" $, S gehörende 
Körper ist. Andererseits ist Ki der umfassendste rein verzweigte zum Führer fj gehörende 
Körper. Ist fi = fj, gehört also S zu gy, so ist X} = K,, woraus folgt S"9,S = 9,, 
was besagt, daß $S im Normalisator N enthalten ist. Ist aber fj von f, verschieden, so 
kann auch K} nicht mit K, zusammenfallen. Denn wäre Ki =K „, so würde Ä, sowohl 
zum Führer f, als auch zum Führer f}, also zu ihrem gr. gem. Teiler gehören, was der 
Definition des Führers als kleinsten Erklärungsmoduls widerspricht. Somit ist der Satz 
bewiesen. 

4. Um die nachfolgenden Überlegungen durchsichtiger darzustellen, betrachten 
wir nicht die Gruppe $ selbst, sondern die mit ihr isomorphe Gruppe $ des dualen Raumes, 
welche wir schon in $3. A Körpergruppe nannten. Ihre Bildungsweise wurde schon in 
$3. 4 beschrieben für den Fall, daß der Körper K ein Radikalkörper ist, d.h. daß die 
Wurzelgrößen natürliche Irrationalitäten sind; mit anderen Worten, k sollte die !”-ten 
Einheitswurzeln enthalten. Diese Beschränkung ist nicht notwendig, wenn wir statt 
der Multiplikation der Radikale einen allgemeinen Begriff der Komposition der Körper 
einführen, welcher schon von Kronecker benutzt wurde (11). Jedem zyklischen Körper 
K, ordnen wir eine zyklische Gruppe W derselben Ordnung zu. Ist etwa Ä, = k(a), 
Y=E+A-+:--+4A""", so ordnen wir noch jedem Element von X eine Anordnung 
der mit « konjugierten Größen zu. Es sei nämlich 


At {c, A u © 
Ist nun K,=k(ß), B=E+B-+:-- + B", so sei der Gruppe 
ÜB=-ErHAB+- - +4" 
der Körper K = k(y) = klaß +aAß® + - - - + 4"""82""") zugeordnet. Dieser Körper 
hängt von der Wahl der Größen x, ß innerhalb ihrer Körper nicht ab, wenn wir nun voraus- 
setzen, daß &, 8 primitive Größen ihrer Körper sind. Denn dieser Körper ist innerhalb 
K gegenüber den Substitutionen von 9 invariant, die gleichzeitig & in «4*, ß in BP" über- 
führen (k=0,1,...,n —A). Die durch diese Substitutionen gebildete Gruppe ist 


vom Index n in bezug auf 9. Wollen wir in dieser Gruppe ein Element fixieren, so brauchen 
wir, unter den mit y konjugierten Größen die eine, etwa y4#, neben y zu stellen: 


AB- 2 yan, y., ... a) . 
Ebenso wie in $3. 4 können wir hier das Symbol A” definieren, wo S einen Auto- 


morphismus der Gruppe 9 bedeutet. Die auf diese Weise definierte Automorphismen- 
gruppe ist mit Z' isomorph. 


86. Der Fall, daß der Führer ein Primideal ist. 


1. Es sei f = p, wo p ein Primideal von k ist. Wir nehmen an, ! sei eine zu p prime 
Primzahl. Diesen Fall hat schon Herr Scholz (15, S. 348—353) betrachtet. Hier wollen 
wir im wesentlichen den Scholzschen Weg verfolgen. 

Damit es einen rein verzweigten zyklischen Körper über k vom Relativgrade /" 
mit dem Führer p gebe (man sagt in diesem Falle, p sei mod l" primär), ist hinreichend, 

rn m 
daß N(p) =1 (mod !") gilt, und daß p im Körper k (ost (7) Vei, ] ) in Primideale 
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1. Relativgrades zerfällt. Dabei ist exp () die höchste in k enthaltene /-Einheits- 


wurzel, &; die Grundeinheiten, oe; die /!”-ten Idealpotenzen des Körpers k. 


2. Enthält k die /”-ten Einheitswurzeln, so gibt es ein anderes Kriterium der 
Primärität eines Primideals p modulo !”. Für den Fall m = 4 lautet es folgendermaßen 
(24, S. 16): Es soll ein Ideal q geben derart, daß pqa’=a =1 (mod }!) ist®), wo 
A=1-exp (7) bedeutet (x heißt dann eine Primärzahl). Für m #1 ist die Kongruenz- 
bedingung der Primärität bisher nicht explizite formuliert worden (vgl. 3 und 8, S. 47). 
Ich bemerke nur, daß die dieser Bedingung genügenden Zahlen eine (multiplikative) 
Zahlgruppe bilden. Dieser Umstand wird für den Fall zusammengesetzter Führer nütz- 
lich sein. 

3. Nun betrachten wir die Norm eines relativ zyklischen Körpers K, von dem 
soeben betrachteten Typ. Üben wir nämlich auf X, eine Substitution $ der Gruppe g 


aus, so verwandelt er sich in den Körper K} mit dem Führer p°. Ändert 5 das Ideal p, 
so wird X} sicher von K, verschieden; ist aber p° = p, so können wir nur in einzelnen 
Spezialfällen sicher sein, daß K? mit K, zusammenfällt. Enthält k z. B. die !"-ten Einheits- 


wurzeln und ist pg’ =, so ist X} = K, dann und nur dann, wenn man unter den mit « 
assoziierten Zahlen eine in k, liegende Zahl wählen kann, wobei k, der Zerlegungskörper 
von p ist. Ist das nicht der Fall, so ist r — e eine Idealpotenzzahl, deren Relativnorm 
in bezug auf k, gleich 1 ist. Ist insbesondere p=o, so ist e eine algebraische Einheit, 
die als symbolische (S — 1)-te Potenz einer Zahl, nicht aber einer Einheit dargestellt 
werden kann. Dieser Fall tritt sicher nicht ein, wenn wir von vornherein wissen, daß 
der Körper k stets die Abtrennung rein verzweigter !-Körper zuläßt (vgl.$5. 2). In diesem 
Falle gilt der Satz 1. 

4. Um die Struktur der absoluten Gruppe ® des Relativkörpers für diesen Fall 
zu untersuchen, wollen wir folgende drei Unterfälle unterscheiden: 1. p ist vom 1. Grade 
und nicht kritisch. 2. p ist von höherem Grade und nicht kritisch. 3. p ist kritisch. 

1. p sei vom 1. Grade und nicht kritisch. Dieser Fall wurde schon von Herrn 
Scholz (15, S. 348-353) erledigt für Abelsche g = ©/9. Ist aber & beliebig vorgegeben, 
so bietet dieser Fall keine neuen Schwierigkeiten. 

Jedem der mit p konjugierten Primideale entspricht ein relativ zyklischer Körper 
vom Relativgrade !”". Da p vom 1. Grade ist, so gibt es so viele verschiedene Körper 
dieser Art, wie die Ordnung der Gruppe ®/S beträgt. Wir bezeichnen die mit p, =» 
konjugierten Primideale mit p,, Ps, . - .,P, (nr = Ord g) und adjungieren zu k sukzessive 
die diesen Primidealen entsprechenden Körper Ä,, Kz,..., Än. Dann erhöht jede neue 
Adjunktion den Relativgrad des Körpers um /!". Denn angenommen, dies wäre nicht 
der Fall, dann würde es einen Körper Ä;;ı geben, der mit X, K,:--- K; einen Durch- 
schnitt außer k hat. Das ist aber unmöglich, da die Relativdiskriminanten von K,K,:- A; 
und X;;ı aus den Primidealfaktoren P,,Ps,...,Pi bzw. p;;ı bestehen, also relativ 
prim sind, während A;;ı rein verzweigt ist. 

Daraus folgt, daß die Gruppe 5 vom n-gliedrigen Typ [p”, p”,..., p"] ist und 
daß ein jedes Basiselement in jedes andere durch eine Substitution der Gruppe © über- 
geführt werden kann. Herr Scholz (17) hat bewiesen, daß eine solche Gruppe, welche 





6) Das Zeichen = ersetzt das Wort „assoziiert“. 
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er allgemeine Dispositionsgruppe nannte, vollständig bestimmt ist, sobald ©/9 und !” 
vorgegeben sind. 

Wir heben noch hervor, daß in diesem Falle die Körper K stets rein verzweigt 
sind, wie wir auch die rein verzweigten Körper Ä, wählen mögen. (Der Körper Ä wird 


y% 


durch p, nur bis auf einen unverzweigten „Körperfaktor‘‘ bestimmt; ist z.B. K,= k(ya), 
so kann man auch Ä, = ko) nehmen, wo k(Vo) ein unverzweigter Körper, d.h. 
absoluter Klassenkörper ist). Dies hängt von der Struktur der Dispositionsgruppe ab 
(vgl. $2. A, zweites Kriterium.) 

5. Nun gehen wir zu dem Fall über, daß p kritisch ist (der Unterfall 3.). Dabei 
bedienen wir uns des Begriffes der Körpergruppe. Es sei $ die Körpergruppe von ÄK, 
h die einem zyklischen Unterkörper K, vom Relativgrade !” entsprechende zyklische 
Untergruppe. N sei der Normalisator von H (G>N>H). N, sei der Normalisator 


eines erzeugenden Elementes von hd. Wir wollen beweisen, daß die Trägheitsgruppe 
von p in N,/S enthalten ist. Dazu betrachten wir die dem Körper K, entsprechende 
Klassengruppe von k. Da K, rein verzweigt ist, so enthält jede der ‚Klassen‘ nach 
der ihm entsprechenden Klasseneinteilung absolute Hauptideale. Denn andernfalls 
würden alle absoluten Hauptideale in einem echten Teiler der Klassengruppe von K, 
enthalten sein. Fassen wir diesen als ein Einheitselement einer neuen Klasseneinteilung 
auf, so entspricht der letzteren ein Körper, welcher zugleich Unterkörper des absoluten 
Klassenkörpers und des Körpers Ä, sein muß, was ausgeschlossen ist (vgl. 15, S. 351). 
Wir können somit Zahlen des Körpers k als Repräsentanten unserer „Klassen“ nehmen. 
Die Multiplikation einer Zahl mit Einheiten oder !”-ten Idealpotenzen ändert die ‚Klasse‘ 
dieser Zahl nicht, da wegen der Primarität von p 


DORT 


eilt, während alle Normenreste (und speziell alle !”-ten Potenzreste) das Einheitselement 
unserer Klassengruppe bilden (23, S.48-51). Zwischen diesen „Klassen“ und den 
Substitutionen der Relativgruppe h von K, besteht nach dem Artinschen Reziprozitäts- 
(1) eine eineindeutige Zuordnung. Ist nämlich o eine erzeugende Substitution dieser 
Relativgruppe, A eine beliebige ganze Zahl von Ä,, so gilt: 


(1.6) AY® = A° (mod q). 
Dann hängt o nur von der „Klasse‘‘ ab, in der q liegt. 

Ist also $S eine Substitution aus NW, so fällt o® mit o dann und nur dann zusammen, 
wenn die Primideale q und q° in derselben ‚Klasse‘ liegen. Sind insbesondere go, 
9°= w® „Hauptideale‘“, so kann diese Eigenschaft folgendermaßen formuliert werden: 

(2.6) oo =n(R2) (modp), 
wobei 2 eine gewisse Zahl aus X, und n(...) das Symbol für die Relativnorm bedeutet. 
Ist S in der Trägheitsgruppe t, von p (genauer: in ht,) enthalten, so gilt: 

oo =1 =n(l) (mod p) 
für jede ganze Zahl » des Körpers k, woraus folgt, daß die Kongruenz (2.6) sicher er- 
füllt ist, womit unsere Behauptung bewiesen wird. 

6. Das Umgekehrte gilt nicht allgemein. Um diese Frage zu untersuchen, beachten 
wir, daß man in %k unendlich viele Primideale finden kann, die absolute Hauptideale 


sind und in beliebig vorgegebenen Kongruenzklassen modulo p liegen (9). Nehmen wir 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 15 
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an, es sei 0° = o für alle o, so gilt (2. 6) für jede ganze w aus k. Ist dabei stets n(2) = 
(mod p), so gehört 5 notwendig zur Trägheitsgruppe von p. Dies gilt sicher nur dann, 
wenn p — 1 nicht durch / teilbar ist. Denn ist $S die erzeugende Substitution der Zer- 
legungsgruppe von p und ist N(p) = p/, so gilt bekanntlich: 
(3.6) wo = wP (mod p). 
Aus (2.6) und (3.6) folgt: 
art =n(2) (mod p). 
Andererseits ist "= n(w). Ist (x,y) eine Lösung der Diophantischen Gleichung 
so folgt: 
o =n( w’) (mod p). 
Somit liegt jede Zahl »® von k in der „Hauptklasse‘, was der Definition der „Haupt- 
klasse‘‘ widerspricht. Man kann noch mehr beweisen: Ist erst S@ mit o vertauschbar, 
so gilt: 
p® =1 (mod 1"). 
Um diese Formel nachzuweisen, betrachten wir die einem Primidealfaktor von p inner- 
halb X, entsprechende Relativträgheitsgruppe in bezug auf k,, wo k, zu N gehört. Da 
(p, 1) = ist, so muß h mit einem Teiler der Faktorgruppe T/Q isomorph sein (® sei 
die Verzweigungsgruppe), also ist Ord T/Q =0 (mod !"). Da man o(= r*) als eine 
Substitution von T/®, 5 als eine von N/B betrachten kann, so gilt nach einer Formel 
von Herrn Speiser (21, S. 177, Satz 1): 


sıhs=-P, STlUus=-STFs- PP, Soc”. 
Da Ord o = !* ist, so folgt aus der Vertauschbarkeit von S® und eo: 
o= or, d.h. p=1 (mod !”), w. z. b. w. 


Ist umgekehrt p@ =1 (mod !”) und ist H° = $, so ist 0° = o, gleichgültig ob p 
kritisch ist oder nicht. Denn aus 


05 = wr* (mod p) 


schließen wir, daß 
—= ori = ae” =_n(w*) (modp), 


: p“ —1 : ws* j . « d R 
wobei k = zu ist. D.h. > liegt in der „Hauptklasse‘‘, woraus folgt, daß 5 mit 


o vertauschbar ist. 
7. Nun wollen wir den Fall genauer untersuchen, daß p nicht kritisch ist (Unter- 
fall 2.). Innerhalb K, erscheint p als die !”-te Potenz eines Primideals P, p = PB”, In 


diesem Falle ist h die Trägheitsgruppe, N die Zerlegungsgruppe von ®. (Da K, nicht 
absolut normal ist, so können wir nicht absolute Zerlegungsgruppen bilden, sondern 
nur Zerlegungsgruppen in bezug auf den Körper k,, der zu N gehört. Ihr Verhalten 
entspricht genau den von Herrn Hensel entdeckten z-adischen Reihenentwicklungen, 
welche auch für nicht normale Körper gültig sind.) Da die Ordnung !” = e der Trägheits- 
gruppe zu p relativ prim ist, so haben wir einen sog. regulären Fall (10, Kap. VIII). 
Hier werden wir den Bezeichnungen von Herrn Ore folgen, da eine seiner Arbeiten (13, 
S. 657 —660) den expliziten Zusammenhang zwischen den rx-adischen Entwicklungen 
(wenn auch nicht in einer rz-adischen Form) und den Zerlegungsgruppen angibt. 
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Zunächst finden wir im Trägheitskörper (also in k) eine Zahl r, die eine primitive 
Wurzel der Kongruenz 


(4.6) a! —4 (mod P°) 
ist, wobei & beliebig groß gewählt werden kann (15, S. 657, Satz 3). Dann finden wir 
in K, eine „Primzahl“ (d.h. eine genau durch die 1. Potenz von ® teilbare Zahl) x, 
die einer binomischen Kongruenz 

(5.6) x + pt" =0 (mod P”) 
für ein beliebig hohes x genügt (13, S. 658). Sind Z, T erzeugende Substitutionen der 
Zerlegungsgruppe bzw. der Trägheitsgruppe, so daß gilt: 


7 = 7? (mod R°), 2° = 1’ (mod P%) (a IR... Acc = 
P 
(6.6) | 24 
T=r, x’ = rn (mod R”) (b en ‚Drum 
so besteht die Zerlegungsgruppe aus den Produkten 
ZTi =0,1,..,f-1:j=0,1,..,e-1), 
wobei zwischen Z und 7 folgende definierende Relationen bestehen: 

(7.6) ff Tal Z’TZ- 7 
(13, 5. 660, Satz 5). Dabei gilt pf — 1 =a(p —1) =0 (mode). 

8. In den definierenden Relationen (7.6) unserer Zerlegungsgruppe tritt nur 
eine Größe, nämlich a, auf, die durch &/9 und p nicht bestimmt wird. Um die Zer- 
legungsgruppe, also N, vollständig zu charakterisieren, genügt es, die Zahl a aus dem 
Verhalten der Primzahl p in bezug auf k abzulesen. Die Kongruenz (5.6) besagt, daß 


die Zahl + z“p Normenrest einer Zahl aus X, modulo jeder noch so hohen Potenz 
von p ist. Diese Tatsache kann folgendermaßen geschrieben werden: 


(8.6) (Fe) -4, 


wobei N) das von Herrn Hasse eingeführte Normenrestsymbol ist (8, S. 35, 111). 


Wegen seiner Eigenschaft 





4) Eu =) (=) (8, S.26, (4)) 
haben wir: 
(9.6) (>) - ) (?=) 2 


Da r eine Primitivzahl ist, so daß durch ihre Potenzen alle Reste modulo p dargestellt 
werden können, so wird a aus (9.6) vollständig bestimmt. 


9. Nun wollen wir die Formel (9.6) etwas umformen. Setzen wir 
wi 4 ‚End ur” (R ist eine !"-te Idealpotenz) , 


II, = (IT, ist genau durch die 1. Potenz des Primteilers p; von p und durch keinen 
anderen Primteiler von p teilbar), so gilt (8, S. 25): 


Kr en) - - 2) (- =. 


15* 
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wo (5) das sog. Artin-Symbol ist, das als diejenige Substitution der Relativgruppe 
von K,/k erklärt wird, welche eine ganze Zahl A von K, modulo p, in A”®» überführt 
(i=2,3,...,k). Es ist andererseits leicht zu sehen, daß das Doppelzeichen +1 in 


der Formel (9.6) bedeutet, daß man — 1 für ungerades ! und +1 für Z= 2 nehmen 
muß. In beiden Fällen ist aber | + 2) —4A,da +1 als Einheit in der „Hauptklasse“ 





liegt. 
10. Der Ausdruck (10.6) nimmt eine bedeutend einfachere Gestalt an, wenn X, 
ein verallgemeinerter Kummerscher Körper ist (8, S. 41 ff.), d.h. wenn der Grundkörper k 


die /”-ten Einheitswurzeln enthält. In diesem Falle ist (3) = 5) = (5) Dann 
folgt aus den Formeln (9.6), (10.6): 
(& -E (2: ER u 

pP, 


wo | : ) das Legendresche Symbol bedeutet. Da aber der Wert des Legendreschen Symbols 


(11.6) 





sich nicht ändert, wenn wir zu dem ‚Zähler‘ ein Vielfaches von p, addieren, so kann 
die Formel (11.6) in den beiden folgenden Formen dargestellt werden: 











(12.6) ® A) — ae aa + II, I; -+I,+:' + ILD;-- =) 
pi = | 
13.6) (H.Ka)'_ (Ur — AM) U — m) > dr mn) 
pı p, 
Diese Formeln lassen folgende Erklärung zu. Die Größen IJ,, IIs,..., /I„ entstehen, 


wenn wir auf //, Substitutionen ausüben, welche Repräsentanten der Nebengruppen 
in der Zerlegung 
GS- N H+HNS,H+ HRS 
sind. Können wir insbesondere //, so auswählen, daß es zur Gruppe N gehört, so sind 
die symmetrischen Funktionen von //,, II,,..., /]„ rationale Zahlen. /7,,II,,...,/I, 
genügen also einer Gleichung 
Fa) = +Pyi+ + Puıy+P=0 

mit rationalen Koeffizienten. Dann lassen sich die Formeln (12.6), (13,6) folgender- 
maßen schreiben: 





(12’.6) (8) - (?e=) a 
a ‚ —1 
wo Sa“ 


Der Ausdruck F’(1/,) ıst die Differente der Zahl I7.. 

Wir beachten, daß die Willkür in der Wahl der Primitivzahl r den Wert von a 
beeinflußt. Andererseits ändern wir a, wenn wir eine andere erzeugende Substitution 7 
wählen. Somit ist für uns nicht der Wert der Zahl a wichtig, sondern nur die höchste 
in ihr enthaltene Potenz von |. 

11. Sind k und p gegeben, so können wir ohne Mühe die Zahl a nach einer der in 
Art. 10 angeführten Formeln bestimmen. Um aber die Aufgabe A zu lösen, ist eine 
weitere Frage von Wichtigkeit: Es seien k und a gegeben. Gibt es in k Primärideale p,, 
denen das gegebene a entspricht ? Es ist mir nicht gelungen, diese Frage zu beantworten. 
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Die Hauptschwierigkeit besteht darin, daß es nicht gelingt, eine solche Formel für & &) 


zu erhalten, daß im „Zähler‘‘ des Legendreschen Symbols eine von der Wahl von p 
unabhängige Zahl steht. Die Zahl F’(/T,) ist keine Körperdifferente, sondern die Differente 


der Zahl JT,, ö(II,). Es ist andererseits ersichtlich, daß der Wert von ) sich ändert, 


wenn wir x ändern und p ohne Änderung lassen. 

12. Nun fassen wir den Inhalt dieses Paragraphen zusammen. Wir betrachteten 
hier die relativ zyklischen Körper, deren Führer nur aus einem Primideal besteht und 
deren Normen rein verzweigt sind. Wir haben folgendes gesehen: 

Ist der Führer p ein Primideal vom 1. Grade, so ist die Gruppe ® eine allgemeine 

Dispositionsgruppe. Der Körper K ist immer rein verzweigt. 

Ist p im allgemeinen kritisch und ist T/SH seine Trägheitsgruppe, so ist Tim Normali- 
sator N, des erzeugenden Elementes der Körpergruppe enthalten. Ist N/S seine 
Zerlegungsgruppe, so ist N der Normalisator der Körpergruppe von K,. Ist S 
die erzeugende Substitution der Zerlegungsgruppe von p, so ist N, (d.h. der 
Normalisator der einzelnen Elemente und der Körpergruppe) der Inbegriff 


der Substitutionen S®, wobei die d der Kongruenz p* =1 (mod !*) genügen. 


Ist p nicht kritisch, so ist der Körper K rein verzweigt, wenn p ein Hauptideal 
auch im Zerlegungskörper ist. Die Struktur der Zerlegungsgruppe von p wird 


durch die kleinste Wurzel d der Kongruenz p* =1 (mod /”) und durch die 
Zahl a bestimmt, wobei a aus der Gleichung 


8)" (8)... 


bestimmbar ist. Ist die Struktur dieser Zerlegungsgruppe 3 bekannt, so läßt sich 
die Gruppe ® eindeutig bestimmen, wenn die „Vermutung“ des $4 wahr ist. 
Das ist sicher der Fall, wenn 3 direktes Produkt der Trägheitsgruppe und einer 
anderen zyklischen Gruppe ist, d. h. wenn gilt: 


p=z1(modi”, a=0. 
13. Wir ließen den Fall unerledigt, daß alle konjugierten Normalisatoren der 


konjugierten zyklischen Untergruppen von $ eine echte Obergruppe M von 9 enthalten. 
Dieser Fall erfordert eine genauere Untersuchung. Der dazu gehörende einfachste Unter- 
fall kommt vor, wenn K in das relative Produkt von zwei Körpern zerfällt: der eine 
ist k (als Oberkörper von k,, wobei k, zu M gehört), der andere ist ein über k, relativ 
Abelscher Körper, dessen Relativgruppe mit 5 isomorph ist. Dieser Unterfall tritt 
dann und nur dann ein, wenn 9 ein direkter Faktor von M ist. 


$ 7. Der Fall zusammengesetzter Führer. 


Nun gehen wir über zur Untersuchung der relativ zyklischen Körper vom Grade /”, 
in deren Relativdiskriminanten mehrere Primideale aufgehen. Der Einfachheit halber 
setzen wir voraus, der Führer sei zu / relativ prim. Es sei also f=p,-p,---p, Wir 
nehmen zunächst an, die p, seien vom 4. Grade. Wir adjungieren zum Grundkörper k 


seinen vollen absoluten /-Klassenkörper k (d. h. den umfassendsten relativ unverzweigten 
Abelschen Oberkörper, dessen Relativgrad eine Potenz von ist) oder auch einen seiner 


Unterkörper, so daß im neuen Körper alle p;, Hauptideale werden (4). Dann betrachte 


s Zn u 2 
ich den Körper K, = k(YP1, YPr - - VB), wobei ich hier unter p, schlechtweg eine 
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mit p, assoziierte Zahl des Körpers k verstehe. Gleichzeitig betrachte ich die Norm K 
dieses Körpers, die man erhält, indem man die Größen von K, den Automorphismen 
unterwirft, die aus den Substitutionen der Galoisschen Gruppe ® des Körpers K bestehen. 
Gehört k innerhalb k zu $, so kann man ® folgendermaßen zerlegen: 


(1.7) G=-KHRIS, + HRS. 
Die Gruppe ®/S der Nebengruppen S; ist mit der ursprünglichen Gruppe ®/$ iso- 


morph. 


Nun betrachten wir den Unterkörper K von K, dessen Radikanden (die aus Potenz- 
produkten von pi, p5i,... pi, =1,2,...,n, bestehen) mit modulo !” primären Zahlen 
von k assoziiert sind. Wir beachten dabei, daß die Automorphismen, die in derselben 
Nebengruppe der Zerlegung (1.7) liegen, ein jedes p, in dasselbe Primideal, folglich 
in eine mit p, assoziierte Zahl überführen. Jeder der den Körper K bildenden Radi- 
kanden geht dabei notwendig in dieselbe Zahl über, wenn wir die den Idealen p, ent- 
sprechenden Zahlen von K so wählen, daß die Radikanden von K Zahlen aus k sind. 
Dies kann immer erfüllt werden, da die Radikanden von Ä eine multiplikative Abelsche 
Gruppe bilden, welche demnach eine Basis besitzt, deren Elemente voneinander un- 
abhängig sind. Führen wir diese Normierung in den Elementen einer Basis aus, so wird 
demzufolge die ganze Körpergruppe normiert. Es kann aber sehr wohl eintreten, daß 
einige der auf diese Weise normierten Größen, die mit zueinander konjugierten assoziiert 
sind, nicht ineinander durch den entsprechenden Automorphismus übergehen, sondern 
daß die eine in die andere, multipliziert mit einer Einheit von k, übergeht. (Nehmen wir 
aber an, daß die in Rede stehenden Ideale nicht selbst absolute Hauptideale von k sind, 
sondern erst durch Multiplikation mit /”-ten Idealpotenzen Hauptideale werden, so 
können hier statt Einheiten auch !”-te Idealpotenzen auftreten.) Enthält aber K 
den maximalen rein verzweigten Unterkörper (d.h. liegt der Fall 3. von $5.1 vor), 
so kann man diese Eventualität stets vermeiden. 


Nun betrachten wir die Automorphismengruppe von K, indem wir die in den- 
selben Nebengruppen $S, enthaltenen Automorphismen als nicht verschieden auf- 
fassen. Der Körper K zerfällt in das relative Produkt von Körpern, von denen jeder 
durch das eine der Primideale p, und alle zu ihm konjugierten gebildet ist. Es sei etwa 


m m m 


kVp„,Vp%e, ..., Yp$r) einer dieser Körper. Seine Gruppe ist eine allgemeine Dispositions- 


m 
gruppe, da alle Körper k(V ps) (.=1,2,...,n) verschiedene Relativdiskriminanten 
haben und also relativ prim über k sind. 

Um die absolute Galoissche Gruppe von K zu erhalten, beachten wir, daß X ein 
Unterkörper von K ist; seine Körpergruppe ist eine Untergruppe der Körpergruppe 
von K. Dabei beachten wir, daß diese Untergruppe gegenüber den Automorphismen 
von ®/$ invariant ist, da jedes Element von K nur gleichzeitig mit seinen Konjugierten 
in K liegen kann. Die Gruppe von K ist also mit einer Faktorgruppe eines Produktes 
von Dispositionsgruppen isomorph. Diese Gruppe erhält man folgendermaßen: Man 
bilde zunächst das Produkt der in Rede stehenden Körpergruppen; dann bestimme man 
ihre Elemente, die den primären Radikanden entsprechen, d.h. in X liegen. Die Auto- 
morphismen dieser Körperuntergruppe, die durch ©/9 erzeugt werden, bilden die abso- 
lute Gruppe von K. Dies gilt genau (vgl. $3, 6), da wir jetzt eine Faktorgruppe eines 
relativen Produktes von Dispositionsgruppen betrachten, während jede Dispositions- 
gruppe durch die Automorphismen ihrer Körpergruppe vollständig bestimmt wird. 
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Anstatt die multiplikative Gruppe der Radikale zu betrachten, können wir un- 
mittelbar den in $ 5. A erklärten Begriff der Körperkomposition anwenden, um damit 
die Adjunktion der Einheitswurzeln zum Grundkörper zu vermeiden. Um uns dennoch 
mit Sicherheit mit dieser Operation zu beschäftigen, wäre es notwendig, die Diskrimi- 
nanten und auch die Führer der komponierten Körper zu berechnen. 

Der von uns soeben konstruierte Körper X muß die Norm des zyklischen 
Körpers mit dem vorgegebenen Führer | umfassen. Die Frage, ob diese Norm 
mit K zusammenfällt, läßt sich leicht aus der Gestalt des Führers ablesen. 

2. Beispiel 1. Der Grundkörper k ist die Norm eines affektlosen kubischen Körpers. 
f=P1P,, wobei p, ein Primideal 1. Grades und 


p = N(pı) = PıPaPsPaPs Pe - 
Das Zeichen — 1 soll hier bedeuten, daß die linke Seite mit einer modulo /” primären 
Zahl assoziiert ist. Es sei 


g = _E + (12)(36)(45) + (135)(246) + (153)(264) + (14)(23)(56) + (16)(25)(34). 


Es sei vorausgesetzt, daß alle Äquivalenzrelationen (--) zwischen den p, Folgen der 
Relationen 


pp 1, Buy m1l, pp mi 
seien, die aus p,P, 1 durch Ausübung der Automorphismen von g entstehen. Es 


entspreche dem Primideal p, der zyklische Körper C, vom Relativgrade /!” über k. Den 
Körper K bilden die Körper C,C,, C3C,,C,C,. Denken wir uns die Gruppe © in einer 
monomialen Gestalt dargestellt, indem wir für jede Ziffer 1,2,3,4,5,6 voneinander 


unabhängig die Multiplikation mit Potenzen von e = exp (7) zulassen, dann sehen wir, 


daß die Substitutionen | 1, 5) i | 3, .) | d, 6 


s1,.”:2 ed, e=14 ed, «6 
nicht ändern. Fassen wir die Produkte 2,25, %3%4, %52%; der Veränderlichen 
%y, Ey, y, %yp &y, &g als neue Veränderliche auf, so läßt sich die Gruppe © als mono- 
miale Gruppe darstellen, die aus 


© =E+ (12) + (23) + (13) + (123) + (132) 
entsteht, wenn wir die Ziffern 1, 2, 3 voneinander unabhängig mit Potenzen von e multi- 
plizieren. Somit ist & eine Scholzsche Gruppe. 
Beispiel 2. Wir behalten die Voraussetzungen des Beispiels 1 bei, doch nehmen 
wir an, daß außer den Relationen p, pP, — 1, 23,94 » 1,95; pP, = 1 noch die Relationen 


PıP3 9; 1, Pa pıpe 1 


) die Körper CC, C,C, C,C, 


bestehen. 
Wir müssen jetzt die Gruppe bestimmen, die die Körper 


CC, [305 CC, CılzCz CyCsCe 
nicht ändert. Setzen wir A; = w und suchen die Substitutionen dieser Gruppe in 


der Form AT’ Ag’ A? AT AZ Ag, so erhalten wir für x; folgende Kongruenzen: 

+ =I, , +, =0, , + I, u + +, =0, 1 +0, + 2 = 0 (mod). 

Ist dabei (2, 3) = 1, so entspricht die Lösung den folgenden unabhängigen Substitutionen: 
Aha AA, Ads As As 


Die gesuchte Gruppe ist die Faktorgruppe der vollen monomialen Gruppe in bezug auf 
die durch diese Substitutionen erzeugte Gruppe. 
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Ist aber 2=3, m =1, so erhalten wir: 
Ay Az Az’ As, AıAz As As, ArAgAsAs As As. 


Beispiel 3. k ist ein zyklischer kubischer Körper. f = p, P, 05, wo f, und q, Prim- 
ideale 1. Grades mit verschiedenen Normen sind: 
p= N(pı) =PıPaPs;, q7=Nlg) = 9ı 9a 9- 


Wir haben nach der Definition des Führers: 


PP am1, PB 1, Pfr m mi. 


Es sei C, der Körper (über k) mit dem Führer p,, D,; der mit dem Führer q,. Die C, 
(bzw. die D;) sind miteinander konjugiert und bilden zusammen je einen absolut nor- 


malen Körper. Nun führen wir die Bezeichnungen ein: A; = (}) für den ersten, BD; = (}) 


für den zweiten dieser absolut normalen Körper. Wir müssen drei Fälle unterscheiden: 
A. p und g sind mod /!" primäre Zahlen. Wir suchen die Substitutionen der Form 


AT Ag’ Ay Bi By B%, die die Körper 
CiC3Dy, C3C3Du, C3CıD, CıC,Cz, DıD,D; 

invariant lassen. Wir erhalten für die Exponenten x,, y; folgende Kongruenzen: 

tn +Yy=0, ++ Y =, 3 + +9 =, 

1 ++ =0, Yıtyaty=V0 (mod 7"), 
welche mit den folgenden äquivalent sind: 

% ZEYn I EYy I EYy I Tt% + % =0 (mod !"). 
Die erzeugenden Substitutionen der gesuchten Gruppe sind: 
(2.7) A,B,As'Bs, A,B,As Br. 

Die Galoische Gruppe von K ist die Faktorgruppe des Produktes der zwei vollen mono- 
mialen Gruppen in bezug auf die Gruppe (2.7). 


B. Unter p,g ist nur das eine, etwa p, primär. Es sind nur folgende erzeugende 
Körper vorhanden: 


(3.7) C,C;Dz, (yC3D, C3C,D, C1CzC5. 

Die Relationen zwischen den Exponenten z,, y, sind: 

tt ty EI, Hs ty EI, Star tY%=0, Lt Lg +0, =0 (mod). 
Diese sind gerade wie in A. mit den folgenden äquivalent: 

% =ZY, u =Y, I =Y, I t%g +%3 =0 (mod ”). 

Das Zusammenfallen dieses Falles mit dem Fall A. zeigt, daß dieser Fall unmöglich ıst. 
Und in der Tat: Aus der Existenz der Körper (3. 7), deren Relativdiskriminanten über 
k nur aus den Faktoren p,, q, bestehen, folgt die Existenz des Körpers D,D,D, von 


derselben Gestalt. 
C. Es ist weder p noch g modulo /” primär. Die erzeugenden Körper von K sind: 


C,C,D, CgC3 Du CaCı Da: 
Die Relationen zwischen den Exponenten x, y; sind: 
ta ty a a ts ty =, tn ty 0 (mod I"). 
Die erzeugenden Substitutionen der Gruppe, zu denen K innerhalb K gehört, sind: 
ABs'Bi',AsBs Bi ‚As Bı Br. 
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3. Nun nehmen wir an, daß unter den Primidealfaktoren des Führers f auch 
Primideale von höheren Graden vorkommen. Es sei f eines dieser Primideale. Dann 
verfahren wir ähnlich wie in Art. 1: Wir adjungieren zum Grundkörper k seinen ab- 


rim- E m 
‚soluten Klassenkörper k. Dann betrachten wir den Körper C, = k(Yp) und seine Norm €. 
'Die Galoissche Gruppe von C (im Sinne des Art. 1) ist aber keine Dispositionsgruppe, 
sondern eine allgemeinere Scholzsche Gruppe. 


Die Gestalt der Normalisatoren wird folgendermaßen bestimmt: Man bestimme 


zunächst die Zerlegungsgruppe von p innerhalb C,. Man beachte dabei, daß p sogar in k 
°C, nicht ein Primideal sein kann. Für den Fall eines zusammengesetzten Ideals hat Herr 
nor- Ore (12) die allgemeine Zerlegungsgruppe definiert als den Inbegriff der Substitutionen, 
! | die dieses Ideal invariant lassen. Nun beachten wir, daß die Zerlegungsgruppe 3 die 

Gruppe & (s. Art. 1) als Untergruppe enthält, da p ein Ideal des zu f gehörenden Körpers 
len: k ist. Wir zerlegen 3 nach $&: 


OrM ZB=-RHRU,+:-: - + RU, 


und üben auf 5 (d. h. die Relativgruppe von C,/k) die Repräsentanten U, =E,U,,..., U, 
von 3 aus. Dabei betrachten wir die Körper, die sich im Sinne der Komposition nur um 
unverzweigte Körper unterscheiden (d.h. gleiche Relativdiskriminanten haben) als nicht 
verschieden. Auf diese Weise können wir den kleinsten Exponenten d derart bestimmen, 
daß 5“ mit den Substitutionen von h vertauschbar ist (vgl. $ 6. 6). 

Es ist schwieriger, die Zahl a(Z! = T*) in diesem Falle zu bestimmen. Wir können 
erwarten, daß die allgemeinen Zerlegungs- und Trägheitsgruppen von komplizierterer 
Struktur sind; man darf außerdem nur dann unverzweigte „Körperfaktoren‘‘ vernach- 
lässigen, wenn es sich nur um die Struktur von Körpergruppen handelt. Die Zahlen a 
werden aber keineswegs durch die Struktur von Körpergruppen bestimmt. 


nO- 
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The multiplicative representation of the principal units 
of a relative cyclic field. 


By G. E. Wahlin in Columbia. 





Hensel!) has developed a multiplicative representation for the numbers of a 
field k(p). He has shown the existence of a fundamental system of numbers x, w 


No N, 7, Such that every number of the field may be expressed in the form 
[1 And > 9° n7 ri 4 ’ 
where a is a rational integer, b one of the numbers 0, 1,2,...,p' — 2, and cu, Cy Cu 


are rational p-adie integers. p is the rational prime which is divisible by p and u = ef 
where e and f are, respectively, the order and degree of p. x is a prime number of k(p), 
© a primitive p/ —1 th root of unity, and 7,, 771, + „, 7, are principal units (Einseinheiten). 
The numbers 7, ©, 9 N1: +» n, are called the elements of the fundamental system. 


This multiplicative representation has been used by Hensel?) and by Hensel and 
Hasse?) for the purpose of studying the normresidues of a field k(l), containing the 
l th roots of unity, with respect to a relative cyclic superfield Ä(%) defined by an 
equation of the form 


ad —-a=(. 


The following pages contain the results of a study of the principal units of such 
a field. The notation and terminology are, with slight modifications, those of H. H. 
The number / is a rational prime, { a prime divisor of l and 2 a prime divisor of [in the 
superfield. e and f are, respectively, the order and degree of I. u=efandr= 71 
The primitive / th root of unity, which is in k(l), is denoted by &=1 + u. 

The three cases considered separately in H. H. also here require separate treat- 
ments and, as there, shall here be designated a), b), ce). 


a) s=n,=1+twi; I=8. 


In this case | remains a prime in K(2) and when A is a prime number of k(l) ıt 
is also a prime number of Ä(£). As in H. H., W is a unit of K(%) whose relative trace 
w = S(W) is not divisible by I. In the first place such a number W shall be found and 
it shall be shown that for this W, not only is the relative trace not divisible by I, but 
W and its relative conjugates, here denoted by W = W, Wu Wa - - -, Wı-ı, are, mod. |, 
linearly independent with respect to k(l). That is, the relation 





1) This journal 146 (1916). 
®) Mathematische Annalen 85 (1922). 
%) Mathematische Annalen 90 (1923). In the following pages this work is referred to by H.H. 
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Wo + rı Wıt + a-ıWı-ı =0 mod.l, 


where 29 £p - - „%-ı are numbers of k(l), is possible only when x, 2. .,Xı-ı are 
all divisible by I. 


The meaning of the degree of a unit is defined by Hensel !). In the case a) « is 
I 


I 
of degree Ir and hence in K(8) Y« is of degree r and we shall write /x = 1 + 87’. The 
number ß is a root of an equation f(x) = 0 where f(x) is of the form 


I e—r 1-2 e—2r 1-2 
zt+vi zz "+4 x "+. +0-1ı2r +, 


in which %,, da, .. ., dv; are units of k(l). Since the last two coefficients are prime to | 
and f(x) = viı-ı mod. | the discriminant of f(x) is prime to [. Therefore the redueibility 
of f(x) mod. I would imply its reducibility in k(l) and this is known not to be the case. 
f(x) is therefore irreducible mod. { and the number ß cannot in k(l) satisfy a congruence 
mod. [ of degree less than /!. 

Let us now put W= Et, Then S(W) = $,-ı(ß) and by Newton’s formula and 
reference to the coefficients of f(x) it is seen that S(W) = 0 mod. [. We shall next see 
that W, W,, W3, . . ., Wı-ı are linearly independent mod. | relative to k(l). 


Let us designate the relative conjugates of $ by P,, Pa, - - -, Pr-ı, where 
4 


Pr") ; = 1 ” 1 Fr nu 1 .. 
m: re 18 5 I-i1_ "B+u.. 


Here I have chosen the notation {* =4A + u,f. From this 
Den Pr + ee, 


and for x =1,2,...,1—1 this relation and the definition W = f'"" give, with respect 
to the modulus I, expressions for W, W,, W;,. . ., Wı-ı in terms of ß with coefficients 
in k(l). Since cannot satisfy a congruence mod. | of degree less than / it is easily seen 
that the necessary and sufficient condition for the linear dependence mod. [ of W,W,,W,, 
..., Wı-ı is that the determinant formed from the coefficients of the system (1) and 


W = #'”" be divisible by I. This determinant is 


1 0 0 0 
se 1I—2 I | 
Ü Er ö "u Ze 77 
i-1 | „8-1 „2 —2 21-3) ..2 I—1 
= ga ) gt ie 3), ul 
Fu E * “ 
| di)! (!—-1)(I—2) (—1)(1—3) ‚2 I—1 
ss 4 ıı—ı > u—-ı.' ' * W-ı 


If we now put = = u„ and factor out the first element of each row, we see that 


the determinant is equal to 


| —2 4-1 
u u ll 
- >) —.—1 
ı—ı | Ua Us Ila 
u Eu 
| . . 
— —2 ——1 
U—ı U-ı W-1 ; 


which is equal to 


*) This journal 146 (1916). 
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1 
(- 1) ” u, u, (ol FL (u; —u;). 


The numbers u,, Us, . . -, W—ı are units of k(l) and 


_ U a tu It at 

) ; ef & ’ 
which is also a unit of k(l). Hence the determinant is a unit of k(l) and W, W,, W...: ., Wı-ı 
are linearly independent mod. |. 

If we now let w,, Ws, . . ., w be a base for the modulus [ in k(l), we see that the // 
numbers W;w,i =0,1,2,..,1—-4A, j=1,2,...,f form a base in K(t) for the 
modulus %. 

For the multiplicative representation of the principal units of K(X) we can then 
select a fundamental system consisting of the special unit H, and the !« units 


H;;e == 1 -+ W; w; A ; 


where i=0,1,2,..,2—-1, j=1,2,...,f, and e varying over the set of e integers 
between O0 and /r which are prime to /!. 


If we now denote by o that substitution of the cyclic group of K(t) relative to 
I ı 
k(l) which changes Ya into £y& then o*Ho,;,. = H,,;,. and we shall express this in 


the form 





Ho; = Hase» 
The unit Ho,;,. shall be designated by H,... 
We can from this development conclude that in case a) the field Ä(%) contains 
a system of zw-+1 units, consisting of the special unit H, and u=ef units 
H,;. = 1 + Ww,#, such that every principal unit of K(2) can be written in the form 
H'« II Höhe, 


9,0 
Here c„ is a rational /-adie integer and F,;,(o) is a polynomial with rational integral 
l-adic coefficients. 
b)a=4; I=f. 
I 

Let A =}. This is a prime number of K($). Let H,. =1+w;4® be any 
element, except H,, of the fundamental system of principal units of K(£). The primitive 
I th root of unity £ when expressed in terms of A shall be written 1 + u AT +: 
Again let o be the substitution of the group of K($) relative to k(l) which changes A 
into ZA. Using symbolic exponent we now have 


Ho=1+wA =-1+wA+menA"" +. 
whence 
Hi; =i+wowA*”+-- 

which may be used as the unit H;,.+rı of the fundamental system, provided the degree 
o + rl does not exceed /(e-+r). 

Repeating this process we have, in general, the relation 

(2) er _ HA, e+nr . 

Let us now suppose that in (2) i takes on the values 1,2,..., fand o varies over 


the integers prime to ! between O0 and rl. Then, as in (2) n takes on the values 
0,1,2,...,2— 1, we get Zu elements which, as is easily seen, together with the special unit 
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H,constitute a fundamental system for the principal units of K(%). In this case the special 
unit H, may be chosen from k(l) and shall therefore be designated by n,. 

Hence, in case b) also, we have a representation of the principal units of K(X) ın 
terms of u + 1 fundamental units in the form 


)x=1+ui,l1=f; (hl)=1, O<h<ir. 


In this case the general element of the fundamental system shall be studied in the 
form used in H.H. Thus 


I 
H,ı=1+ wit —VYaY. 

The degree of this element is 

(3) 0, > Is + ht 
and O< g,,< Pr. In the formula (3) i varies over the set 1,2,...,2 — 1 and, for each 
t,s varies over the rational integers of the interval defined by 

(4) - 7] sssn - 7 

l I 

We now have, when we use the symbolic exponent, 


—1. 





l ! 1 N 
(1 -Yo)” =1-LYa=1-Ya — uVai 
and hence 
I l 


I I 
(1 - Ya)” = (1 -Ya) —tuVaalı -Yay + --, 
where the other terms contain higher powers of 2. We may therefore write 
I ! I 
Ha=ıitwali - Vo) -tm,YawArlı Ya) + -- 


and hence 
l l 


Hi: =1+(-mVow)A "(1 Ya)" +-, 
which may be used as MH; ,+r.:-ı, an element of the fundamental system of a higher 
degree, provided the degree remains prime to /! and does not exceed /?r. 
We shall now study the eflect of the application of the exponent ao — 1 on the 
degree, and, for the sake of simplieity of notation, let us consider the exponent as 
applied to the symbol for the degree. Then 


el FT ls+n)+ht—N)=o,+r-h, 
and, since R< rl, we see that the transformation effects an increase in degree. As long 


as the second index on go remains positive the number go is prime to land the above process 
may be repeated. We thus have ' 


iM __ 
a lyanı-a 
and, in general, for n<t 
( — 1)" 28 
0%: Be O,40r.t—n‘ 
But for n=1t the term in Ah in the formula (3) drops out and the number Oyyn,o 18 q 


multiple of Z and hence not the degree of a fundamental unit. Also, if under these trans- 
formations s and t take on such values that the inequalities (4) do not hold, the o so 
obtained is not the degree of a fundamental unit. 











126 Wahlin, Multiplicative representation of the prineipal units. 


Since go is defined by the integers s and i and to each o, , there corresponds but 
one pair of numbers (s, t), it will, in the remaining part of this paper, be convenient to 
consider a system of lattice points on a rectangular coordinate system and with each 
0,, assoclate the lattice point (s,t). We shall consider the lattice points within and 
on the boundary of the parallelogram bounded by the lines 





(6) y=1-1A, 
1 h 

(7) v---(e+l;])+t 

Be hil — ” 
(8) - -Z(e -n4 [EIN 41) 41-1. 

For y=ı>1 we have, using the equation (7), 
h ’ hi hi 
= - |} -i-9<-n<-7<-[|]] 


since rl > h. Hence by reference to (4) we see that all the lattice points corresponding 
to degrees of fundamental units lie to the right of the line (7), except the single point 
| J nz ii 
(- u , ı) which is on this line. 

In the same way, using the equation (8) forry=ı<1-—1, we have 
All —1) 














- j A u 
> - 2] -1420-1-9 
> I de 
Bann DR... 


and x being an integer when y = i, an integer, 
s2rl — E —41, 
and all lattice points corresponding to degrees of fundamental units lie to the left of or 


on the line (8). The point [rt = pe = 1) 


t=1,2,....2—1, we conclude that all lattice points corresponding to degrees ol 
fundamental units lie within or on the boundary of the so constructed parallelogram. 

Moreover, from the above development we see that the line (7) contains only one 
of these lattice points and the line (8) at least one of them. 

Let us now consider straight lines drawn through all the lattice points on the 
lıne (6), between and including the two vertices, parallel to the sides (7) and (8). These 
lines will then contain all the lattice points within and on the boundary of the parallelo- 
gram and hence all the points corresponding to degrees of fundamental units will lıe 
on one or another of these lines. Let o,: be any such degree. The application of the 
exponent o — 1 transforms this to 0,;4r,:—ı and hence the point (s,t) has been trans- 
formed into the next lower point on the same line. 


Ontheline y=1-—1 allpoints between and includingthe points | — nd) ‚i— ) 


and [rl = a —1,1-— ) correspond to degrees of fundamental units and 





—1,1- ı) is on this line. Hence, since in o,, 
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hence all of the lines through these points of the system of parallels will contain such 
lattice points. In the same way on the line y = 1 all lattice points between and including 


(- F|. ) and (rt — u —1, ) are lattice points corresponding to degrees of funda- 
mental units. In the system of parallels, the line through [rt — - —1, ı) has the 


equation 
1 h 
y- - (2-14 4 +1) +4, 
and the abseissa of its intersection with y=!—A is 


a =] —1 rl —2) = =] —1+2r 


which is greater than — EI —1+2 . and this is greater than + EB — 1 and 


hence the abscissa is greater than or equal to u 2 — N. Hence in the system 


of parallels each line contains at least one lattice point corresponding to the degree of 
a fundamental unit. 

Let us number the parallel lines from left to right and suppose that e, is the number 
of them. 

Designate by H,;,; the fundamental unit corresponding to the highest point for 
which such a correspondence exists on the 7-th line. Then Her”, n=01. 2... 
represents fundamental units until n takes such a value that the corresponding point is 
on the line y= 1 at which point the process stops, or until r takes on such a value that 
the inequalities (4) do not hold. 


If, for a given point (s,t),s< — =. then o,,: is negative and since each applica- 


tion of o — 1 causes an increase in o, starting with a point (as above specified the highest) 


H%5”" will cease to represent a fundamental unit only when the corresponding point 
is below y =1 or when 


son-|®] 4 


If this last condition occurs 


(9) s+r>n4+r-|#| -4, 
both members of this inequality being integers. Now 
rı+r— + —1 >n+2-7 —i1=r 4 


and the first member being an integer, it is not less than 


rl — Le 2) — 1 and from (9) 


s+tr>n-— 2] —1. 


From this we conclude that if to a certain lattice point below that corresponding 
to H;,; there corresponds no fundamental unit then no such units correspond to any 
of the lattice points on the same parallel and below this point. Hence on each of the 














128 Wahlin, Multiplicative representation of the prineipal units. 


parallels there is a highest and a lowest point which correspond to fundamental units 
and all points on the line between them also correspond to fundamental units. Also 


all the fundamental units corresponding to the points on any one of the parallel 


. . . n —1)N 
lines can be written in the form HYz”". 


Hence in case c) there exists in K(2) a system of u, +1 = e,f + 1 fundamental 


units consisting of the special elements H, and the elements H;,;, i=1,2,...,f, 
j=1,2,...,e, such that every principal unit of Ä(%) can be expressed in the form 
Hi II Hi” 
9 ’ 


where c, and F;, ;(o) are of the same type as in a) and b). As in b) F,„ may be chosen from 
k({) and hence designated by n,. 
The determination of e, is simple. This is the number of lattice points on the upper 
boundary of the parallelogram, including the two vertices. The abscissa of the upper 
hl —1) 


left hand vertex is — Ei — r(l — 2) and that of the upper right is rl — = \ —1 


and hence 





on [EN] + [A] An 


un + 


(0-2 


This may be still further simplified. Let = ig + m, 0 <m<<l, and hence H =g. 





Then 
( —A)k=1{(ll -A)g +m-—-Ai}+1—m 
and 





MR] tn] 


and therefore 


a =2e-h+2|7| +1. 


Eingegangen 19. August 1931. 
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Non-commutative domains of integrity. 


By J. H. M. Wedderburn in Princeton. 





1. Introduetion. The present paper forms an introduction to the study of the 
general properties of domains of integrity. Much old matter has had to be included 
in order to render the remainder intelligible. In particular $ 7 was originally published 
in 1913!) but is given here in a much improved form with some extensions and addit- 
ions. The first theorem of $10 has been given by Dickson ?) but in a somewhat less 
general form. 

2. Definitions. A domain of integrity D is a set of elements a, b,... called integers 
in connection with which there are defined two functions a + b, ab which have a unique 
value in D for every pair of elements a, bin D and which satisfy the following postulates: 

Al. (a+b) +c=a+lb+c). 

A2. There exists a unique integer 0 such that a +0 =a for every Integer a. 

A3. If.a is an integer, there exists an integer ce such that a+c=0. (This c ıs 
denoted by — a.) 

Ak. a+b=b+a. 

Mi. ab-c=a:be. 

M2. There exists a unique integer 1 such that al = a = la for every integer a. 

M3. ab = implies either a=0orb=(. 

AM. ab-+c)=ab-+ac, (b+c)a=ba-+ca. 

The postulates are, as is well known, not wholly independent and contain parts which 
can be deduced as theorems from simpler postulates. 

The domain D contains 2=1 +1,3=2-+41,... also —2, —3,...; and these 
integers form a subdomain of integrity D, in D. If for some integer m of the sequence 
2,3,... we have m +1=0(, the domain is said to be modular; it is readily shown 
that, if m is the first of the sequence for which this is true, then m +1 is a prime when 
regarded as a rational integer. The elements of D, are commutative with every element 
of D; moreover, the total set of elements of D which are commutative with every element 
of D themselves form a domain of integrity and the elements of this domain we shall 
call the scalars of D. 

Ifa=be, bis called a left factor (L. F.) of a and c a right factor (R. F.); we shall 
here denote these relations by bLa and cRa respectively, while if x is not a right factor 


of a, we write xRa, and similarly xLa will mean that x is not a left factor of a. 
If there exists an integer b such that ab = 1, then 5 is called the inverse of a; and 
an integer which has an inverse in Dis called a unit. If a is an integer and u, v are units 





1) J. H.M. Wedderburn, On continued fractions in non-commutative quantities, Ann. of Math. (2)15 (1913—14), 


pp. 101—105. 
2) L. E. Dickson, Algebras and their arithmeties, Chicago 1923, p. 173; Algebren und ihre Zahlentheorie, 


Zürich 1927, p. 226. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 17 
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in D, all integers of the form uav are called associates of a; ua is called a left associate 
and av a right associate. An integer which is not a unit and which has no factors except 
itself, or an associate, and units, is said to be irreducible in D, that is, if a is irreducible 
and a = bc, then either b or c must be a unit. 

If to a pair of integers a, b there corresponds an integer c such that (I) cisa common 
right factor (C.R. F.) of a and db, (II) every C.R. F. of aandbis aR.F.of«, 
then c, or any of its left associates, is called a highest common right factor (H.C.R. F.) 
of aand db; a H.C.L.F.is similarly defined. Again, if there exists an integer m such 
that (I) aRm, bRm, (II) ıf p is any integer for which aRp, bRp, then mRp, then m is 
called a least common right multiple (L.C.L.M.) of aand db; aL.C. R.M. is similarly 
defined. 

3. Vectors and matrices. Vectors and matrices with non-commutative coordinates 
have been used by several authors but it is convenient here to give a short description 
of them since they are used freely in the sequel. A vector of order n in a domain of in- 
tegrity D is a set of n ordered integers of the domain, say & = (2, %y:--,Xn). I 
y,= = 4,2%; (a; in D) the vector y is a laevolateral linear vector form in x and we 


write y = Ax; similarly, if y, = %;Q;;, we set y=xA. Just as in ordinary scalar 
algebra we call A = || a,,; || a matrix and addition and multiplication of AandB = || b,; || 
are defined by 
A+B=|a;+b;|, AB=||2axby; ||. 
4. Elementary Transformations. If the relation between y and x ıs given by 
(1) y=As, y=%(i#Fp), 9,=%,+9,(4=#Pp); 


y is said to be derived from x by a left-hand elementary transformation 
of type I; or ıf 


(2) z=rd; z=nlitg, am tmOlHp)), 

zis derived from x by a right-hand elementary transformation of type I. Again, ıf 
(3) y=Ps y„=%, 

where &], &, . » -,%, Is a permutation of 1,2,...,n, then y is said to be derived from 


x by a left-hand elementary transformation of type II. The corresponding right-hand 
transformation is 


(4) z=ıPf; zz =. 
Finally, if y, = u,x, (y, = z,u,), where each u, is a unit, y is derived from x by a leit- 
(right-)hand elementary transformation of type Ill; the corresponding matrix is 
U = || u,ö,; ||. 

The matrices A, P, U are called elementary matrices of type I, II, and III, respect- 


ively, and any matrix which is the product of a finite number of such matrices is called 
an elementary matrix in D. 


5. Examples of domains of integrity. In order to illustrate the terms introduced 
in the next section we shall give here a number of examples which will later be quoted 
by number. 


Example 1. The set / of rational integers. The units are +1. 


Example 2. The set /(}) of all rational numbers of the form x2”, where x is in ]J 
andn=0(, —1, —2,... This set is obtained by adjoining # to /; the set of units is 
the set of numbers of the form 2”, where m is in /. 
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Example 3. The set R of all rational numbers; here every element, except 0, is 
a unit. 

Example 4. The set I(/k) of all numbers of the form a + b/k, where k is a fixed 
element of J and a,b arbitrary elements of /. 

Example 5. The set K(/k) of quadratic integers, that is, the set of numbers of 
the form x = a + bVk, where k is a fixed element of / which has no square factor and 
a,b are elements of R such that x satisfies an equation @ +2 +ß=0(x,ß in J). 
Unless k =1 mod 4, this domain is the same as /(/k). 

Example 6. The set Q = fi, j,k) of quaternions a, +a,i-+a,] + a,k with 
coordinates in /. 

Example 7. The set Q(4(1 +: +7 + k)) of all quaternions of the form 


ai+m/jtak+a, er B' Ay, Ay, Az, a, in 1. 

Example 8. If F is a field, the set F(x) of all polynomials in the variable x with 
coefficients in F is a domain of integrity. 

Example 9. If D is any domain of integrity and x,, X3, ..., %„ are scalar variables, 
the set D(x,, X, - - -, %n) of polynomials in the x’s with coefficients in D forms a domain 
of integrity. 

Example 10. Consider the set of all functions a, of a variable t which possess 


N h d 
derivatives of all orders in a given region and let D here stand for Fr the set of all operators 


of the form 
„Dr ’r. +6, n=0,1,2,... 
forms a domain of integrity. This domain contains a subdomain obtained by restricting 
the a’s to be polynomials in t, which gives a purely algebraic domain sınce D may be 
defined by means of the relations 
Da=aD-+.a', D(a, +a,) = Da, + Da,, Da,a, = a,Da, + a, Q,, 
where a’ is the derivative of a. 

Example 11. In place of D in example 10 we may use the difference operators /\ 

or E for which 
Eatt)=at +1, A=E-1. 

Many other operators may be used in the same way; for instance, we may use 
the operator which turns 1" into 1”-1, the coefficients being taken to be polynomials 
in order to avoid non-algebraie considerations. 

6. Euclidean domains. Domains of integrity in which the division transformation 
is possible have many important properties in common. The definition of the trans- 
formation varies somewhat in different domains, and some care is necessary in order 
to cover all cases in one discussion. 

In Example 1 of the preceding section we know that, if p, qg are any Integers, we 
can determine (in general in two ways) integers a, 5 such that 


(5) p=qH+b, 
with the condition |b|< |g|. In Example 2 a similar relation exists, only we must 
replace, if b #0, the absolute value |b| by o(b) where, if b = 2"ß, = 0 mod 2, then 
o(b) =ß. In Examples 4, 5 the division transformation is not always possible but in 


ın certain cases, which we need not discuss here, the transformation exists with the 
17* 
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condition that, if o(z) stands for the absolute value of the norm of z, then in (5) we have 
o(b)< o(g) or else b=0. The transformation is also possible in Example 7. 

In Examples 8, 10, 11 the property of the remainder 5b is usually stated in terms 
of the degree of the polynomial, but, if z is a polynomial of degree n (in x,D, or 
E, respectively), the characteristic property of the remainder can be brought into line 
with the earlier examples by putting o(z) = 2". We are therefore led to formulate the 
existence of the division transformation in a domain as in the following postulate: 

EA. To every non-zero integer a there exists a real positive number o(a), called the 
stathm of a, such that (1) any sequence of integers a,, Aa, .. . for which ola,) > o(a,) >... 
can contain only a finite number of members, (Il) to any pair of integers p,gq, neither of 
which ıs 0, there exist integers a,b,r,s such that 


p=sw+tr=gb-+s, 

where either r=(0 or o(r)< o(g) and either s=0 or o(s)< olg). 

A domain of integrity in which this postulate is satisfied will be called a Euclidean 
domaın. 

It follows from EA that o(a) has a minimum value for elements of the domain. 
If we denote this value temporarily by a, then any element b for which o(b) =« ısa 
unit; for the remainder on dividing any integer by b must be O since there is no element 
whose stathm is less than a. We may always set «x = 1 without real loss of generality 
and, except when otherwise stated we shall always suppose that this has been done. 
We have then the following theorem: 

Theorem 6. 1. In a Euclidean domain, if a, bare integers such that o(ab) =1, then 
both a and b are units. 

In all the examples quoted above it happens that 

(6) o(ab) = o(a) o(b). 
Any Euclidean domain in which (6) holds will be called a proper Euclidean domain. 
We have then 

Theorem 6. 2. In a proper Euclidean domain the stathm of a unit ıs 1; and every 
integer whose stathm ıs A is a unit. 

Suppose for the moment that the minimum stathm « is not necessarily 1. Since 
o(a) = o(la) = o(1)o(a), we have o(1) = 1. Suppose that u is a unit for which o(u) = a. 
We have a s1 since o(u-!) = a1; but, fx < 1, then o(u?) =a®< x, which is im- 
possible since & is the minimum value of a stathm; hence x = 1. Again, ıf u is any unit 
and w =1, then 1 = o(1) = o(uv) = o(u)o(v) whence o(u) = o(v) = 1 since neither 
can be less than 1. The second part of the theorem then follows as in Theorem 6. 1. 

7. The Euclidean algorism. Let &,, &, be a pair of integers in any domain of integrity 





and A,, @43,... any sequence in the same domain; we can then define another sequence 
Ep En &a, --. Dy the recurrence formula 

(7) &,— u a,5, ” Sr 
If we set 

(8) 2,= (&, &,41) = (&, ER —a,5,); 
we have 

(9) u Fe ER 
where 

-ı _|0 1 
au En | 1 4] 
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which is an elementary matrix whose inverse is 
PR | a, 11 


en "= ol 
From (9) we have &,-ı = A,t,, repeated use of which gives 
(11) 2 = Pius, 
where 
(12) P, = A, As’: A, = P,-ı Ar: 
It follows readily that ?, has the form 
| P, P,-ı\ jan 
(13) a g,_M |’ P,=A,, 
where 


P,=P,1%, + P,_.: ,= 19,1%, + 9,_2 
m=1;, Pr =, »=-I, =1- 
Since P, is elementary, its inverse is integral. In fact, we have 
Gi u | 


Me 0 4 
Be 
—dq! Er © 1 -—a, 


(14) 


(15) Pr = (-AY\ 


where 
PR, =4P,_ı + P_y 5 = a, + 9-2 
pr = br =, m =1: 
Since P,P}'=1=Pr "is we have 

Theorem 7.1. 

0=gP, —- 9,4, = PP, PP, = ur — ı-19, 
(17) (-1/ =g_,P, - Bd = DPI — GP, 
= P,9-1 PT, = ,—NYPr — 4, Pr-ı° 


(16) 


Also from x, = P,&,, 2; = P;'x,, we have 
Theorem 7.2. 


& wur P,S, r P,_1°,41 $, Br g,8, : d,_1 841 
9-16 — Pd = (- 1078, 
Using the same values of a, as in (7) we can also define the sequence 70, N1 Na: - - 
where 


(18) 


(19) N, n,4, + N,+1  Yoss Son Zus JE 
li we set y, = (n, N,,1); this gives immediately y, = y,aA," whence, as before, 
(20) Yo ui y,Q, Q, vn AA, er A, .. A,Q,_ı 
with!) Q, = A,. Repeating the processes used above we find that 
I} | ’ 
(21) o-|7 #7 |\-(- rt, 
Pont I,—1 
where 
ie 
d | —i1 0’ 


and, remembering that 1 = &, 21 = &), we have 


!) In a commutative domain @, is the transverse of P,. 
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Theorem 7.3. &=n,P, + n,ı1P_» ı =n%+ %:1%-ı 


(22) 5-1 Ari = (Nm: 
Another formal relation whose proof is readily made by induction, is 
(23) 5-50 (N,418  M&rrı): 


8. Factorization in a Euclidean domain. We now assume that all the quantities 
used in $7 liein a Euclidean domain E, and that after some value r, of r the relation (7) 
is obtained by the division transformation so that at each stage after the r,-th we have 
either &,,, =0 or o(&,,,)< o(£,). The stathms o(£,) (r >r,) then form a decreasing 
sequence and hence at some point &,R&,_,, that is, &,,, = 0; let n be the first ?) value 
of r for which &,,, = 0. A similar process may be carried out with left-hand division 


in place of right; but it is probably more convenient to continue the process with the 
n's defined by (19) using the division transformation after the value r =n. As before 
we must have at some stage n,,, = 0; let m be the first value of r for which n,.,, =. 


As a consequence of (7) we have that every C.R. F. of £, and £, is also a R.F. 
of &£,, and from Theorem 7. 2 with r=n we have 


(24) ren AT men I-ıdo — Pa-ı Al Zaun 1)", 
so that &, isa R.F. of both &, and &,; hence £, ısa H. C.R.F.of£, and £,. Sımilarly, 
from (19) and Theorem 7. 3 it follows that n„ is a H.C.L.F.and 

(25) Emm ET Nm Elm — FrPa-i = ID" 
We may therefore state the following theorem: 


Theorem 8.1. /f p and .g are integers in a Euclidean domain, we can find in a finite 
number of steps a H.C.R.F., r, and a H.C.L. F., l; and ihere exist integers a,b, c, d 
such that 


ap+bg=r pce+gqd=]|. 
We have also the following corollary: 
Corollary. We can find integers a’, b' such that ap + b’q = 0 and such that 


a bi 
la bj 
ıs an elementary matrix. 
For in the theorem we have a=g/, „b= —Pp/,_„ whenea= —gq,b' =p, 


satisfy the required conditions. 
When p and g have no C.R. F., then p = p,v, q = q,v, where v is a unit. If we set 
| A ah 6, =, „=zv'p 6, =vig, 
the results of Theorems 7. 1, 2 still hold good when y,, ö, are substituted for p,g,. The 
difference equations satisfied by y, and y‘ are 
(27) Y, .. Y,—1 b, + Y,_2 Y, vn b,Y,_ı * Y_ı 
b,=vrlay, y-v, ad, 


and similar results hold good for the ö’s. 

The discussion just given above shows that a H.C. F. may be found by a variety 
of sequences of elementary transformations; the following theorems show to what extent 
the results at any stage are invariant. We shall deal directly only with left-hand trans- 





!) It is permissible that n be less than r,. 
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formations leaving the reader to make the necessary alterations in the statement and ‘ 
proof when right-hand transformations are used. We shall also assume as above that 


Sn+1 m Im+1' 
Theorem 8.2. If ap, =bq, hp, — ka, = (— 1), then 
(28) a=s,, db=sp, h=4+g_, k=1r+P_, 


where s and t are integers. 


Consider the class X of integers x for which there exists an integer y such that 
xp, = yq, In X there is at least one integer, say f, which is not 0 and whose stathm 


has the minimum value ß for the class; let /p, = gg,. By the division transformation 
we may set g, =c,f-+ c, where either c, = 0 or o(c,)< o(f) = ß. This gives 


u 3 ad SIR md un; 2 
Hence c, is in X and equals O since otherwise o(c,) < ß; therefore 
„,=ah P=G8- 

From Theorem 7.1 any C.L. F. of g/ and p/ is a unit so that, if u = c7', we may set 
f=uqg„g= up). [ wenowseta=a,f + a,, it follows as before that we cannot have 
o(a,)< o(f), and hence fRa; whence g’/Ra, say a = sg,, and this gives b = sp. 

The second part of the theorem then follows immediately since from 
hp, — kq, = (— 1)" we have (cf. Theorem 7.1) 


(kh—g_,)P, -(k—-Pp,_,)q,=0. 

Corollary. Every L.C.L. M. of p, and q, has the form ug! p,, where u is a unit. 

For if wisaL.C.L.M. of p, and q, then w = ap, = bg,, and hence by Theorem 
8.2, w=sg’p,; that s is a unit follows from the definition of aL.C.L.M. 

Theorem 8.3. /f p and g are integers in a Euclidean domain, we can find in a 
finite numb.r of steps a L.C.L. M., wı, and a L.C.R. M., w,. 

For in view of the results of $7 we may writep=p,&,9 = 9,5, If therefore 
w ıs aL.C.L.M. we have 


w = ap, = ba, 


nn 


£ ısaC.L.M. 


n n 


and hence ap, = bg, and w, = sg} p, &,, where s is a unit; conversely g/ p 


n’ 
Sımilarly w = n,9',P„ is aL.C.R.M. 
A corollary of this theorem is of sufficient importance to require separate statement. 


Theorem 8.4. If ap = bg, then g, isa R.F. of a. 
For we may set p=p,&,9=g,f, and hence as above a = sq,. 


n ”n? 
In many respects this theorem takes the place of the theorems regarding unique 
factorization which are valid in commutative domains. 


Theorem 8.5. In a proper Euclidean domain o(p,) = o(p‘), o(g,) = o(g,); and, 
if p, is irreducible, so is also p’, and conversely. 
The first part of the theorem is true for r =1 and, since 
o(p,) o(p,_,) = (Pp,P,_,) = (P,_ı P,) = eP,_,) e(P,); 
it follows by induction that it is true for all values of r. 
To prove the second part suppose that p, is irreducible and that p/ = ab, where a 
is irreducible, so that g’ p, = abg,. Taking g’ and a, which have no C. L. F. by Theorem 
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7.4, we can find c and d such that 
q,c vn ad, o(c) = o(a), o(d) u o(4,); 
and from Theorem 8. 2 (with right and left interchanged) it follows that p, = cs, bg, = ds. 
But p, is irreducible and o(c) = o(a) so that c is not a unit; hence s is a unit and 
o(p,) = o(c) = o(a). This gives o(b) =1 and b is therefore a unit. 
Vectors of higher order can be treated in much the same way as those of order 2. 
If x = (pı, Pa, - - -, Pr) 18 any vector, we can find 911, 913; Tın Tız such that 


(29) 0 =gıPı + 9ePa» Fı=ruPı + rıePa» 
where r, isa H.C.R.F. of p, and p,, and g,1, 912 have no C.R. F. Next, taking r, with 
Ps, we find 431, a3, "21, "gg such that, if r,isa H.C.R.F. of p,, Pa, Pa, then using (29) 


0 = garı + 923 Ps = ar fıı Pı + ar Fız Pa + Qas Ps 
or, say, 


0 = ga Pı + 9a Pa + 923 Ps; 
sımilarly 


N —=rygfı traPp3 = TzarıPı + PaıfıaPa + Pas Ps = Far Pı + FaaPa + Tas Ps- 
Let gbe aH.C.L.F. of 9,1, 928 Qa35 9a; and g5, have noC.L.F. and therefore, if we 
find g, 93 such that 9, 91 = q9; is aL.C.R.M. of g5, and q, then by Theorem 8. 4 g7 is 
aC.L.F. of r,, and r,, and is therefore a unit. But if u is the inverse of g;, this gives 
951 = 99, u and, since g5, and ghavenoC.L. F., qg must be a unit; hence 931, 938, 993 have 
no C.L. F. Similarly 751, "ag, Tg; have no C.L.F. Continuing this process we arrive 
at the first part of the following theorem; the proof of the second part is similar to 
that of Theorem 8. 2 and is left to the reader. 

Theorem 8.6. /frisa H.C.R.F. of a sequence Pı, Pa - - -, Pı OF integers in a 
Euclidean domain, we can find integers ,i=1h2,..„k—-1,j=1, 2,..,20+ 1) and 
9,7= 1, 2,...,k) such that, for a given value of i, Q,Yp-.. haveno C.L. F. and 


9ı Pıt QıePa = 0 
Qı PıtQa Pat IPs = 0 


a Pte Pr ta Ar: 
Further, if &,,%&...,& are any integers such that 
MPpı tapt+t' + =0, 
then there exist integers t,,t;_ı,... such that 
bla 


Fa llh-niı tk-ık-ei-ı 


%, lg Fhsılazı Frege 
The following theorem is also of interest. 


Theorem 8.7. If x = (pı, Pa - - -, P,) is any vector and g an integer in a Euclidean 
domain, there exists a vector x’ = (p1, Pa - - -, Pı) and an integer q’ such that 


ge=xg; 
and, if y and a are any vector and integer in the domain such that ax = yq, then there ıs an 
integer s such that a=sq’,y=s«. 


Is. 
1d 


th 
9) 
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Let g; and p/’ be determined so that aL.C.L.M. of p, and g is g;p, = p; 9, and 
tg’ =gg beaLl.C.LM. ofgli=1,2,...,%k). Thenp=g pi(i=1,2,...%) 
satisfies the first condition of the theorem; the proof that it also satisfies the second 
condition is similar to that already given for Theorem 8. 2. 

9. Quotient algebras. In a commutative domain there is little difficulty in showing 
that there is always a field of which the domain is a subset; the situation is, however, 
not so simple in the case of non-commutative domains. We shall take first the case of 
Euclidean domains. 

Let E be a Euclidean domain and consider all pairs of integers a, b for which b #0. 
Let ad =b,a be the L.C.L.M. of a and b and let (a, b) denote the class of all pairs 
p,q such that 


(30) agq=bpP, g=FI. 
From Theorem 8. 2 it follows that, frisa H.C.R.F.ofaanddb,anda=«,r,b=byr, 
then p = a,s,g = b,s, and any pair of this form belongs to (a,b). We have therefore 
(31) (a,b) = (as, bs), s#. 
If (c, d) is another class of pairs and e = be, =de, isa L.C. R.M. of b and d, we have 
(a,b) = (ae,, be,) = (ae,e), (ec, d) = (ce, €) 
so that, if we have any finite number of classes, we can always assume that the second 
members of the representative pairs are identical; similar reasoning shows that we may, 


if we please, make the first members equal instead of the second. The sum of (a, b) and 
(c, d) is now defined as follows. 


(32) (a,b) + (c,d) = (ae, + ce, e). 

Again, f f=bf, =cf, isaL.C.R.M. of band c, then 
(a,b) = (af, dbfı) = (af, f), (cd) = (cfa, dfz) = (f, dfr) 

and the product of (a,b) into (c,d) is defined by 

(33) (a, b) (c, d) nn (afı, f) (f, df,) u (afı, df2). 
The zero element is (0, b) and the identity is (1, 1); also by definition (a, b)(0, b) = (0, 5). 

We have now to show that the operations just defined lead to a division algebra 
(non-commutative field). We shall leave to the reader the proof that addition is uniquely 
defined, associative, and commutative as the proofs differ only in detail from those 
which we shall now give for multiplication. The definition of multiplication is indepen- 
dent of the pair chosen to represent the class. For, if (a,b) is replaced by (as, bs) and 
we set g = bsg, = cg,, then by Theorem 8.2, we have sg, = fıt, 83 = fst and therefore 

(as, bs) (ce, d) AFOR (asgı, dg;) m (afıt, dfz t) = (afı, df,) = (a, b) (c, d) . 

A repetition of this process shows that the product is independent of the representative 
pairs. 

The proof of the associative law is as follows. If k = dk, = ek,, we may replace 
a triad (a,b), (c,d), (e, f) in which no first member is 0 by (a,b), (ck,, k), (k, fk,) and 
then, if A= bh, = ck,h,, this in tu rnmay be replaced by (ah,, h), (h, kh,)(kh,, fkahs); 
there is therefore no loss of generality in taking the triad in the form (a, b), (b, e), (ce, d). 
We then have 

(a, b) [(d, c) (c,d)] = (a,b) (b,d) = (a,d), 
(a, b) (b, c)] (e,d) = (a, c) (c,d) = (a, d), 


so that multiplication is associative. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 18 
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The distributive law holds good. In the first place, in (h,k)[(a,b) + (c,d)] we 
may take a=cand then k=a. Let p = bp, = dp;; then 


(h, a) (a, b) + (a, d)] = (h, a) (a(pı 4 Pa), P) . (k(pı + Pa); p) 
= (hp» pP) + (hp, p) = (h,a) (apı, p) + (h,a) (ap,, p) 
=. (h, a) (a, b) + (h, a) (a, d). 
The left-hand distributive law is proved in the same fashion. 
Finally, the product of any element by the zero element (0, b) = 0 is clearly the 
zero element; and conversely, if (a,b) (c,d) =0O either c=0 or 


0 = (a, b) (c, d) won (afı, df,) 
by (33); hence af, # 0 and, since fi = (0, we have a =), that is (a,b) =. 

The set of classes of the form (a, 1) forms a subset which is simply isomorphic 
with E, and hence by the usual process of identification we have a division algebra 
over E as required. 

The following is another type of domain, not necessarily Euclidean, in which the 
quotient domain exists. Let H be a domain of integrity and J its scalar domain or 
centrum. If a ıs any element of H, it sometimes happens (e. g., Example 6) that there 
exists in H an integer a for which aa = « is scalar; a is then said to be an adjoint of a; 
it is easily shown that aa = aa. Such a domain may be called a Hamiltonian domain. 
Since J is scalar, it is readily extended so that & has an inverse and then aa! is an 
inverse of a. 

A somewhat more general problem is the introduction of new units in a domain. In 
particular, whenthere isgiven an element 5 of the domain, it is desirable to know under what 
conditions the domain may be so extended that b and its powers are units. We shall not 
attempt a detailed discussion of this question here, but will merely remark that, in view of 
the discussion given above it is sufficient to suppose that for any element a ofthe domain 


there correspond elements a,, b„ such that ba, = ab.. lf every element can be made a 
unit by a suitable extension of the domain, then as a rule a quotient domain exists. This 
quotient domain is a trivial Euclidean domain, a remark which suggests the interesting 
problem of finding in any particular case the minimum set of units which must be added 


to make the domain Euclidean. For example, K(/ — 5) is not Euclidean but becomes 
so on making 3 a unit. 


10. Linear equations; the normal form ofa matrix. Consider a laevolateral system 
of linear equations in a Euclidean domain E, 

(34) Y -2 dj; %, = 1, 2, hf, 
that is, y = Ax where A is the matrix ||a,,||. Any system z = Bw is said to be equi- 
valent to (34), if we have simultaneously 

s=Hy, w=äÄs; y-=Mzi, z=Nw, 
where the coordinates of each of the matrices H, K, M, N are integral, that is, 7 and X 
have inverses which are integral in E. We shall show below that H and X can be obtained 
by a sucession of elementary transformations and are therefore elementary matrices. 

A left-hand elementary transformation of type I performed on the y’s, say, re- 
placing y, by y„+0y,(p=Fg) and leaving the other y’s unchanged, leads to a new set 
of equations in which the vector x is the same as before but with a new matrix which 
is derived from A by adding to the pt" row the gt row multiplied on the left by an 
integer 6. The same transformation on the x’s leads to an equivalent system in which 





> 


we 


he 
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yis unchanged but in which the matrix is obtained from A by adding to the g'" column 
the p'® multiplied by 8 on the right. These operations are therefore naturally called 
elementary transformations of type I on the matrix. The interpretation of transform- 
ations of types II, III is immediate. We shall now leave the system (34) and consider 
only transformations of the matrix A. 

The process of finding a normal form for A in a non-commutative domain is con- 
siderably more complicated than in ordinary algebra, and it is therefore convenient 
to break the complete statement of the results into three separate theorems. 

Theorem 10. 1. There exist elementary matrices P,Q with coefficients in E such 
that PAQ has the form 





(35) PAQ = & | 





0, 
where (1) a; ıs both a rıght and a left factor of &; for | >i, (II) o(&;) S o(a,)(] >), and 
(III) o(x,) is not greater than the stathm of any non-zero coordınate of A. 

A diagonal matrix satisfying the conditions of this theorem will be called a normal 
form of A. 

The theorem is true for matrices of order 1 so that we can make the proof by in- 
duction; we assume, therefore, that it is true for matrices of order n — 1 with the ex- 
ception of the condition o(x;) S o(&,;), which need not be assumed for the moment. If 


a coordinate a;; is a left factor of another in the same row, say ai, = a;,; d, subtracting 


the 7" column multiplied on the right by 9 from the p"" column replaces a;, by 0. 
If a;; is not a left factor of a,,, we can find an integer 9 such that a, = a,,;9 + a;y, 
o(ai,) < o(a;;), and the operation just described replaces a;, by a;,; and similar operat- 
ions can be performed on the rows, the only difference being that ® occurs on the left 
instead of on the right in multiplying. Since the minimum stathm of the coordinates 
is never increased by this process, we can, permuting rows and columns if necessary, 
arrıve by a finite number of steps at a matrix of the form 


(36) 0 b32 ba; Paz Dam 


in which o(b,,) is not greater than the stathm of any other non-zero b;; and is not greater 
than the minimum stathm for the non-zero coordinates of A. Suppose that, when this 
is done, b,,isnot a R. F. of some other non zero coordinate, say bi; = # b,, + bi,, o(bi;) < 


0(b,,); then after adding the i"" column to the first, we can as before deduce a matrix 
containing the coordinate bj, (in the position (i1)), and we have in this way reduced the 
stathm of the coordinate of minimum stathm. If b,, is not a L. F. of some b,,, a similar 
operation, interchanging the roles of rows and columns and using left division instead 
of right, will also produce a coordinate of lower stathm than before. It follows that by 
a finite sequence of such steps we can arrive at a matrix of the form (36) in which b,, 


is not only a coordinate of minimum stathm but is also both a right and a left factor of 
18* 
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every other coordinate. We can now by the hypothesis of the induction reduce the array 
formed by omitting the first row and column in (36) to the form (35), and the elementary 
transformations used in doing this do not disturb the first row or column when applied 
to (36). If, when this is done, &, is not both a right and a left factor of some element 
in the main diagonal, we can proceed as before to lower the minimum stathm and, since 
this minimum cannot be less than 1, we finally arrive at the form required by the theorem 
except for the condition regarding the stathms of the a’s. This condition is trivial in 
the case of proper domains and it is easily shown that it can be satisfied in any Euclidean 
domain. For if at any stage in the reduction of (36) the stathm o(b,,) ceases to be minimal, 
this only means that we can start over again with a lower minimal stathm than before; 
and, since the stathm cannot decrease indefinitely, we shall reach the form of our theorem 
after a finite number of steps. 


The number r ıs called the rank of A. 


Theorem 10.2. The rank of a matrix A is independent of the manner in which it 
is reduced to the normal form of Theorem 10.1; and A has an inverse in the domain if, 
and only ıf,r = m and &,, &, - : -,%m are all units in which case A is the product of a finite 
number of elementary transformations. 


Suppose that A, = P,AQ, and A, = P, AQ, are two reductions of A to the normal 
form given above and let the diagonal elements which are not zero be a,,%, - . ‚rin A, 


and 1, ße - - -, ß, in A, and suppose if possible that r< s. Then A,Q1'Q,=P,Pz3'A, 
or, say, 


A,Q PA,, P= Ip,» Q Eu Ig,,|l ’ 
which gives a,g,, = P,ß, Fri=er+1l,r+2,..,n, j=1,2,...,s wehaveo,=(), 
P,+ 0 and hence also p,, = 0. If we now reduce the array formed by the first r rows 


and first s columns of P to the normal form of Theorem 10. 1, the transformations used 
in doing so will leave unaltered the block of zeros which make up the first s columns of 
the last n—r rows. But s>[r so that, when these transformations are carried out, the 
new (r + 1)!" column must consist of zeros; and this is impossible since P has an in- 
verse and therefore any matrix derived from it by elementary transformations will also 
have an inverse. Hence r ıs not less than s. A similar argument shows that r $ s and 
therefore r = s. 


If A has an inverse in E, A, is the inverse of Qi .“ Pr". from which it follows 
immediately that no « is 0, that is, r = n, and that each « is a unit which may be taken 
to be 1. 


Theorem 10.3. In a proper Euclidean domain the normal form (35) can be so chosen 
that every left (right) factor of &; is a right (left) factor of a; for i< ]. 

Before proving this theorem we require the following definition and lemma. If 
A ıs the diagonal matrix of rank r whose main diagonal is &,,&y - - ,%n,0,...,0, we 
shall call the vector 


o(A) = (0(&,), 0(%,), 0(&,), 0, RE 0) 
the stathm of A. Further, let B be a second diagonal matrix of rank s for which 
o(B) = (o(ß}),: - -, 0(ß,),0,...,0); then, if the first of the differences!) o(&,) — 0(ß,) 
which is not zero is negative, we shall write o(A)—0o(B) and say that o(A) precedes o(B) 
or that the stathm of A is lower than that of B. 





!) Hi >r, then o(a;) is to be replaced here by 0, and similarly o(ß;) when i > s. 





W 





u „Je = ° Ba „Ze > OEL Zu 


| >. Ev: — 
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Lemma. //the diagonal matrix A is normal and if On ©, (1< 7) are replaced by Yo Y’y 
where o(y;) < 0(&,), so giwing a new matrix C, then C is equivalent to a normal matrix B 
such that o(B) > o(A). 

The proof of this lemma is immediate and the details are left to the reader. If C 
is normal, then o(C)> o(A) and B=(C, whereas, if C is not normal, the process used 
in the proof of Theorem 10. 1 clearly replaces it by a normal matrix B and either o(B) = 
o(C)> o(A) or o{B)>o(C)— o(A). 

Suppose now that A, is the normal matrix (35) and that ,,a; (j >i) are such 
that there isa L.F. 8 of «; which is not a R. F. of a;; further let be a H.C.R.F. of 
ß and x, and set 

B=10, = u; 
we can then find p,g, h,k, such that 
pA+qgu=1l, hi+ku=0 


and so that ?P = is an elementary matrix. If a; = ßy, this gives 


1 
k 
pa +g90,y=0y hutkay=d0. 
Since elementary transformations on (35) which involve only the columns and rows in 
which &;, &; occur do not aflect any other a,, we may replace (35) for the moment by 
“.; which is equivalent to 
0 &j 
'&%; 0 
yo 
Operating on the left by P we get the equivalent matrix 
pa +gay 9% _\0y gs; 
ha; + ka;y ka; 0 ka; 


0 , ' in which o(y,)< o(9y). If the domain 

I 
of the coefficients is proper, then o(9y) < o(x;) and by the lemma proved above we 
are led to a normal matrix B equivalent to A, and such that o(B) > 0(A,). Since it 
follows from postulate E1 that only a finite number of vector stathms can precede a given 
one, a finite number of applications of the process used above must give a matrix satis- 
fying the conditions of the theorem. 


which is equivalent to a normal matrix 


Eingegangen 20. August 1931. 








Zur Lehre von den kubischen Konstruktionen. 


Von Ludwig Bieberbach in Berlin. 





Oft zieht man neben Zirkel und Lineal noch ein rechtwinkliges Dreieck als Kon- 
struktionsmittel heran. Man benutzt es als Rechtwinkelhaken, indem man nur von 
seinen beiden zueinander rechtwinkligen Schenkeln Gebrauch macht, um rascher Lote 
zu errichten oder Lote zu fällen. Man legt dazu seinen einen Schenkel auf eine gegebene 
Gerade und den anderen Schenkel auf einen gegebenen Punkt. Ein wenig weitergehender 
Gebrauch pflegt schon verpönt zu sein, so z. B. die Auffindung der mittleren Proportio- 
nalen dadurch, daß man beide Schenkel auf gegebene Punkte, den Scheitel aber auf eine 
gegebene Gerade legt. /m folgenden soll gezeigt werden, daß man alle kubischen Kon- 
struktionen lösen kann, wenn man neben üblichem Gebrauch von Zirkel und Lineal noch 
folgende Verwendung des Rechtwinkelhakens gestattet: Er ist so hinzulegen, daß sein einer 
Schenkel durch einen gegebenen Punkt geht, daß sein anderer Schenkel einen gegebenen Kreis 
berührt, sein Scheitel aber auf einer gegebenen Geraden liegt, wo er den neu zu konstruierenden 
Punkt markiert. Ja wir werden sehen, daß man auf den Gebrauch des Zirkels verzichten 
kann, wenn eine Kreisperipherie gezeichnet vorliegt. Nicht einmal ihren Mittelpunkt 
braucht man zu kennen. 

Man wende nicht ein, daß die Unschärfe des Scheitels nur ungenaues Konstruieren 
erlaubt. Diesem rein technischen Bedenken kann man begegnen, indem man statt eines 
Instrumentes mit unscharfer Ecke ein Blatt transparentes Papier verwendet, auf dem 
ein rechter Winkel verzeichnet ist — z.B. kann man transparentes Millimeterpapier 
nehmen. Die Lage, bei der ein Schenkel den Kreis berührt, wird man stets mit größter 
Genauigkeit finden. Von der Bestimmung des Berührungspunktes, auf den es vorerst 
nicht ankommt, mag hernach die Rede sein. Übrigens handelt es sich ja auch bei meiner 
Darlegung um eine theoretische Erkenntnis. Die Praxis der Konstruktion besitzt kurze, 
genaue Verfahren genug. 

Der Beweis meiner Behauptung, die mir durch die schöne Schrift von Hjelmslev 
über geometrische Experimente nahegelegt wurde !), ist ein Beitrag zur elementaren 
Theorie der algebraischen Gleichungen. 

Bekanntlich kann durch Zirkel und Lineal die Lösung einer jeden Gleichung dritten 
Grades, d.h. jede kubische Konstruktion auf die Dreiteilung des Winkels und auf die 
Vervielfachung des Würfels, d.h. die Ausziehung der dritten Wurzel zurückgeführt 
werden. Ich brauche also nur zu zeigen, wie diese beiden klassischen Aufgaben mittels 
des Rechtwinkelhakens gelöst werden können. 

Ich bediene mich zur Reduktion der geometrischen auf eine algebraische Aufgabe 
der vektoriellen Hilfsmittel der analytischen Geometrie, wie sie z. B. in meinem Leit- 
[aden dargelegt sind. 





!) Johannes Hjemlslev, Geometrische Experimente. Leipzig 1915. Insbesondere S. 33. 
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1. 


Ein Rechtwinkelhaken werde so hingelegt, daß sein Scheitel auf einer gegebenen 
Geraden liegt, daß sein einer Schenkel durch einen gegebenen Punkt O geht, und daß 
sein anderer Schenkel einen gegebenen Kreis berührt. In bezug auf O als Koordinaten- 
anfangspunkt sei 

t=W+tt, v —1 


die Parameterdarstellung der Geraden. Der Kreismittelpunkt sei A, es sei 0A = a. 
Der Kreisradius sei r. Der Scheitel $S des rechten Winkels liege bei t = x auf der Geraden. 
Dann ist der eine Schenkel 


ein Normalvektor des anderen. Soll dieser den Kreis berühren, so muß 
(1) [(a — a, — zv) (a, + zd)]? = r?(a, + zw)? 


sein. Das ist eine Gleichung vierten Grades für x. Sie reduziert sich auf den dritten 
Grad, wenn man sorgt, daß x =0 eine Lösung ist, d.h. wenn 

(2) (a — a0) a]? = ra 
ist, was nun weiter angenommen sei. Wir zeigen, daß man die Dreiteilung des Winkels 


und die Ausziehung der dritten Wurzel auf Spezialfälle dieser Gleichung reduzieren 
kann, durch bloße Verwendung der vier Grundrechnungsarten und des Ausziehens der 


Quadratwurzel. 


ı 


Setzt man 


so führt die Dreiteilung des Winkels 9 auf die Gleichung 
3 


ER 2 TE. A 
(3) 2 5277 0. 


Wir nehmen 
a=2, ger=l. 
Dann ist (2) erfüllt, und (1) wird zu 
(a, — xd) (a, + zu)]? = (m, + ad)?, 
d.h. 
(1 — 2)? =1+2r0,0, +27, 
oder 
(2? — 3x — 20,0,) = 0. 
Setzt man noch 
=, WU =C8d=a, 


so wird die Gleichung zu 


und das ist (3). 
Für die Dreiteilung des Winkels hat sich somit folgende Konstruktion ergeben. 


Man zeichnet einen Kreis vom Radius Eins, man zieht einen seiner Durchmesser. Sein 
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einer Schnittpunkt P mit dem Kreis wird als Punkt a, gewählt. Man verlängert den 
Durchmesser über P hinaus um Eins. So erhält man den Punkt O0. Durch P legt man 


I 








» 


unter dem Winkel ® gegen den Durchmesser eine Gerade. Auf ihr wird der Punkt $ 
durch die in der Figur angedeutete Lage des Rechtwinkelhakens bestimmt. Dann ist 
+ An 


oder |PS| = 2cos Em oder |PS| = 2cos q 


IPS| = 2cos ? 3 


2 
3. 


Wir nehmen jetzt!) 
r=1, ®=1 9=20. 
Dann ist wieder (2) erfüllt, und (1) wird zu 
[(a + xd) (2a + zv)]? = (2a + xzv)?, 
oder 
[2 +32 +22? =4+4rad +22, 
oder 
x(x? + 6x2?ad + (av)? +3) +8a0) =0, 
oder nach Beseitigung eines Faktors x, wenn man ad = cos d setzt, 
(4) x? + 62? cosd + x(9 cos? d +3) +8c0sd =. 
Setzt man 
z=y-—2cos®, 
so wird aus (4) 
(5) y° + 3y sind +2cosdsin?d =0, 
oder abgekürzt 
y+tpy+g=0. 
Pa) 


!) Dem entspricht jetzt folgende Figur: A 
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so wird nach der Cardanischen Auflösungsformel 


a 
(6) y-u—ı. 


Kennt man also cos ® und y, so gelingt die Bestimmung der dritten Wurzel u durch 
Lösung einer weiteren quadratischen Gleichung (6). Es fragt sich also, wie man # zu 


wählen hat, damit u die dritte Wurzel aus einer gegebenen Zahl wird. 
Im Falle der Gleichung (5) wird 


Aeoand 

2 2 3 

= % rap _ slsint ® _ sine 2) 
) = s )) sın )) : 


Ist also a die gegebene Zahl, aus der die dritte Wurzel gezogen werden soll, so ist ® aus 





sin® > - sin + =0 


zu bestimmen. Setzt man & = sin? e so wird diese Gleichung 


2 ’ 
a 
De A En 
& + 8 0 
Man setze &E = re So hat man 
8 8 
3 at = ne pe 
N . B= = 0. 
Man nehme n = od. Dann hat man 
8 8 
L ao8® + a 0. 


Dies geht in (3) über, wenn man 


8 3 2 
mg ih = +4; 


nimmt. Dann wird die Gleichung 


3, , 31/3 
(7) e-7t+g7 0. 


Damit das mit (3) übereinstimmt, muß noch 


3 1/28 -; 
4V 2 © 


sin. D.h. as 7 = 4,1... Dann wird 
u 1 1/3a A 
nn Bo ' u 
(8) = sin’, h % E 

Man hat also jedenfalls für £ eine positive Wurzel von (7) zu nehmen. Setzt man 

3 jaa ı 

= ee — —— it 
& 1 5 = cos y, „eyen, 


Journal für Mathematik. Bd. 167. 
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so nehme man 


c = 0085 mit 5737 7 
A ww 
Also ist D3 a: 4% 5 v3. Dann ist auch 
+/# 2. 
4V 2% 
Denn 


Aus jeder Zahl O< a< 1 kann also wie folgt die dritte Wurzel gezogen werden: Man 


ermittelt V* und bestimmt dann aus (7) nach dem bei der Dreiteilung des Winkels 


beschriebenen Verfahren die größere der beiden positiven Wurzeln. Dann ermittelt 
man 9 aus (8) und löst (5) bzw. (4) mit dem Rechtwinkelhaken. Dann erhält man 


g= Va aus der quadratischen Gleichung (6). 


4. 


Nach Steiner kann man bekanntlich statt des Zirkels eine Kreisperipherie mit 
Mittelpunkt verwenden. Vermöge des Rechtwinkelhakens kann man aber den Mittel- 
punkt einer gezeichneten Kreisperipherie konstruieren, da man so dem Kreis ein Quadrat 
umbeschreiben kann. Hat man erst den Mittelpunkt, so lassen sich dann auch die Be- 
rührungspunkte der Tangenten konstruieren. Gestattet man noch, den Rechtwinkel- 
haken so hinzulegen, daß sein Scheitel auf der Kreisperipherie liegt, so kann man be- 
liebig viele Durchmesser und damit auch den Mittelpunkt finden. 





Eingegangen 24. August 1931. 
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Normalbasis bei Körpern ohne höhere Verzweigung. 


Von Emmy Noether in Göttingen. 


Unter Normalbasis eines Galoisschen Zahlkörpers Ä/k versteht man eine aus kon- 
jugierten Elementen bestehende Basis der Hauptordnung OÖ von K in bezug auf die 
Hauptordnung o von k. Eine notwendige Bedingung für die Existenz einer solchen 
Basis ist bekanntlich !), daß in K/k keine höheren Verzweigungskörper auftreten. Das 
gilt auch noch, wenn man sich auf eine Stelle beschränkt, d. h. zur p-adischen Erweiterung 
k, von k und der zugehörigen K, von K übergeht. Ich zeige im folgenden die Gültigkeit 
der Umkehrung: 

Für alle Stellen p, wo p nicht im Grad von K/k aufgeht, existiert eine Normalbasis. 
Insbesondere also: Besitzt K/k keine höhere Verzweigung, so existiert an jeder Verzweigungs- 
stelle eine Normalbasıs; die Diskriminante wird dort das Quadrat einer Gruppendeterminante. 

Dieser letzteren Aussage ist zuzufügen, daß — entgegen einer Vermutung von 
E. Artin — der Übergang zu seinen Führern ?) noch weitere Überlegungen notwendig 
macht: die Zerlegung der Gruppendeterminante nach irreduzibeln Charakteren er- 
gibt verallgemeinerte Wurzelzahlen; eine passende Zusammenfassung ergibt eine Zer- 
legung in dem durch die Charaktere erweiterten Grundkörper. In den einfachsten Fällen 
kann ich diese neuen Faktoren mit den Artinschen Führern identifizieren, vermöge der 
idealtheoretischen Zerlegung der Wurzelzahlen ®). Weiter möchte ich bemerken, 
daß auch im allgemeinen Fall, wo keine Normalbasis existiert, eine Aufspaltung in ver- 
allgemeinerte Wurzelzahlen immer möglich ist, vermöge einer „Kompositionsreihe nach 
Galoismoduln‘“; und daß sich daraus analog wie oben eine Zerlegung im erweiterten 
Grundkörper ergibt; hier beginnen wieder idealtheoretische Fragen. 

Der Beweis für die Existenz der Normalbasis unter den obigen Voraussetzungen 
beruht darauf, daß D/o aufgefaßt als Galoismodul — d.h. als o-Modul mit den Sub- 
stitutionen der Galoisschen Gruppe als Operatorenbereich — operatorisomorph wird 


1) Vgl. A. Speiser, Gruppendeterminante und Körperdiskriminante, $ 6. Math. Ann. 77 (1916), 5. 546—562. 

2) E. Artin, Über die gruppentheoretische Struktur der Diskriminante. J.f.M.164 (1931), S. 1-11. 

22) (6.10. 31.] Daß auch allgemein noch idealtheoretische Überlegungen notwendig sein werden, 
zeigt das folgende, mir von M. Deuring mitgeteilte — beliebig zu variierende — Beispiel einer nicht 
maximalen Ordnung, deren Diskriminante sich als Quadrat der Gruppendeterminante darstellen läßt, 
während konjugierten Charakteren verschiedene Idealfaktoren entsprechen: 


20 
Es sei k der Körper der fünften Einheitswurzeln, X — k(/Y2). Betrachtet wird die Ordnung 


m m mn 
lı, 2y2, V22, Y2, Y2*]; und zwar an der Stelle (2), wo sie nach den Betrachtungen dieser Note eine 
Normalbasis besitzt. Die Zerlegung nach den Charakteren ergibt für die zugehörige Gruppendeterminante 
5 WM 
gerade die obigen Basiselemente als Faktoren. Die „Führer‘‘ werden also — außer 1 —: 2/2: Y2*; 


u. u 558 5_ 5 
v22.y2; y2%.y22; Y2%-2y2, d.h. 4, 2, 2, 4, sind also für konjugierte Charaktere verschieden. 
19* 
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zu einem (einseitigen) Ideal des mit o erweiterten ganzzahligen Gruppenrings. Dieser 
stellt an allen gewöhnlichen Verzweigungsstellen eine maximale Ordnung dar — Ideale 
in maximalen Ordnungen p-adischer halbeinfacher Systeme sind aber Hauptideale ?°), 
entstehen also hier aus einem Element durch die Substitutionen der Gruppe bzw. des 
Gruppenrings. Das bedeutet, auf den Galoismodul zurückschließend, gerade die Existenz 
der Normalbasis. — An den höheren Verzweigungsstellen geht der ganzzahlige Gruppen- 
ring in eine nichtmaximale Ordnung, das O/o zugeordnete Ideal in ein Nichthauptideal 
über. 

Alle diese Überlegungen bleiben offenbar erhalten, wenn es sich um Funktionen- 
körper einer Veränderlichen handelt, derart, daß die Charakteristik des Konstanten- 
körpers nicht im Grad von K/k aufgeht. 


$ 1. Der p-adisch erweiterte ganzzahlige Gruppenring. 

0 bzw. o, mögen die Hauptordnungen eines algebraischen Zahlkörpers k und 
seiner p-adischen Erweiterung k, bedeuten, wo p ein Primideal aus k. Weiter bedeute 
(&) den rationalzahligen, [|&] den ganzzahligen Gruppenring einer Gruppe ® von der 
Elementezahi n. Unter (©), bzw. (©);, wird der Gruppenring mit Koeffizienten aus 
k bzw. k, verstanden; entsprechend unter [&], bzw. [&]., die Erweiterung des ganz- 
zahligen Gruppenrings zu einem solchen mit Koeffizienten aus 0 bzw. 0,. 

Es werden also (®); und (Ö):, Systeme ohne Radikal (halbeinfache Systeme) 
und [©], bzw. [&]., Ordnungen aus (©); bzw. (G):,. 

Satz 1. Geht das Primideal p nicht in der Elementezahl n von © auf, so wird [Ö]., 
eine maximale Ordnung von (Ö)2,; geht p ın n auf, so wird [Ö]o, nicht maximal. 

Die Diskriminante des ganzzahligen Gruppenrings, also auch diejenige von [®], 
und von [].,, wird gleich einer Potenz der Elementezahl n *). Geht also p nicht in n 
auf, so wird die Diskriminante von [Ö]o, eine Einheit. Das heißt aber, daß [&]., sich 
bei Festhaltung von o, nicht zu einer umfassenderen Ordnung erweitern läßt; denn 
einer solchen Erweiterung entspricht das Abspalten eines quadratischen Nichteinheits- 
faktors von der Diskriminante. o, war aber schon als Hauptordnung, also als maximal 
in k,, vorausgesetzt. Damit ist der — im folgenden allein benutzte — erste Teil von 
Satz 1 bewiesen. 

Geht dagegen p in n auf, so stellt die der Einsdarstellung entsprechende direkte 
Summe 


C = E”[6), + (1 — E®)[G]), 
eine echte Erweiterung von [©], dar. Denn wegen E” = = 25 wird & echte Er- 


weiterung; © ist Ordnung mit den (abhängigen) Erzeugenden E”, (1 — E®”)S mit 
Sin® (Es = E®). 

Satz 2. Geht p nicht in n auf, so wird jedes (ganze oder gebrochene) Ideal in bezug 
auf |Ö]., Hauptideal. 


®) Vgl. H. Hasse, Über p-adische Schiefkörper und ihre Bedeutung für die Arithmetik hyperkomplexer Zahl- 
systeme, Sätze 46 und 47. Math. Ann. 104 (1931), S. 49°—534. Bei kommutativen Systemen gilt die Hauptideal- 
eigenschaft schon beim Übergang zum Quotientenring nach p in k; man kann sich also auf diese schwächere Er- 
weiterung zur Definition der Stelle beschränken, wenn es sich um Abelsche Gruppen und Körper handelt. 

*) Vgl. z. B. E. Noether, Hyperkomplexe Größen und Darstellungstheorie, $26. Math. Ztschr. 80 (1929), 
S. 641-692. 
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Denn nach Satz 1 wird [®,,] maximale Ordnung eines p-adischen halbeinfachen 


Systems; die Ideale werden also Hauptideale °). 


$ 2. Galoismoduln, Operatorisomorphie, Normalbasis. 

Es sei K/k Galoissch, © die Gruppe; z° bedeute das aus z durch die Substitution 5 
aus & entstehende Element von K. Die Substitutionen von ® erzeugen auf K/k, auf- 
gefaßt als k-Modul — also additive Abelsche Gruppe mit k als Operatorenbereich —, 
Operatorautomorphismen. Folglich läßt K/k sich als Modul in bezug auf (©); erklären 
durch die Festsetzung: 

2(2S;6) = Zzic; mit zin K, S; in ©, Gin k. 

Definition. Jeder (&)x-Modul aus K/k wird als rationaler Galoismodul bezeichnet. 
Ebenso werden die [&]»- Moduln aus K/k als ganze Galoismoduln bezeichnet — insbesondere 
ist also D/o ein ganzer Galoismodul. 

Satz 3. Als rationaler Galoismodul ist K/k zu (©), operatorisomor ph. 

Das folgt daraus, daß K/k stets eine Körper-Normalbasis besitzt, d.h. eine aus 
konjugierten Elementen z° bestehende k-Basis®). Die Zuordnung 

52%, 28;> ze für ; ink, also ST > z°7 
ergibt Operatorhomomorphismus, der wegen des gleichen Rangs nach k ein Isomorphis- 


mus wird. 
Satz 4. Als ganzer Galoismodul ist D/o zu einem [|&],- Modul aus (&)z — vom Höchst- 


rang n — operatorisomorph. Ebenso ist Dy/o, zu einem |Ö]o,- Modul vom Rang n aus 


(Ö)r, operatorisomorph. 

Denn der (®);-Isomorphismus K/k — (®);, ordnet dem [®],-Modul D/o einen 
[&].-Modul vom Rang n aus (©); zu. Weiter läßt sich der (®);-Isomorphismus zu einem 
(Ö)z,-Isomorphismus von Ky/k, zu (Ö)z, erweitern, indem man nur die c; in der Zu- 
ordnung von Satz 3 alle Elemente aus k, durchlaufen läßt. Dieser Isomorphismus indu- 
ziert dann den [Ö].,-Isomorphismus von Dy/oy. Dabei ist Ky/k, als hyperkomplexes 
System über k, aufzufassen. Ky/k, entsteht durch Koeffizientenerweiterung aus Ä/k; 
wird im allgemeinen System mit Nullteilern, und zwar Summe von (isomorphen) 
Körpern, also halbeinfaches System. 

Satz 5. An jeder Stelle p, die nicht im Grad n von K/k aufgeht, besitzt Dy/o, eine 
Normalbasis ’). 

Denn nach Satz 1 wird [©], dort maximale Ordnung; die [&].,-Moduln vom 
Rang n aus (©);, werden also ganze oder gebrochene Ideale, und zwar Hauptideale 
nach Satz 2. Wird also das O,/o, zugeordnete Ideal gleich W[&].,, so besitzt es die 
0,-Basis WS,;; der Operatorisomorphismus (Satz 4) sagt aus, daß w°i eine o,-Basis von 
D,/o, darstellt, wenn w das W zugeordnete Element aus D,/o, bedeutet. Die n kon- 
jugierten Elemente w°i bilden also eine Normalbasis von Dy/Dy. 





5) Hasse, a.a.0. Die Hauptidealeigenschaft ist dort nur für einfache Systeme bewiesen, daraus folgt sie aber 
nach bekannten Schlüssen auch für halbeinfache. Denn die Komponenten einer maximalen Ordnung sind wieder 
maximal; die Komponenten des betrachteten Ideals werden also Hauptideale etwa mit Basis a;. Dann wird a — Ja, 
Basis des ursprünglichen Ideals. — Für Abelsche Gruppen vgl.noch Anmerkung ?°). 

6) Denn ist a,,...,an eine Basis von K/k und bedeuten die w Unbestimmte, so sind die Z'u;a® linear un- 
abhängig, wenn $ die Elemente von & durchläuft; folglich lassen die « sich auch zu Elementen aus k spezialisieren, 
so daß die lineare Unabhängigkeit erhalten bleibt. 

”) Im Fall Abelscher Körper kann dabei die Stelle nach Anmerkung ?) und °) auch durch den Quotientenring 
definiert werden. 
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Geht p in n auf, so kann der O,/o, zugeordnete Modul nicht Hauptmodul sein, 
da in diesem Fall keine Normalbasis existieren kann. 


Zusätzliche Bemerkung zu Satz 3. Aus der in Satz 3 bewiesenen Operator- 
isomorphie von (©), zu K/k®) folgen die Speiserschen Resultate über das Kleinsche Formen- 
problem ?), die sich so formulieren lassen: 

Jede in k irreduzible Darstellung der Galoisschen Gruppe © von K/k wird durch 
einen irreduzibeln (rationalen) Galoismodul aus K/k erzeugt; jede absolut irreduzible durch 
einen Galoismodul aus K,/Z. Dabei bedeutet Z einen k umfassenden Zerfällungskörper 
der entsprechenden Komponente des Gruppenrings; K7/Z ist als hyperkomplexes System 
über Z aufzufassen, entsteht durch Koeffizientenerweiterung aus ÄK/k. Insbesondere 
bleibt X, Körper, wenn Z sich zu X in bezug auf k fremd wählen läßt, also Kz/Z akzes- 
sorische Erweiterung wird (der von Speiser behandelte Fall). 

Die Aussage selbst folgt vermöge der Operatorisomorphie aus der entsprechenden 
für (&); bzw. (©)z, wo die irreduzibeln Ideale (in bezug auf (&); bzw. (&)z) die Dar- 
stellung erzeugen. 


Ist v,,...,v: Basis eines solchen Galoismoduls, SS die entsprechende Dar- 


stellung, so gilt also: vs Ss u . Das ist aber die Formulierung von Klein und 


Speiser. 


$3. Die Diskriminante als Gruppendeterminante bei Körpern ohne höhere Verzweigung. 

Zur Zerlegung der Diskriminante genügt es bekanntlich, die Zerlegung an den 
einzelnen Verzweigungsstellen zu betrachten; bei Körpern ohne höhere Verzweigung 
handelt es sich also nur um Stellen mit Normalbasis. 

Satz 6. Bei Galoiskörpern K/k ohne höhere Verzweigung wird die Diskriminante 
an jeder Verzweigungsstelle gleich dem Quadrat der Gruppendeterminante der Galoisschen 
Gruppe, die Unbestimmten durch die Normalbasis ersetzt. Den irreduzibeln Darstellungen 
entsprechend, zerfällt die Gruppendeterminante in verallgemeinerte Wurzelzahlen; die Dis- 
kriminante in Ideale des mit den Charakteren erweiterten Grundkörpers, wobei konjugiert- 
komplexen Charakteren dieselben Ideale entsprechen. 

Denn mit w° als Normalbasis wird die Diskriminante A gleich dem Quadrat von 


D=|ws'|;, S8S,Tin ©. 
D ist aber Gruppendeterminante mit den w° an Stelle von Unbestimmten z;. 
Die Zerlegung in Wurzelzahlen ergibt sich aus Schlüssen von Speiser a. a.O. Sei 
D=D%-.::Dt bzw. M=f,M,+:::+fıM: 
die Zerlegung der Gruppendeterminante bzw. Gruppenmatrix entsprechend den absolut 
irreduzibeln Darstellungen. Bedeutet 5 — 5 die M; entsprechende Darstellung, wo die 


8) Der Beweis setzt offenbar nur voraus, daß K Galoissch von erster Art über k, und daß % unendlich viele 
Elemente besitzt. Diese letztere Einschränkung ist unnötig: M. Deuring hat sich einen auch für Körper von endlich 
vielen Elementen gültigen Beweis von Satz 3 überlegt, aus dem umgekehrt die Existenz der Körper-Normalbasis 
folgt. Zugleich ergibt sich so ein Beweis für die Existenz des primitiven Elements, der gleichmäßig für Körper von 
endlich und von unendlich vielen Elementen läuft. 

°)A.a.0. Der Begriff des Galoismoduls ist von dort abstrahiert. — Geht die Charakteristik von kin n auf, so 
handelt es sich um Kompositionsreihen nach Galoismoduln und ihre irreduzibeln Faktoren. 


sale a Ai 








ji ur 





Tee TE 











in, 


d 














TEN TE HE EITTNN 


Noether, Normalbasis bei Körpern ohne höhere Verzweigung. 151 


$ im erweiterten Grundkörper liegen, so kommt also: 
M; = Zu” >. Mm" — Zu” $S— Zw“ RT=M/jT, 
und durch Übergang zur Determinante: 
Di =Di|T| = Dier. 
Damit sind die D; als verallgemeinerte Wurzelzahlen erkannt; er wird als Determinante 
von T gleich einer Einheitswurzel (irreduzible Darstellung der Faktorgruppe von © 
nach der Kommutatorgruppe). Im Fall zyklischer Gruppen werden die D; einfach die 
Lagrangeschen Wurzelzahlen Zw°y,(S). 
Allgemein liegen die D; in dem aus Ä,/k, dadurch hervorgehenden hyperkomplexen 
System, daß der Koeffizientenbereich k, mit dem entsprechenden Charakter erweitert 
wird; und zwar handelt es sich um ganze Größen dieses Systems. Denn die mit Unbe- 


stimmten x gebildete Determinante besitzt ganze Zahlen aus dem Körper des Charakters 
als Koeffizienten; die w® aber sind ganze Elemente aus K,. 


Um von der Zerlegung der Gruppendeterminante zu derjenigen der Diskriminante 
überzugehen, wird jeweils eine Darstellung mit ihrer adjungierten zusammengefaßt. Be- 
zeichnen A, A adjungierte Darstellungen, so gilt also gleichzeitig: 

Di =Der, Di Die: 
zugleich werden die für Unbestimmte x; gebildeten, zu A, A gehörigen Determinanten 
konjugiert-komplex; während allgemein konjugierten Charakteren bei Unbestimmten 3 
konjugierte Determinanten entsprechen. 

Setzt man also A, = D,D;,, so ist nur der reelle Unterkörper des A-ten Charakters 


zu adjungieren, und es gilt: 
A} = A, für alle 7 aus ©; 


und damit !P): A, liegt in dem mit dem reellen Unterkörper des /-ten Charakters er- 


weiterten Grundkörper. 

Die Diskriminantenzerlegung 

A=Al:- Al 

ist also eine solche in dem durch die reellen Unterkörper der Charaktere erweiterten Grund- 
körper, wobei konjugiert-komplexen Charakteren dieselben Faktoren entsprechen. Für die 
übrigen konjugierten Charaktere kann ohne weiteres nichts geschlossen werden [ vgl. °*)]. 

Damit ist Satz 6 in allen Teilen bewiesen. Wenn sich nachweisen läßt, daß die aus 
den A, erzeugten Ideale in Wirklichkeit schon im Grundkörper k liegen und für konju- 
gierte Charaktere gleich werden, stimmen sie mit den Artinschen Führern überein, sobald 
man nur den zusammengesetzten Charakteren die entsprechenden Potenzprodukte der 
/\, zuordnet. Denn es gilt sowohl die Funktionalgleichung wie die — aus der Nor- 
malbasis direkt folgende (vgl. Speiser a.a.0.) — Tatsache, daß den Einsdarstellungen 


10) Da es sich um hyperkomplexe Koeffizientenerweiterung eines Körpers handelt, muß der übliche Schluß 
der Galoisschen Theorie modifiziert werden. Sei P der in Betracht kommende Erweiterungskörper von kp und 


(K,)p = (K,)p@dı +++ (K,)p er 
die direkte Summenzerlegung in Körper. Dann wird (K,)p eSi/PeSs Galoissch (die Gruppe eine Untergruppe der 
Zerlegungsgruppe eines Primfaktors von p) und die ei konjugiert in bezug auf die Nebengruppen. Aus A} - A; 
folgt zunächst, daß die i-te Komponente von A; in Pe°i liegt, also etwa gleich y;e®i wird mit y; in P. Weiter folgt 
daraus wegen der Konjugiertheit der e°', daß alle y; gleich sind, also tatsächlich A, - yXei y in P liegt. 
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der Untergruppen die Diskriminanten der zugehörigen Unterkörper entsprechen. Aus 
dem Übereinstimmen an jeder Stelle folgt aber das Übereinstimmen der vollen Ideale. 
Beschränkt man sich auf rational irreduzible Charaktere, so ergeben die angeführten 
Tatsachen das Übereinstimmen. Für die absolut irreduzibeln Charaktere soll das Über- 
einstimmen im allereinfachsten Fall noch direkt bestätigt werden: 

Satz 7. Ist k der Körper der rationalen Zahlen, K/k zyklisch von zur Diskriminante 
primem Primzahlgrad 1 — also ohne höhere Verzweigung —, so sind die aus den \ı er- 
zeugten Ideale für die nicht-Einsdarstellungen untereinander gleich und stimmen mit 
dem Führer von K/k überein. 

Das folgt aus der bekannten Zerlegung der Wurzelzahlen !!). An einer Verzweigungs- 
stelle p von K/k gilt nämlich für k., den Körper der /-ten Einheitswurzeln, und für X, 
(K, bleibt Körper, da k. zu K fremd und die p-adische Erweiterung nach °) hier über- 
flüssig): 

(p) Ba er pP, = % 
mit p ink, Bin K. 
Weiter gilt für die Wurzelzahlen: 


_ Mr... pr-ı y_peı,.. pien-ı 
(2,) - » I-1 9 (2;) -#» ei 9 


wobei r,,...,7ı-ı eine Permutation der Zahlen 4,...,2—1 darstellt. Die Wurzel- 
zahlen 2, sind aber hier identisch mit den Faktoren D, der Gruppendeterminante; 
somit kommt: 


(A,) . (D,D;) oe (2,2;) . BP, a B. . pP, Br P,_ı (p); 
also Übereinstimmen mit dem Führer von K/k. 


!1) Hilbert, Zahlbericht, $108. Da nach Satz 5 dje Existenz der Normalbasis feststeht — die Stelle kann 
nach Anmerkung ?) einfach durch den Quotientenring definiert werden — braucht die im Zahlbericht benutzte Tat- 
sache, daß die absolut-zyklischen Körper Kreiskörper sind, nicht mehr herangezogen zu werden. 





Eingegangen 24. August 1931. 
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Über Einheiten relativ galoisscher Zahlkörper. 


Von E. Artin in Hamburg. 


Minkowski !) hat bewiesen, daß es in jedem absolut galoisschen Körper ein System 
unabhängiger Einheiten gibt, das aus konjugierten einer Einheit besteht. Neuerdings 
hat Herbrand ?) dieses Ergebnis auf relativ galoissche Körper verallgemeinert. Er 
macht dabei Gebrauch von der Darstellungstheorie endlicher Gruppen. Nun hat sich 
auf Grund von Untersuchungen der Herren Chevalley und Herbrand herausgestellt, daß 
dieser Sachverhalt von fundamentaler Bedeutung für die Begründung der Klassen- 
körpertheorie ist, daß er nämlich die eigentliche Quelle der Sätze über Einheiten relativ 
zyklischer Körper ist. Es wird daher wünschenswert sein, einfachere, von der Darstellungs- 
theorie unabhängige Beweise zur Verfügung zu haben. Das ist nun in der Tat möglich, 
und zwar läßt sich die Minkowskische Methode auch auf den relativ galoisschen Fall 
ausdehnen. Dieser Weg hat noch den weiteren Vorteil, daß er nur solche Begriffe heran- 
zieht, die man beim Beweis des gewöhnlichen Existenzsatzes über Einheiten ohnedies 
benötigt. 

Minkowski stützt sich auf den folgenden Determinantensatz: 

Genügen die Elemente a;, der n-reihigen Determinante |a;.| den Bedingungen 


(1) a >0, aur<O sonst, 
(2) 20, >0, 


so ıst die Determinante von Null verschieden. 
Gegen eine Anwendung dieses Determinantensatzes wird häufig der Einwand 
vorgebracht, sein Beweis sei zu kompliziert. Das ist aber keineswegs der Fall. 
Verschwände nämlich die Determinante, so wäre das lineare Gleichungssystem 


n 
2 = 0, j=12..,R 
y= 


in nicht sämtlich verschwindenden x, lösbar. Ist etwa x; das absolut größte der x,, so 
enthält die i-te Gleichung 
Aıtı + + ai tut + ann = 0 
einen Widerspruch, da zufolge von (1) und (2) sich das Glied a;;x; unmöglich gegen die 
übrigen Glieder wegheben kann. 
Minkowski weist bereits darauf hin, daß die Anwendung dieses Determinanten- 


satzes auf bequemste Art und Weise den Existenzsatz für Einheiten ergibt. Sind näm- 
lich 8,(A), ßg(A),- . -, ßr+ı(A) die r + 1 Bewertungen der Zahlen A eines Körpers k 


!) H. Minkowski, Zur Theorie der Einheiten in den algebraischen Zahlkörpern, Göttinger Nachrichten 1900, 
S. 90. 

*) J. Herbrand, Nouvelle d&monstration et generalisation d’un th&oreme de Minkowski, Comptes rendus 
191 (1930), S. 1282. 


Journal für Mathematik. Bd. 167. 20 
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durch „Absolutbeträge“ (d.h. die Absolutbeträge der konjugierten von A), so hat 
man eine Einheit &; zu bestimmen, für die f;(&) >1 ist, wogegen ß,(&) <A fürk +i 
ausfällt. So erhält man r + 1 Einheiten e,, &,, . . ., &+1, von denen jer, etwa &,, &,...,£, 
unabhängig sind. Ihr Regulator ist nämlich auf Grund unseres Determinantensatzes + 0. 

Hat man nun auf diesem Wege den Existenzsatz begründet, so kann man an- 
schließend leicht zum Satz von Minkowski und Herbrand gelangen. Die Methode ist 
die folgende: 

Es sei k der Grundkörper, K ein relativ galoisscher Oberkörper vom Grad n mit 
der Gruppe ©. Die Elemente von © mögen o, r,... genannt werden. 

By Pay - - -,ßr+ı Seien die Bewertungen von k. Jede dieser Bewertungen kann 
zu einer Bewertung von K fortgesetzt werden, und zwar auf mehrfache Art. Entspringt 
nämlich ß; der Abbildung von k auf den konjugierten Körper k; und ist K,; ein mit K 
isomorpher Oberkörper von &;, so ist der Absolutbetrag der Zahlen von K; eine solche 
Fortsetzung. Die Abbildung von K auf K,; ist auf n-fache Art möglich, und zwar unter- 
scheiden sich die verschiedenen Möglichkeiten nur um Automorphismen von K/k, da 
dieser Körper relativ galoissch ist. 

Bezeichnen wir also eine Fortsetzung von ß; auf K selbst mit ß;, so bilden die 
Funktionen ß;0”-!(A) alle Fortsetzungen der Bewertung ß; von k, wenn o alle Elemente 
von ® durchläuft. Daß wir ß;o=!(A) und nicht ß;0(A) schreiben, hat einen rein formalen 
Grund, der sofort klar werden wird. Allerdings werden unter diesen Bewertungen gleiche 
vorkommen, nämlich dann, wenn der Körper k; reell, der Körper K; aber komplex ıst. 
Es sei in diesem Fall o; diejenige Abbildung von X auf sich, die beim Körper K, dem 
Übergang zum konjugiert komplexen entspricht. co; hat die Ordnung 2, und der zur 
Untergruppe 1, o; gehörige Unterkörper @; von K hat den Grad 7 Er besteht aus den- 
jenigen Zahlen von K, die beim Übergang zu K; reell ausfallen. Ist dann r = oo,, so 
ist 71 = o!, r=! unterscheidet sich beim Körper Ä, also von o=! nur ums konjugiert 
komplexe, so daß B;r7! = Bo! ist. 

Der Einheitlichkeit wegen setzen wir in den übrigen Fällen (wenn also k; komplex 
oder k; und Ä; reell sind) o; = A und demgemäß 2; = K. Der Grad von 2; in bezug 


auf k werde mit n; bezeichnet und hat den Wert 7 oder n. 


Die sämtlichen voneinander verschiedenen Bewertungen von K sind dann alle 
ß;o=!(A), wobei oa nur modulo der Untergruppe 1, co; zu nehmen ist, o also mit oo; 
als gleichwertig zu betrachten ist. 


Es sei jetzt E, eine Einheit von K, die bei der Bewertung ß; größer als 1 ausfällt, 
Bi(E:) >A, für die aber alle übrigen Bewertungen von K (auch die Bewertungen 
Bio(E,) mit oa +41,0,) Werte< 1 liefern. Sollte o;$+1 sein, so ersetze man &; 


durch E;}'®. Es bleibt dann 

BES”) = BilER) >A, 
wogegen sowohl 

BiE'')<Afürk+i 


als auch 


Bo “Et") = ko (E)- ko 'o(E)<A 
ausfällt für o #1, o,. Denn dann ist auch o=!o; #1, o,. Diese neue Einheit bietet den 
Vorteil, bei Anwendung von o; fest zu bleiben. 
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Die Einheit oE; liefert bei der Bewertung ß;o=! den Wert ß;(E;) > 1, wogegen 
Bkrt!o(E) >1 ist nur für rr!o =1 oder o;,d.h. für r=o oder oo, Es liefert also 
jede von ß;0”' verschiedene Bewertung einen Wert < 1. Ersetzt man o durch oo,, 
so ändert sich oE; nicht und ß;0-! bleibt auch die gleiche Bewertung. 

Die Einheiten oE; für i=41,2,...,r +1 bilden also, wenn o alle modulo 1, o, 
verschiedenen Elemente von © durchläuft, für K ein System von Einheiten, wie es in 


r+1 
der Einleitung gefordert wurde. Ihre Anzahl ist 2 nn =R-+1, wo R die Anzahl der 


Grundeinheiten von K ist. Läßt man irgendeine dieser Einheiten weg, so bilden die 
übrigbleibenden R Einheiten ein System unabhängiger Einheiten von K. 

Zwischen den R + 1 Einheiten oE; kann also nur noch eine Relation bestehen, mit 
deren Hilfe jede dieser Einheiten durch die übrigen ausgedrückt werden kann. Dabei 
sind Relationen als gleichwertig zu betrachten, die aus einander durch Potenzieren mit 
rationalen Exponenten hervorgehen. 

Die Gestalt dieser Relation 


I (sE,)" Bu | 


kann auch noch genauer festgelegt werden. Wendet man auf sie nämlich irgendeinen 
Automorphismus 7 von ® an, so muß sie, ihrer Einzigkeit wegen, in sich übergehen. 
Man folgert so, daß m;(o) nicht von o abhängt. Sie hat also die Gestalt: 


II(aE;)"“ == |. 
Da in ihr alle oE, wirklich vorkommen müssen, ist m; #0. Wir können nun £; 
durch das gleichwertige Ej" ersetzen und erhalten so den Satz: 
Es gibt r +1 Einheiten E,,Es,..., E,+ı von der Art, daß die konjugierten oE,; 
(wenn o nur modulo 1, o; genommen wird) ein System unabhängiger Einheiten enthalten. 
Zwischen den R-+1 Einheiten oE,;, besteht außer den Relationen o;E; = E, nur noch 


die weitere: 
(3) A oE, =1. 


Dies ist der Satz von Herbrand, der als Spezialfall den Satz von Minkowski enthält. 

Dieser Satz kann noch in eine andere Gestalt gebracht werden, die für manche 
Zwecke handlicher ist. 

Es sei N, das Zeichen für Relativnorm von Zahlen aus 2; in bezug auf k. Setzen wir 


(4) NE=n» 
so sind 7, 79 -, ,,;, Einheiten von k. Die Relation (3) schreibt sich dann 

(5) MN N: 
Da jede Relation zwischen den n, als Relation zwischen den E; aufgefaßt werden kann, 
ist (4) die einzige Relation zwischen den n,, und es ist insbesondere n,, 73 - - -, 7, ein 


unabhängiges System von Einheiten aus k. 
Setzen wir noch 


(6) u, 
Ni 
so ist, (4) gleichwertig mit 
(7) N,A, =1. 
Die Relation (5) bedeutet nur, daß n, ‚, durch n,, 9 - - -, n, ausgedrückt werden 


kann. 
20* 
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Ist E eine beliebige Einheit von K, so läßt sich eine Potenz von E durch die o/£;, 
ausdrücken. Wegen (6) kann also eine geeignete Potenz von E auch durch n,, N - - -, n, 
und die oH, ausgedrückt werden. Zwischen den n,,n,.-..,n, und den oA, bestehen 
dann nur die Relationen (7) und o,H, =H,. An Stelle von n,, N. - . -, n, kann jetzt 
irgendein System &,, &,...,&, von unabhängigen Einheiten aus k genommen werden. 
Wir sehen also: 

Es gibt r +1 Einheiten H, aus K, so daß die von r unabhängigen Einheiten e; aus k 
und den Einheiten oH,; erzeugte Gruppe von endlichem Index in der Gruppe aller Ein- 
heiten von K ist. Die einzigen Relationen sind: 

(8) N;,H,=1; &H;,=H.. 

Herbrand ?) hat noch die Darstellung von ® bestimmt, die man erhält, wenn 
man ® auf die Einheiten von K anwendet. Sein Ergebnis ist unmittelbar einem der 
beiden Sätze zu entnehmen. 


°) J. Herbrand, Sur les unites d’un corps algebrique, Comptes rendus 192 (1931), S. 24. 


Eingegangen am 25. August 1931. 
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Über die Bewertungen algebraischer Zahlkörper. 


Von E. Artin in Hamburg. 


Herr Ostrowski !) hat in seiner Arbeit ‚‚Über einige Lösungen der Funktional- 
gleichung (x) :p(y) = p(zy)“ die folgende Aufgabe gelöst: 

Es sind alle reellwertigen Funktionen (x) zu bestimmen, die für alle Zahlen eines 
algebraischen Zahlkörpers k definiert sind und den Bedingungen für absolute Beträge: 


(1) y(0) = 0, p(2z) >0 sonst 
(2) (xy) = Pla) p(Yy) 
(3) (2 +yY) = Plz) + P(y) 

genügen. 


Seine Ergebnisse sollen auf etwas einfacherem Wege gewonnen werden. 

Zunächst folgt aus (1) und (2), daß @(+1) = 1 ist. (3) zieht für ganze rationale 
Zahlen a die Abschätzung 

(4) r(a) <a] 
nach sich. 

Es seien jetzt p und g zwei beliebige natürliche Zahlen > 1. Die Zahl p werde ım 
g-adischen Ziffernsystem dargestellt: 


() P=m+ng ++ Fangt, 
wobei 

(6) 0<a<g 
und 

(7) qg"<sp, also ns je 
ist. 


Wegen (4), (5) und (6) ist: 
e(p) = Play) 4 Pla) p(lg) + + Plan) P(q)" 
sg (l+plQ) + +Pl")- 
Je nachdem nun go(g) < 1 oder > 1 ist, ersetze man hierin alle Glieder der Klammer 
durch das erste bzw. letzte Glied: 
p(p) Sg: (rn +1): Max (1, p(g)"). 
Also, wegen (7): 


logp 


P ] 
Ba: (joe +1) -Max dd, plg)een). 


1) A. Ostrowski, Über einige Lösungen der Funktionalgleichung @(x)-g@(y)  g(zy), Acta mathematica 
41 (1918), S. 271. 
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Diese Abschätzung gilt für alle p, also auch für die Potenzen von p. Ersetzt man p 
durch p” und zieht die »-te Wurzel, so folgt: 


ar rg 108 p 
plp) < V: (EP +1) Max di, porn). 


Hierin lassen wir » über alle Grenzen wachsen und gewinnen so die Abschätzung: 





log p 
(8) y(p) = Max (1,p(g)'®®). 
Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle: 
a) o(g) <1. Dann gilt für alle natürlichen Zahlen p: 


e(p) si. 
Es sei @,, ®g, - - :, @„n eine Minimalbasis von k, 
&% —= I, 0] +0 + + Lu ®n 


eine ganze algebraische Zahl aus k. Da die x; ganz rational sind, also 9(xz;) S1 ist, 
folgt: 
y() Sploı) +plo) + tpln)=C. 
Das gilt auch für die Potenzen von &. Ersetzt man & durch a’ und zieht die »-te 
Wurzel, so folgt: 


la) SYC. 
Der Grenzübergang »— © lehrt jetzt: 
(9) p(a) = 1 


für alle ganzen & aus Ä. 
Wie bei Ostrowski werde jetzt g((& + ß)’) abgeschätzt, indem man den bino- 
mischen Satz anwendet und beachtet, daß die Binomialkoeffizienten ganz sind, daß 


also ((})) <4 ıst. Man findet 


ll + BI’ <pla)" + Pla RlB) + + PB) 
< (v +1) Max (p(a)’,P(P)’). 
Zieht man wieder die »v-te Wurzel und läßt »— oo gehen, so ergibt sich die folgende 
Verschärfung der Bedingung (3): 


(10) p(& + B) s Max (9(a),p(P))- 

Es sei jetzt p die Menge aller ganzen & aus k mit @(x) < 1. Wegen (10) ist p ein 
Zahlmodul; ist y ganz, also g(y) <1, so ist g(ay) = @la)o(y) <A. Folglich ist p 
Ideal. Da nun aus (aß) = (a) a(P) < 1 folgt, daß entweder »(&) oder @(ß) kleiner 
als 1 ıst, so ıst p sogar Primideal. 

Der Fall p = (1) ist unmöglich, da g(1) =1 ist. Der Fall p = (0) besagt, daß 
o(x) = 1 für alle ganzen x + 0 und folglich auch für alle x # 0 aus k ist. Dieser tri- 
viale Fall werde beiseite gelassen. 

Es ist dann 9(&) = 1 für diejenigen ganzen «, die nicht durch p teilbar sind. Ist 
& eine ganze oder gebrochene Zahl aus A, die zu p teilerfremd ist, so ist sie Quotient zweier 
ganzer, zu p primer Zahlen, es ist also auch für solche x (a) = 1. 

Es sei x eine genau durch p teilbare ganze Zahl und a(z) =c<4A. ‚Ist p” der 


genaue Beitrag von p zur Primidealzerlegung von x, so ist — prim zu p, und demnach: 


y(&) = Pr) o() i 
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Ist umgekehrt p ein Primideal und ce < 1, und setzt man 9(&) = c”, wenn p” der 
Beitrag von p zur Primidealzerlegung von « ist, so genügt die Funktion g(x) den drei 
Bedingungen, wie fast unmittelbar zu sehen ist. 


Wir wenden uns jetzt zum zweiten Fall. 
b) Es ist @(qg) >1. Wegen (8) gilt jetzt: 
logp 


o(p) S p(q)'®? oder 


1 1 
(11) p(p)'er S plg)'r?. 
Nun muß aber auch g(p) >1 sein, da andernfalls ja nach a) auch o(g) < 1 wäre. 
Es darf also in unseren Überlegungen p mit g vertauscht werden. Aus (11) ergibt sich 


dann: 
1 1 


(12) (pP)? = pla)'®t. 
Setzt man o(g) = gq? = ee!wı, so folgt aus (12): 
p(p) = eerer = p®. 
Also gilt für alle rationalen Zahlen x: 
(13) p(a)= 2, O<osi. 
Die Ungleichung für o in (13) folgt aus 
1< oß2)=2's2. 


In wohlbekannter Weise kann jetzt durch Übergang zum perfekten bewerteten 
Körper gezeigt werden, daß „(x) eine zu einer unendlichen Primstelle von k gehörige 
Bewertung ist. Da dieser Nachweis wegen (13) auf keine Schwierigkeiten stößt, kann 
er hier übergangen werden. 


Eingegangen 25. August 1931. 








Allgemeine Bewertungstheorie. 


Von Wolfgang Krull in Erlangen. 


Einen Hauptausgangspunkt der Bewertungstheorie !) bildet das Streben nach 
einer gemeinsamen Behandlung der Henselschen p-adischen Körper und des Körpers 
aller reellen oder aller komplexen Zahlen. Mit Hilfe des Bewertungsbegriffs wird gezeigt, 
daß sowohl die Abgeschlossenheitseigenschaft der p-adischen Körper als auch die „Stetig- 
keit‘‘ des Körpers aller reellen oder komplexen Zahlen aufgefaßt werden kann als ‚‚Per- 
fektheit‘“ hinsichtlich einer gewissen Bewertung. Durch diese Erkenntnis tritt der Be- 
griff der allgemeinen perfekt bewerteten Körper in den Vordergrund des Interesses, und 
das hat sich für die Entwicklung der Algebra sehr nützlich erwiesen. In der Analysis 
dagegen führt die Bewertungstheorie nur zu einer neuen Charakterisierung des Körpers 
aller gewöhnlichen reellen oder komplexen Zahlen ?). Nachdem nun durch Artin und 
Schreier ?) der Begriff der allgemeinen reellen Körper rein algebraisch eingeführt wurde, 
liegt die Frage nahe, ob es nicht möglich ist, den Bewertungsbegriff so zu verallgemeinern, 
daß er zu einer — ihrer Natur nach halb algebraischen, halb analytischen — Behandlung 
der allgemeinen reellen Körper brauchbar wird. Es zeigt sich, daß diese Frage zu be- 
Jahen ist, und daß die entstehende allgemeine Bewertungstheorie nicht nur auf die reellen 
Körper, sondern auch auf verschiedene rein arithmetische oder algebraische Probleme 
mit Erfolg angewandt werden kann. 

Um die Art unsrer Verallgemeinerung zu erklären, müssen wir kurz eingehen auf 
den in der gewöhnlichen Bewertungstheorie grundlegenden Unterschied zwischen „archi- 
medischen‘‘ und „unarchimedischen‘ Bewertungen. Eine gewöhnliche Bewertung liegt 
immer dann vor, wenn jedem Element a des zu bewertenden Körpers & eine bestimmte 
Zahl x = w(a) als ‚‚Wert‘‘ so zugeordnet ist, daß die Gleichungen w(a :b) = w(a) : w(b), 
w(a + b) < w(a) + w(b) für beliebige Körperelemente a und b gelten *?). Ist die Be- 
wertung „archimedisch‘‘, so kommt es mindestens einmal vor, daß der Wert einer Summe 
größer ist als der Wert jedes einzelnen Summanden, bei einer ‚„unarchimedischen‘‘ Be- 
wertung dagegen kann die allgemeine „Dreiecksungleichung‘“ w(a + b) Ss w(a) + w(b) 
ersetzt werden durch die schärfere Ungleichung w(a + b) S max (w(a), w(b)).. Man 
ı) Von den grundlegenden Arbeiten zur Bewertungstheorie vgl. vor allem: A. Ostrowski, Über einige Lö- 
sungen der Funktionalgleichung (x) - 9(y) = @(z-y). Acta Mathematica 41 (1917), S. 271-284. Zitiert mit „O.“. 
— Siehe auch die gleichzeitig in diesem Bande, S. 157, erscheinende Arbeit: E. Artin, Über die Bewertungen alge- 
braischer Zahlkörper, in der die Hauptresultate der Ostrowskischen Arbeit auf vereinfachte Art hergeleitet werden. 

?) In O. werden die Bewertungen in „archimedische‘‘ und „unarchimedische‘‘ eingeteilt, und es wird ge- 
zeigt, daß der Körper aller reellen und der aller komplexen Zahlen die einzigen perfekt archimedisch bewerteten 
Körper darstellen. 

°) E. Artin und O. Schreier, Algebraische Konstruktion reeller Körper. Hamburger Abhandlungen 
5 (1926), $. 85-100, zitiert mit „A. 8.“. 

+) Im Text werden später die Bewertungseigenschaften etwas anders formuliert. Vel. $ 1, insbesondere 
Anm. 14. 
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sieht, bei der Definition der archimedischen Bewertungen ist es wesentlich, daß die 
reellen Zahlen sowohl durch Addition als auch durch Multiplikation miteinander ver- 
knüpft werden können; bei den unarchimedischen Bewertungen dagegen braucht man 
letzten Endes nur die Tatsache, daß die Werte hinsichtlich der Multiplikation eine Unter- 
gruppe der Gruppe aller reellen Zahlen bilden, d.h. eine geordnete Abelsche Gruppe, 
die hinsichtlich der Ordnungsbeziehung dem „archimedischen Axiom‘“ im Sinne der 
Geometrie genügt °). Es liegt nun der Gedanke nahe, archimedische Bewertungen ganz 
bei Seite zu lassen®), und die gewöhnlichen, „speziellen‘‘ unarchimedischen Bewertungen 
dadurch zu verallgemeinern, daß man als Werte nicht nur reelle Zahlen, sondern die 
Elemente einer ganz beliebigen geordneten Abelschen Gruppe zuläßt. Daß ein solches 
Vorgehen zweckmäßig ist, zeigen die mannigfachen Anwendungen, die man von dem 
neugewonnenen allgemeinen Bewertungsbegriff machen kann. 


Zunächst einige arithmetische Betrachtungen! Genau so wie jede spezielle, definiert 
auch jede allgemeine Bewertung B eines gegebenen Körpers 8 in Seinen für B charak- 
teristischen Bewertungsring ®, und es gelten die Sätze: Ein Unterring ® von $ ist dann 
und nur dann Bewertungsring, wenn in ® von zwei Elementen stets eines durch das 
andere teilbar ist; ein Unterring A von & gehört dann und nur dann zu den ‚ganz ab- 
geschlossenen“ Ringen, wenn er als Durchschnitt von Bewertungsringen dargestellt 
werden kann. Die allgemeinen Bewertungen — und nur die allgemeinen! — liefern also 
eine neue einfache Charakterisierung der arithmetisch weitaus wichtigsten Ringklasse. 


Was ferner die Idealtheorie in einem Bewertungsringe, oder auch im Durchschnitt 
von endlich vielen Bewertungsringen angeht, so kann dieselbe leicht mit Hilfe des Wert- 
begriffs entwickelt werden. Dagegen versagen bei den allgemeinen Bewertungsringen 
die auf den Begriff des Primärideals aufgebauten Methoden, die zuerst von E. Noether 
für Ringe mit Teilerkettensatz entwickelt und dann später auf größere Ringklassen aus- 
gedehnt wurden. Es zeigt sich also, daß die Heranziehung der allgemeinen Bewertungs- 
theorie oder ähnlicher Methoden für die systematische Untersuchung allgemeiner Ringe 
unentbehrlich ist. 

Weiter eine Bemerkung zur mehrdimensionalen algebraischen Geometrie! Ist mit 
Hilfe eines algebraischen Funktionenkörpers $ eine algebraische Kurve bzw. Fläche bzw. 
ein (dreidimensionaler) algebraischer Raum definiert, so kann man bekanntlich die 
Punkte der Kurve bzw. die Kurven der Fläche bzw. die Flächen des Raumes — also 
immer die Gebilde der Höchstdimension — arithmetisch durch „Divisoren‘“, d.h. durch 
spezielle Bewertungen von & festlegen’). In genau der gleichen Weise kann man nun 
die allgemeinen Bewertungen dazu benützen, um auf der Fläche die Kurvenpunkte und 
im Raume die Flächenkurven, sowie die Punkte der Flächenkurven arithmetisch zu 
charakterisieren. Wir gehen auf diese Zusammenhänge mit der algebraischen Geometrie 


5) Damit die Werte eine Multiplikationsgruppe bilden, muß man den Wert 0, der bei einer nicht trivialen 
Bewertung nur dem Nullelement zugeordnet ist, von der Betrachtung ausschließen ! Zu dem Begrifi der „geord- 
neten Gruppe‘ und zum „archimedischen Axiom‘ vgl. $1. Dort ist allerdings die Addition statt der Multiplikation 


als Verknüpfungsoperation gewählt. 
6) Im folgenden ist unter einer „speziellen Bewertung‘ ohne weiteren Zusatz immer eine gewöhnliche un- 


archimedische Bewertung zu verstehen. 

°) Vgl. H. W. E. Jung, Primteiler und ihr Verhalten bei’birationalen Transformationen, Rendiconti di Pa- 
lermo 26 (1908), S. 113. — B.L. v.d. Waerden, Zur Produktzerlegung der Ideale in ganz abgeschlossenen Ringen, 
Math. Annalen 101 (1923), $ 3. — H. W. E. Jung, Algebraische Flächen. Hannover 1925, Helwingsche Verlags- 
buchhandlung. Insbesondere $ 4 und $ 8. Die Jungschen Divisoren „zweiter Stufe“ entsprechen allgemeinen 
Bewertungen. Natürlich können die allgemeinen Bewertungen nicht nur in der zwei- und dreidimensionalen sondern 
ebensogut in der n-dimensionalen algebraischen Geometrie Verwendung finden. 
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im Text nicht mehr näher ein. Doch werden in $5 die algebraischen Grundlagen soweit 
entwickelt, daß für die geometrische Anwendung sozusagen nur noch die Übersetzung 
in eine andre Sprache nötig ist. 

Eines der wichtigsten Anwendungsgebiete der speziellen Bewertungen stellt be- 
kanntlich die Galoissche Theorie dar: Ist N ein endlicher Normalkörper über dem speziell 
bewerteten Körper $&, so kann man mit Hilfe der Begriffe des Zerlegungs-, Trägheits- 
und Verzweigungskörpers genauere Aussagen über den Aufbau von N über 8 machen ®), 
Ganz ähnliche Sätze gelten nun auch, wenn wir es nicht mit einer speziellen, sondern 
mit einer allgemeinen Bewertung von $ zu tun haben, nur erhalten wir im allgemeinen 
nicht wie sonst nur eine, sondern endlich viele Serien von Verzweigungskörpern. Ist 
aber $ hinsichtlich seiner gegebenen Bewertung perfekt, so tritt diese neuartige Er- 
scheinung nicht auf, und man kann die Theorie für speziell und allgemein bewerteten 
Grundkörper & wörtlich gleich entwickeln. 

Natürlich ist es von entscheidender Bedeutung, daß der Perfektheitsbegriff auch 
in der allgemeinen Bewertungstheorie eingeführt werden kann; das gelingt dadurch, 
daß man eine vorgelegte allgemeine Bewertung gewissermaßen in eine geordnete Kette 
von speziellen Bewertungen auflöst. — Um mit der so gewonnenen Perfektheitsdefinition 
praktisch arbeiten zu können, hat man dann noch zu zeigen, daß jeder bewertete Körper 
ohne Änderung der Wertgruppe und ohne Änderung des durch die Bewertung definierten 
„Restklassenkörpers‘ zu einem perfekt bewerteten Körper erweitert werden kann. 
Auch dieser Nachweis gelingt — allerdings nicht so einfach wie bei speziell bewerteten 
Körpern —, am zweckmäßigsten durch Einführung des Hilfsbegriffs der „maximal“ 
bewerteten Körper. 

Die Heranziehung der maximal bewerteten Körper lohnt sich vor allem, wenn wir 
unsre Bewertungen zur näheren Untersuchung der geordneten Körper verwenden. Die 
geordneten oder allgemeinen reellen Körper können, wie bereits erwähnt, nach Artin- 
Schreier rein algebraisch charakterisiert werden °). Es erhebt sich dann sofort die weitere 
Frage: Welche allgemeinen reellen Körper sind geeignet eine ähnlich ausgezeichnete 
Rolle zu spielen wie im Spezialfall der ‚‚stetige‘‘ Körper aller gewöhnlichen reellen Zahlen ? 
Dieses Problem wurde erfolgreich von H. Hahn !) angegriffen und zwar unter Gesichts- 
punkten, die man wohl als vorwiegend analytisch bezeichnen kann. Vom mehr alge- 
braischen Standpunkt aus liefert nun die allgemeine Bewertungstheorie ein Hilfsmittel, 
das eine ganz allgemeine und einfache Beantwortung der aufgeworfenen Frage ermöglicht. 

Für die Ordnung O eines Körpers 8, der nicht archimedisch geordnet ist, d.h. 
nicht unter die gewöhnlichen reellen Zahlkörper gehört, sind zwei Dinge von entscheiden- 
der Bedeutung: Einerseits die Einteilung von &in Klassen äquivalenter, d. h. der Größen- 
ordnung nach vergleichbarer Elemente, andrerseits die Ordnung der Elemente in den 
einzelnen Klassen. R. Baer !!) hat nun gezeigt, daß man die Klasseneinteilung im wesent- 
lichen algebraisch fassen kann, und zwar lauten die Baerschen Ergebnisse in der Sprache 
der allgemeinen Bewertungstheorie folgendermaßen: Die nichtarchimedische Ordnung 
O von & definiert eine ausgezeichnete Bewertung, die Ordnungsbewertung B,. Allein 


8) Vgl. Anm. 35 in $ 8. 

®) Im Sinne von A. S. ist allerdings ein allgemeiner reeller Körper $t zunächst nur ordenbar, nicht geordnet, 
und die weiteren Probleme, mit denen wir es zu tun haben, tauchen erst auf, wenn eine bestimmte Ordnung von $t 
vorgelegt ist. 

10) H. Hahn, Sitz.-Ber. d. Wiener Akademie, Math.-Nat. Klasse, Abt. IIa, 116 (1907), S. 601—653. 
Zitiert mit „H.“ 

11) R. Baer, Über nicht-archimedisch geordnete Körper. (Beiträge zur Algebra. 1.) Sitz.-Ber. d. Heidel- 
berger Akademie 1927, 8. Abhandl. Zitiert mit „B“. 
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auf B; beruht die Festlegung der Klassen äquivalenter Elemente. Um in den einzelnen 
Klassen die Elemente zu ordnen, hat man im wesentlichen nur den durch B;, bestimmten 
Restklassenkörper zu ordnen, und zwar so, daß er auf einen gewöhnlichen reellen Zahl- 
körper abgebildet wird. 

Betrachten wir nun unter Benutzung der Baerschen Ergebnisse die Stetigkeits- 
eigenschaften, durch die die von Hahn untersuchten besonderen geordneten Körper 
ausgezeichet sind, so ergibt sich: Bei den Hahnschen Körpern ist einerseits der Rest- 
klassenkörper der Ordnungsbewertung B; gleich dem Körper aller reellen Zahlen, und 
es sind andrerseits die Hahnschen Körper hinsichtlich B, perfekt, ja sogar maximal. 
Durch die beiden genannten Eigenschaften ist aber ohne weiteres Konstruktionsver- 
fahren eine Klasse ÄK ausgezeichneter geordneter Körper abstrakt festgelegt, und es 
kann nach den Hahnschen Untersuchungen nicht zweifelhaft sein, daß gerade die Körper 
der Klasse K als passende Verallgemeinerungen des stetigen Körpers aller gewöhnlichen 
reellen Zahlen anzusehen sind. Von besonderem Vorteil bei unsrer bewertungstheore- 
tischen Festlegung der Klasse X ist noch die Tatsache, daß auf Grund der Theorie der 
Galoisschen Erweiterungen perfekt bewerteter Körper sofort angegeben werden kann, 
wann ein Körper der Klasse X ım Artinschen Sinne reell abgeschlossen ist und wann 
nicht. Will man nun einen genaueren Einblick in den Bau der Körper der Klasse X ge- 
winnen, so kommt man naturgemäß auf die allgemeine Frage: Was kann man über die 
Struktur eines maximal bewerteten Körpers aussagen, wenn der Restklassenkörper 
und die Wertgruppe der Bewertung vorgegeben sind ? Daß diese Frage bei speziell, 
und zwar diskret bewerteten Körpern erfolgreich angegriffen werden kann, zeigt 
eine demnächst in diesem Journal erscheinende Abhandlung von H. Hasse und 
F. K. Schmidt %). F. K. Schmidt hat außerdem für beliebig speziell bewertete 
Körper eine Reihe von wichtigen Ergebnissen gewonnen, und gerade die Schmidtschen 
Resultate3), die ich bisher nur aus mündlicher Mitteilung kenne, lassen mich hoffen, 
daß auch bei allgemein bewerteten Körpern das oben formulierte Strukturproblem einer 
erfolgreichen Behandlung fähig ist. 


Im Rahmen dieses Programms erscheint die Weiterentwicklung der Theorie der 
geordneten Körper als ein — sogar verhältnismäßig einfacher — Spezialfall der Theorie 
der allgemein bewerteten Körper. Nur allein der Körper aller gewöhnlichen reellen 
Zahlen behauptet eine Sonderstellung, für ihn braucht man eben die gewöhnlichen archi- 
medischen Bewertungen. Im übrigen können auch die ‚‚transzendentesten‘ geordneten 
Körper mit den vorwiegend der Algebra entnommenen Methoden unsrer allgemeinen 
Bewertungstheorie behandelt werden. Das erscheint mir, wie bereits zu Beginn der 
Einleitung hervorgehoben, als das wichtigste Ergebnis und die eigentliche Rechtfertigung 
der Einführung des allgemeinen Bewertungsbegriffs. 


$ 1. Definition und Grundeigenschaften der allgemeinen Bewertungen. 


8 bedeutet stets einen Körper, /’ eine Abelsche Gruppe mit der Addition als Ver- 
knüpfungsrelation und der 0 als Einheitselement. Elemente aus $? werden mit kleinen 
lateinischen, Elemente aus /' mit griechischen Buchstaben bezeichnet. I!’ bzw. & soll 
linear geordnet heißen, wenn zwischen den Elementen von I’ bzw. $ eine Ordnungs- 
beziehung definiert ist mit den üblichen charakteristischen Eigenschaften: 

1. Sind & und ß beliebige Elemente aus I!’ (a und 5 beliebige Elemente aus $), so 


12) Die Struktur diskret bewerteter Körper. 
13) Vgl. Anm.55 in $ 12 und Anm. 57 in $ 13. 
21* 
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gilt stets entweder a > ß, B<aodera<Pß,ßB>ala>b,b<aodera<b,b>a). 
— Ausa>ß, B>oala>b,b>a) flgt a=P (a=b). 


2. It Zy,BZödlazc,b 2 d), so ist stetsauha +B>2y+öla+b>2c+d, 


und außerdem a:b > cd, falls a>0,b >0). a(a) wird positiv oder negativ genannt, 
je nachdem ob x >0 oder a<0 (a >0odera< 0). O selbst bezeichnen wir weder als 
positiv noch als negativ. — Gibt es zua 28 >0(a=b>.e) stets eine natürliche Zahl 
n so dß nß >a (nb >a), so soll (8) archimedisch (geordnet) heißen. Ist 7’ (&) 
archimedisch, so ist /’ (8) zu einer Untergruppe der Additionsgruppe (zu einem Unter- 
körper) der gewöhnlichen reellen Zahlen isomorph. 

Von einer Bewertung B von ® mit der Wertgruppe I’'“*) soll gesprochen werden, 
wenn jedem Element a # 0 aus # eindeutig ein Element x = w(a) aus I’ als Wert zuge- 
ordnet ist, und wenn dabei folgende Bedingungen erfüllt sind: 1. w(a 5) = w(a) + w(b). 
— 2. w(a + b) > min (w(a), w(b)). — 3. Zu jedem & aus I!’ gibt es ein a aus $, so daß 
x = w(a)®%). — Den trivialen Fall, daß I’aus der O0 allein besteht, und daß jedes a + 0 
den Wert O0 erhält, schließen wir von der Betrachtung aus. 

Zu einer vorgegebenen linear geordneten Gruppe I’ gibt es stets Körper, die eine 
Bewertung B mit der Wertgruppe IT’ besitzen. Am einfachsten zeigt man das so: 
X, sei irgendein Körper, u eine Variable bilden wir dann mit den Elementen 
x aus I’ formell die „Potenzen‘‘ u* und setzen wir insbesondere u® gleich dem 
Einheitselement 1 von &,, so können wir mit den „Polynomen‘“ p(u) = a, u*: 
+4a,ur +: +a,um (a; aus Sy,&+ı >) genau so rechnen wie mit ge- 
wöhnlichen Polynomen, bei denen die Exponenten ganze oder auch reelle Zahlen 
sind. Die Gesamtheit aller Polynome p(u) bildet einen Integritätsbereich %, und die Ge- 


samtheit aller ‚rationalen Funktionen“ r(u) - I (g(u) #0) stellt einen Körper 
8 dar. Zu jeder rationalen Funktion r(u) #0 gibt es einen eindeutig bestimmten 
Exponenten &, der dadurch ausgezeichnet ist, daß sich r(u) auf die Gestalt 
r(u) = #* wi = um (x, >0,8;,>0,a, = 0, db, # 0) bringen läßt. 
Ordnen wir jeweils r(u) gerade diesen Exponenten als Wert zu, so erhalten wir eine 
Bewertung von & mit der Wertgruppe !". 

Die Gesamtheit der Elemente a, die in einer festen Bewertung B von & nicht- 
negative Werte haben, bildet zusammen mit dem Nullelement einen echten Unterring 
8 von 8, den „zu B gehörigen Bewertungsring‘“. 

Es seien nun B, und D, zwei Bewertungen von $ mit den Wertgruppen T', und 7',, 
zu denen der gleiche Bewertungsring ® gehört. Ordnen wir dann zwei Elemente x, 
und &, aus I‘, bzw. I’, immer dann einander zu, wenn sie in B, bzw. B, Werte ein- und 
desselben Körperelementes a sind, so werden /', und T', eineindeutig und hinsichtlich 
der Addition und Ordnungsbeziehung isomorph aufeinander abgebildet. Es sind also 


I’, und I‘, sowie B, und B, abstrakt identisch und man kann infolgedessen unbedenklich 





14) In der Formulierung der Bewertungsaxiome schließe ich mich an an meine Arbeit: Idealtheorie in 
unendlichen algebraischen Zahlkörpern II. Math. Zeitschrift 31 (1930), S. 527-657. (Zitiert mit „K.‘). Vgl. ins- 
besondere $ 1 Anm. 3 wo der Zusammenhang mit der üblichen Bewertungsdefinition genauer auseinandergesetzt 
ist. — Die Tatsache, daß bei unserer Bewertungsdefinition die 0 keinen Wert zugeordnet erhält, machte eigentlich 
an manchen Stellen gewisse Zusatzbemerkungen notwendig, die wir ihrer Selbstverständlichkeit halber weglassen. 
So z. B. muß bei der Bewertungseigenschaft 2 selbstverständlich a, d,a + b= 0 sein, ferner muß ein Bewertungs- 
ring auch die 0 enthalten u. dgl. 


15) Die scharfe Forderung 3 hat zur Folge, daß man eindeutig von der zur Bewertung B gehörigen Wertgruppe 
reden kann. 
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von der zu einem gegebenen Bewertungsring gehörigen Bewertung bzw. Wertgruppe 
sprechen **). 

Satz 1. Eın echter Unterring B von $ ist dann und nur dann Bewertungsring, wenn 
9 den Körper 8 zum Quotientenkörper hat und wenn in B von zwei Elementen a, und a, 
stets (mindestens) eines durch das andre teilbar ıst. 


a) Es sei ® zur Bewertung B gehöriger Bewertungsring. Dann ist jedes Element 
aus ® entweder Element aus ® oder Reziprokes eines Elementes aus ®, weil a-!ın B 
einen positiven Wert hat, falls der Wert von a in B negativ ist. Daraus folgt sofort, 
daß 8 den Quotientenkörper von 3 darstellt, und daß für irgend zwei Elemente a, 
und a, aus ® stets einer der Quotienten a,a,! und a,a7! zu ® gehört. Das sagt aber 


nichts anderes, als daß in ® entweder a, durch a, oder a, durch a, teilbar ist, d. h. der 
Bewertungsring ® genügt den charakteristischen Bedingungen von Satz 1. 


b) Es seien umgekehrt diese Bedingungen für den irgendwie vorgegebenen Ring ® 
erfüllt. Dann müssen wir zu ® eine zugehörige Bewertung B und eine zugehörige Wert- 
gruppe I’ konstruieren. Wir machen das so: Unter einer Klasse &* hinsichtlich ® asso- 
ziierter Elemente aus $& verstehen wir — im wesentlichen in Übereinstimmung mit 
der üblichen Terminologie — die Gesamtheit der Elemente, die aus einem festen Element 
a=(0 durch Multiplikation mit den Einheiten von 8 entstehen. Für die Klassen «* 
definieren wir dann Addition und Ordnungsbeziehung folgendermaßen: Die Klassen «* 
und 8* werden addiert, indem man zwei beliebige ihrer Repräsentanten multipliziert 
und die durch das Produkt bestimmte Klasse bildet. Die Klasse «* soll größer heißen 
a 
b 
präsentanten 5b von ß* zu ® gehört. — Durch diese Festsetzungen wird in Anbetracht 
der besonderen Eigenschaften des Ringes ® die Gesamtheit /'* aller Klassen a* zu einer 
linear geordneten Gruppe. Ordnen wir jedem Körperelement a #0 aus & die durch a 
bestimmte Klasse &* als Wert zu, so erhalten wir eine Bewertung B von $ mit der Wert- 
gruppe /'* und dem Bewertungsring ®. — Die Definition der Werte durch Klassen asso- 
ziierter Elemente zeigt deutlich den Vorteil der abstrakten Fassung des Begriffes der 
Wertgruppe. 

Satz 1 führt uns zu einer für später sehr wichtigen Anwendung des allgemeinen 
Bewertungsbegriffs. 

Es sei 8 ein linear geordneter Körper, und es werde wie üblich in 8 das Element 
a unendlich groß genannt gegenüber b, wenn für keine natürliche Zahl n jemals 

a(a >0) 
bl >lal- (ll = _ uno 
elemente, die gegenüber dem Einheitselement 1 nicht unendlich groß sind, einen Unter- 
ring ®, von $, und, zwar ist ®, immer dann ein echter Unterring, wenn $ nichtarchi- 
medisch geordnet ist. In diesem Falle muß 3, nach Satz 1 Bewertungsring sein. Sind 
nämlich a und 5 zwei Elemente aus 8, oder allgemeiner auch aus $, so ist stets höchstens 


als die Klasse $*, wenn der Quotient — eines Repräsentanten a von a* durch einen Re- 


) Dann bildet die Gesamtheit derjenigen Körper- 


einer der Quotienten ab" und 5a" unendlich groß gegenüber 1. Esgilt also: Zu 
jedem nichtarchimedisch geordneten Körper ® gehört eine ausgezeichnete, allein durch die 
Ordnung bestimmte Bewertung B, von 8. Ihr zugehöriger Bewertungsring Bı besteht aus 
allen den Elementen, die in der gegebenen Ordnung gegenüber der 1 nicht unendlich 
groß sind !"). 


16) Zur eindeutigen Bestimmtheit von B und /’ durch ® vgl. K., S. 536, Satz 6. 
17) Vgl. hierzu insbesondere B., $ 2. 
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Die volle Bedeutung unseres Resultats wird sich erst in $ 12 zeigen. Zunächst 
wenden wir uns zu einer genaueren idealtheoretischen Untersuchung der Bewertungs- 
ringe. 


$ 2. Idealtheorie der Bewertungsringe. 


Für den Fall, daß die zu dem Bewertungsring ® gehörige Wertgruppe I’ archi- 
medisch, also zu einer reellen Zahlgruppe isomorph ist, habe ich die Idealtheorie von % 
schon früher entwickelt #). Die damals benützten Methoden lassen sich fast unmittel- 
bar auf den allgemeinen Fall anwenden, wir müssen nur zunächst den von den reellen 
Zahlen her bekannten Begriff des Schnittes für beliebige linear geordnete Gruppen defi- 
nieren. Es genügt sogar für unsere Zwecke, wenn wir gar nicht die vollen Schnitte, 
sondern nur die zugehörigen Oberklassen einführen. 

Unter einer Oberklasse 2 aus der linear geordneten Gruppe I’ verstehen wir eine 
Untermenge von I", die ausschließlich aus nichtnegativen Elementen besteht, und gleich- 
zeitig mit & stets auch jedes 8 > « enthält. Als Summe 2, + Q, der Oberklassen 2, 
und 2, bezeichnen wir diejenige Oberklasse, die alle und nur die in der Form $ = a, +, 
(x, aus 2), &%, aus Q2,) darstellbaren Elemente $ umfaßt. Von zwei beliebigen Oberklassen 
2, und 2, ist stets eine Obermenge der andern. Ist etwa 2, Obermenge von Q,, so gibt 
es eine der Gleichung 2, + 2; = Q, genügende Oberklasse 2, dann und nur dann, wenn 
entweder 2, ein kleinstes Element besitzt, oder weder 2, noch 2, ein kleinstes Element 
enthalten. (Beweis nach dem Vorbild entsprechender Beweise bei reellen Zahlen.) 

Es sei jetzt B bzw. I’ die zu dem gegebenen Bewertungsring ® gehörige Bewertung 
bzw. Wertgruppe. ‚Wert von a‘ schlechtweg bedeute stets „Wert von a in B“. 
Dann gilt: 

Satz 2. Die Ideale aus B entsprechen eindeutig umkehrbar den Oberklassen aus 
T'; das der Oberklasse 2 zugeordnete Ideal besteht aus der Null und allen den Elementen, deren 
Wert zu Q gehört !?). — Die Oberklasse des Produktes ist gleich der Summe der Oberklassen 
der Faktoren. — Das Ideal a ıst Hauptideal, wenn die zugeordnete Oberklasse 2 ein kleinstes 
Element enthält; gibt es dagegen in 2 kein kleinstes Element, so besitzt a keine endliche Basis. 

Von zwei Idealen a, und a, ist stets eines Teiler des andern. Ist etwa a, Teiler von 
QA,, so ist a, Faktor von a, dann und nur dann, wenn entweder a, Hauptideal ist, oder a, 
und a, beide keine endliche Basis besitzen. 

Die Beweise der einzelnen Behauptungen von Satz 2 können übergangen werden. 
Sie ergeben sich ohne Schwierigkeit aus den Definitionen von Bewertung und Ober- 
klasse und verlaufen grundsätzlich genau so wie bei den archimedischen Wertgruppen ?). 

Es sollen jetzt die (von 8 selbst verschiedenen) Primideale aus ® bestimmt werden. 
Ein Ideal p aus B ıst Primideal, wenn es gleichzeitig mit a® stets auch a selbst enthält. Es 
seien nämlich a, und a, zwei Elemente aus ®, deren Produkt durch p teilbar ist; wählen 
wir dann, was ja in dem Bewertungsring ® möglich ist, die Bezeichnung so, daß a, 
durch a, teilbar ist, so muß auch a? und damit nach Voraussetzung a, in p enthalten 
sein, d.h. ist ein Produkt durch p teilbar, so auch mindestens ein Faktor. — Zu einer 
genaueren Übersicht über die Gesamtheit der Primideale von ® kommen wir auf Grund 


18) Vgl. K.,$3. Dort werden allgemeine Ideale, d. h. beliebige 8-Moduln in den Bewertungsringen spezieller 
Bewertungen untersucht. Im Text betrachten wir der Kürze halber ausschließlich ‚ganze‘ Ideale, d. h. solche ®- 
Moduln, die Untermengen von ® sind. Doch gilt Satz 2 auch für allgemeine Ideale, wenn man nur bei der Definition 
der Oberklassen die Forderung wegläßt, daß sie ausschließlich aus nicht negativen Elementen bestehen sollen. 

19) Unter „Ideal“ ohne weiteren Zusatz verstehen wir im folgenden stets ein vom Nullideal (0) und vom 
Einheitsideal (1) verschiedenes Ideal. Bei Satz 2 ist allerdings das Einheitsideal in der Idealreihe mitzurechnen. 

®0) Vgl. K., $ 3, insbesondere Satz 7 und 8 nebst Beweisen. 
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folgender Definition: Eine echte Untergruppe A der linear geordneten Gruppe T' soll „‚iso- 
lierte Untergruppe‘ heißen, wenn A gleichzeitig mit y > stets auch jedes der Ungleichung 
„>6>0 genügende Element ö enthält. 

Satz 3. Die Primideale von DB entsprechen eindeutig umkehrbar den isolierten 
Untergruppen von I‘. Das der isolierten Untergruppe A zugeordnete Primideal p besteht aus 
der Null und allen den Elementen von ®B, deren Wert nicht zu A gehört. 

Zum Beweis beachte man: Eine Untergruppe A von I!’ ist offenbar dann und nur 
dann eine isolierte Untergruppe, wenn das System der nicht zu A gehörigen positiven 
Elemente in J’ eine Oberklasse bildet. — Ein Ideal p aus ® ist dann und nur dann Prim- 
ideal, wenn das System der nicht zu p gehörigen Elemente aus ® multiplikativ abge- 
schlossen ist, d. h. gleichzeitig mit a, und a, stets auch a,'a, enthält. Für den Bewertungs- 
ring ® kann man diese allgemeine Primidealbedingung mit Hilfe von Satz 2 folgender- 
maßen umformen: Ist 2 die zu p gehörige Oberklasse, so müssen die nicht in (2 vor- 
kommenden positiven Elemente von I’ zusammen mit ihren Reziproken und der Null 
eine Gruppe bilden. 

Aus diesen Überlegungen folgt sofort die Richtigkeit von Satz 3. Wenden wir unsern 
Satz insbesondere auf den Fall einer archimedischen Wertgruppe an, in der nur die Null- 
gruppe eine isolierte Untergruppe darstellt, so erhalten wir die bekannte Tatsache, daß 
in einem Bewertungsring mit archimedischer Wertgruppe nur ein einziges Primideal 
existiert, und daß infolgedessen in einem derartigen Ring jedes Ideal Primärideal ist. Ganz 
anders liegen die Verhältnisse, wenn die zu ® gehörige Wertgruppe I’ nichtarchimedisch 
ist, und wenn infolgedessen in ® mindestens zwei Primideale vorkommen. 

Satz 4. I/stin ®B das Hauptideal (a) durch mindestens zwei Primideale teilbar, so 
ıst (a) weder Primärideal noch auch als Durchschnitt von (endlich oder unendlich vielen) 
Primärıdealen darstellbar. 

Es seien p und p’ zwei verschiedene Primidealteiler von (a), und zwar sei p’ Teiler 


von p; b bedeute ein durch p’ aber nicht durch p teilbares Element. Dann gehört a :b' 
nicht zu (a), und Satz 4 wird bewiesen sein, wenn wir zeigen können, daß jeder Primär- 


idealteiler von (a) das Element a :b' enthalten muß. Da 5 durch p unteilbar ist, ist 


auch 5’ für beliebiges » durch p und damit durch (a) unteilbar. Nach der Grundeigen- 
schaft der Bewertungsringe ist infolgedessen a durch alle Potenzen von d teilbar, d.h. 
es gehört ab” für jedes » zu ®. Ist nun q irgendein Primäridealteiler von (a), so ent- 
hält er entweder eine Potenz von b, etwa 5’, und damit auch (a-b***”).»”’ =a:-b""', 
oder aber er enthält keine Potenz von b, dann folgt aus (a:-5*')-b =a =0(g) sofort 
ab" =0(9). 

Satz 2 und 3 zeigen, daß man die Gesamtheit der Ideale des Bewertungsringes ®B 
vollständig übersieht, wenn man nur die Struktur der zugehörigen Wertgruppe I’ kennt. 
Aus Satz 4 dagegen ist zu ersehen, daß die Methoden, die das Haupthilfsmittel zur Unter- 
suchung der Ringe mit Teilerkettensatz bilden, bei den Bewertungsringen völlig versagen. 
Man könnte in dieser Richtung noch weiter gehen; man könnte nämlich am Beispiel der 
Bewertungsringe die Tragweite und Grenzen von solchen Methoden untersuchen, die 
zwar auf Ringe ohne Endlichkeitsvoraussetzung anwendbar sind, die sich aber im wesent- 
lichen nach dem Vorbild der bekannten Theorie der Ringe mit Teilerkettensatz richten. 
Indessen gehen wir im folgenden auf die hier auftauchenden Fragen nicht näher ein. 
Nur die Unterschiede zwischen den verschiedenen, bei Ringen mit Teilerkettensatz 
gleichwertigen Definitionen des Begriffes „ganz abgeschlossen‘‘ werden in $ 4 mit Hilfe 
der Bewertungsringe in allgemeinerem Rahmen scharf herausgearbeitet. 
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$ 3. Kennzeichnung der ganz abgeschlossenen Ringe. 


Das Element p soll wie üblich vom Ringe R ganz abhängig heißen, wenn es einer 
Gleichung p" +a,p""!-----+qa,„=0 mit Koeffizienten a; aus R genügt; NR wird 
ganz abgeschlossen genannt, wenn jedes von R ganz abhängige Element aus dem Quo- 
tientenkörper # bereits zu R selbst gehört. Bezeichnen wir für beliebiges a mit Ra] 
stets den Ring aller Polynome in a mit Koeffizienten aus R, so können wir die von ® ganz 
abhängigen Elemente auch folgendermaßen charakterisieren: 

Das Element p hängt von R dann und nur dann ganz ab, wenn p=! in R[p-!] Einheit ist. 

In der Tat, p" —a,p""!—::-—a„=0 ist vollkommen gleichwertig mit 
1=p"-(a+a,p "+::-+a,(p ')" ') und das Bestehen einer Gleichung der 
letzteren Form mit Koeffizienten a; aus R ist notwendig und hinreichend dafür, daß 
p-' in A[p-!] Einheit. — Aus unserm Kriterium für ganz abhängige Elemente folgt 
sofort: 

Ist a Nichteinheit in R, so kann a”! niemals von R ganz abhängen. 

Wäre nämlich a”' von R ganz abhängig, so müßte a = (a ') "in Ra] = R gegen 
Voraussetzung Einheit sein. 

Satz 5. Ein echter Unterring B von X ist dann und nur dann Bewertungsring, wenn 
in DB die Gesamtheit der Nichteinheiten ein Ideal bildet, und wenn in $ jeder echte Oberring 
von B mindestens ein Reziprokes einer Nichteinheit von ® enthält ”°®). 

Daß jeder Bewertungsring die in Satz 5 angegebenen Eigenschaften besitzt, ist klar 
nach $ 1. — Ist umgekehrt ® irgendein Ring mit diesen Eigenschaften, so muß zunächst 
B ganz abgeschlossen sein. Denn der Ring ®* aller von B ganz abhängigen Elemente 
aus 8 muß mit ® zusammenfallen, weil er sicher kein einziges Reziprokes einer Nicht- 
einheit von 3 enthält. Es seien ferner a, und a, zwei beliebige Elemente aus 3, und 


es sei etwa a, nicht in ® durch a, teilbar, also a, - a} ' = p nicht Element von 8. Bilden 
wir dann ®B[p], so muß in ®[p] das Reziproke a! einer gewissen Nichteinheit a aus ® 
auftreten, es muß also eine Gleichung a! = a, +a,p +: + a„p" mit Koeffizienten 
a; aus DB gelten. Diese Gleichung kann aber in die Form (a, a — 1) (p")" 
+4, a: Te ih +++ +qa,:a = 0 gebracht werden, und hier muß wegen der beson- 
deren Eigenschaften von ® der Koeffizient a,-a — 1 als Differenz einer Nichteinheit 
und einer Einheit selbst Einheit sein. Es ist also p von B ganz abhängig und somit nach 
dem bereits Bewiesenen Element von ®. — Wir haben jetzt gezeigt: Sind a, und @, 
zwei beliebige Elemente aus 8, so ist in ® entweder a, durch a, oder a, durch a, teilbar. 
Nach Satz 1 muß 8 daher Bewertungsring sein. — Mit Hilfe von Satz 5 bewiesen 
wir weiter: 

Satz 6. Zu jedem echten Unterring R von X gibt es (mindestens) einen Bewertungs- 
rıng B, der R enthält. 

Es sei a eine beliebige Nichteinheit aus R. Dann existiert, wie aus trivialen Wohl- 
ordnungsschlüssen zu ersehen, in 8 mindestens ein Ring ®, der ®, aber nicht a”! ent- 
hält, und der außerdem die Eigenschaft hat, daß a-! in jedem echten Oberring von ® 
vorkommt. 8 wird nach Satz 5 Bewertungsring sein, wenn die Gesamtheit der Nicht- 
einheiten in ® ein Ideal bildet. Es sei nun p irgendein Primidealteiler von a in ®, 
9, bedeute den Ring aller der Elemente, die sich als Quotienten von Elementen aus ® 
mit durch p unteilbarem Nenner schreiben lassen. Dann enthält ®, das Element a’ 
nicht, und es muß daher ®, = 3 sein. Das ist aber nur möglich, wenn p gerade aus 
allen Nichteinheiten von 3 besteht. 


20a) In Satz 5—S bedeutet KR stets den gemeinsamen Quotientenkörper aller betrachteten Ringe. 
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Satz 7. Ein echter Unterring R von K läßt sich dann und nur dann als Durchschnitt 
von (endlich oder unendlich vielen) Bewertungsringen darstellen, wenn er ganz abge- 
schlossen ist. 

Daß alle Bewertungsringe und damit auch alle Durchschnitte von Bewertungs- 
ringen ganz abgeschlossen sind, wurde beim Beweise von Satz 5 mitbewiesen. Es sei 
jetzt umgekehrt R irgendein ganz abgeschlossener Ring, a ein nicht in R vorkommendes 
Element aus 8. Dann haben wir nur zu zeigen, daß mindestens ein Bewertungsring ® 
existiert, der zwar R, aber nicht a enthält. Wir bilden R[a-!]; in diesem Ringe kann a 
nicht vorkommen, denn andernfalls wäre a-! in A[a-!] Einheit, und es müßte daher a 
von R ganz abhängen und damit gegen Voraussetzung in ®R enthalten sein. Da also 
a-! in R[a-!] Nichteinheit ist, gibt es nach dem Beweise von Satz 6 einen Bewertungs- 
ring ®, der Öbermenge von R[a-!] also erst recht auch von ft ist, in dem aber a nicht vor- 
kommt. Damit ist schon alles bewiesen. — Um die Bedeutung von Satz 7 noch klarer 
hervortreten zu lassen, führen wir den Begriff der Hauptordnung ein. Der Ring ®Rt soll 
Hauptordnung heißen, wenn in R über die Teilbarkeitsverhältnisse der Elemente durch 
Einführung von Bewertungen entschieden werden kann, d.h. wenn sich (endlich oder 
unendlich viele) Bewertungen B, des Quotientenkörpers & so definieren lassen, daß der 
folgende Satz gilt: In R ist das Elemept a dann und nur dann durch das Element b teıl- 
bar, wenn a in keiner der Bewertungen B, einen kleineren Wert besitzt als 5 °*). 

Man sieht ohne Schwierigkeit, daß der Ring X dann und nur dann Hauptordnung 
ist, wenn er als Durchschnitt von (endlich oder unendlich vielen) Bewertungsringen ®; 
dargestellt werden kann. Aus Satz 7 ergibt sich daher: 


Satz 7*. Ein echter Unterring R von S ist dann und nur dann Hauptordnung, 
wenn er ganz abgeschlossen ist. 


Wie man in plausibler und naheliegender Weise zu dem Begriff der Hauptordnung 
gelangt, habe ich bereits früher ausführlich auseinandergesetzt ?!). Doch konnte ich dort 
die Hauptordnungen nicht so einfach und befriedigend charakterisieren, wie es hier durch 
Satz 7* geschehen ist. Der Grund für diesen Mangel meiner früheren Arbeit lag einfach 
darin, daß ich damals nur Bewertungen mit archimedischer Wertgruppe in den Kreis 
der Betrachtung zog. Satz 7* zeigt also, daß die Einführung der allgemeinen Bewer- 
tungen nicht nur naheliegend, sondern auch für die naturgemäße Behandlung mancher 
arithmetischer Probleme schlechtweg notwendig ist. 


$ 4. „Ganz“ und „fast ganz‘‘ abgeschlossen. 


Ein Element p ist offenbar vom Ringe R dann und nur dann ganz abhängig, wenn 
der Ring R[p] über R eine endliche Modulbasis besitzt, d.h. wenn sich alle Elemente 
aus A[p] als Linearformen in endlich vielen festen Elementen mit Koeffizienten aus AR 
darstellen lassen. Im Anschluß an diese Bemerkung definieren wir jetzt weiter: 


Das Element p aus & soll von R „‚fast ganz abhängig“ heißen, wenn R[p] zwar nicht 
notwendig über R eine endliche Modulbasis besitzt, wenn sich aber wenigstens alle Elemente 
aus R[p] als Quotienten von Elementen aus R mit festem Nenner darstellen lassen, d.h. 
wenn in R ein festes Element n=+0 existiert, für das die Produkte n-p'(i=1,2,...) 
sämtlich zu R gehören. Der Ring R soll ‚voll und ganz abgeschlossen‘‘ heißen, wenn alle 
von R fast ganz abhängigen Elemente aus & bereits in R vorkommen. 


Alle von R ganz abhängigen Elemente aus $& hängen von R auch fast ganz ab, 
und es ist daher jeder voll und ganz abgeschlossene Ring stets auch ganz abgeschlossen. 





2!) Vgl. die analoge Definition in K., $1. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 
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Gilt in R der Noethersche Teilerkettensatz, so ist auch die Umkehrung richtig; die Be- 
griffe „ganz abhängig‘‘ und ‚fast ganz abhängig‘, „ganz abgeschlossen‘ und ‚‚voll und 
ganz abgeschlossen‘ fallen dann zusammen 2). Daß aber die Verhältnisse nicht bei 
allen Ringen so einfach liegen, zeigt das Beispiel der Bewertungsringe. Daß alle Bewertungs- 
ringe ganz abgeschlossen sind, wurde bereits in $ 3 gezeigt. Andrerseits aber gilt: 

Satz 8. Ein Bewertungsring ® ist dann und nur dann voll und ganz abgeschlossen, 
wenn er eine archimedische Wertgruppe besitzt. 

In der Tat, ist die zu ® gehörige Wertgruppe I!’ nichtarchimedisch, und bedeutet 
B die zu ®B gehörige Bewertung, so können wir zwei Elemente p und n so bestimmen, 
daß p in B einen negativen Wert — & besitzt, während der positive Wert ß von n „‚gegen- 
über x unendlich groß“ ist, d. h. für jedes ganzzahlige i der Ungleichung $ > ix ge- 
nügt. Dann ist p kein Element von ®, es hängt aber p von ® fast ganz ab, weil die sämt- 
lichen Produkte rn pi =1,2,...) zu 3 gehören. 

Ist umgekehrt die Wertgruppe I’ archimedisch, und sind p und n zwei beliebige 
Elemente aus 8 von negativem bzw. positivem Werte in D, so wird für hinreichend großes 
i der Wert von n - p!stets negativ. Es muß also diesmal jedes von ® fast ganz abhängige 
Element in Beinen nichtnegativen Wert besitzen und somit selbst Element von ® sein. — 
Satz 8 legt die Vermutung nahe, daß Satz 7 in folgender Weise ergänzt werden kann: 

Der Ring R läßt sich dann und nur dann als Durchschnitt von Bewertungsringen 
mit archimedischen Wertgruppen darstellen, wenn er voll und ganz abgeschlossen ıst. 

Ist diese Vermutung richtig, so sind damit die speziellen Hauptordnungen, mit 
denen ich mich in meiner früheren Arbeit beschäftigte, in befriedigender Weise cha- 
rakterisiert. Indessen macht der Beweis Schwierigkeiten, die ich bisher nicht überwinden 
konnte, und zwar wesentlich deshalb, weil die Betrachtungen des ersten Abschnittes 
von $ 3 für fast ganz abhängige Elemente und voll und ganz abgeschlossene Ringe nicht 
mehr allgemein gelten. So kann es ja — wie das Beispiel der Bewertungsringe mit 
nichtarchimedischer Wertgruppe zeigt — vorkommen, daß der zum Ringe Rt gehörige 
voll und ganz abgeschlossene Ring R* Reziproke von Nichteinheiten aus R enthält. 

Es ist in diesem Zusammenhange bemerkenswert, daß wir sogar einen Bewertungs- 
ring DB. angeben können, dessen zugehöriger voll und ganz abgeschlossener Ring mit dem 
Körper 8 zusammenfällt. 

Es sei nämlich /„ eine linear geordnete Gruppe, in der es zu jedem & > (0 ein gegen- 
über & unendlich großes Element $ gibt ®). Dann existiert nach $ 1 in einem geeigneten 
Körper 8 ein Bewertungsring ®, mit der Wertgruppe /„. Wenden wir nun auf 
und 3, die beim Beweise von Satz 8 benutzten Schlüsse an, so sehen wir, daß tat- 
sächlich alle Elemente von $8 von 3, fast ganz abhängen müssen. — Nennen wir ferner 
einen echten Unterring M von 8 Maximalring, falls in 8 außer $ selbst kein echter Ober- 
ring von M existiert, so können wir feststellen, daß es in 8 keinen Maximalring gibt, 
der BB. als Untermenge enthält. Denn die Maximalringe sind, wie ich früher gezeigt 
habe ?*), gerade mit den Bewertungsringen mit archimedischer Wertgruppe identisch, 
und somit nach Satz 8 voll und ganz abgeschlossen. Ein 3, enthaltender Maximalring 
müßte daher im Widerspruch zur Definition der Maximalringe mit dem Körper 8 identisch 


22) Bei der Behandlung der Ringe mit Teilerkettensatz werden dementsprechend auch die beiden Defini- 
tionen als gleichwertig gebraucht, ja es wird sogar die Definition, durch die wir die „fast ganz‘‘ abhängigen Ele- 
mente festgelegt haben, vielfach bevorzugt. — Vgl. E. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen 
Zahl- und Funktionenkörpern. Math. Annalen 96 (1926), S. 31/32.— W. Krull, Theorie der Zahlringe. Math. Annalen 
99 (1928). — v. d. Waerden, Moderne Algebra II (1931), $ 38. 

=) Zur Existenz solcher Gruppen vgl. die erste Hälfte von $ 5. 

=, K,58. 
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sein. Das zuletzt gewonnene Ergebnis ist vor allem deshalb bemerkenswert, weil es sozu- 
sagen eine negative Ergänzung des Satzes 6 von $ 3 darstellt. 

Es soll jetzt noch mit Hilfe von Satz 8 die Tragweite des ‚Artinschen Äquivalenz- 
begriffes‘‘ ”) genauer untersucht werden. Ist a ein beliebiges Ideal aus dem Ringe Rt, 
so bezeichne wie üblich a-! das „gebrochene Ideal“ aller der Elemente aus $, deren 
Produkte mit den Elementen aus a sämtlich zu R gehören. Artin nennt dann zwei Ideale 
a, und a, aus R äquivalent, wenn u ist, und beweist den wichtigen Satz: 

Ist R voll und ganz abgeschlossen, so ist aa! für beliebige a stets zu R äquivalent 
(also (a - aa N). 

Mit Hilfe von Satz 8 können wir nun das Artinsche Ergebnis folgendermaßen er- 
gänzen: 

Die Äquwalenz von aa! und R gilt allgemein nur für voll und ganz abgeschlossene 
Ringe, dagegen nicht für beliebige ganz abgeschlossene Ringe. 

Es sei nämlich ® ein Bewertungsring mit der zugehörigen Bewertung B und der 
nichtarchimedischen Wertgruppe I’, x und ß seien positive Elemente aus /’, und zwar 
sei x unendlich groß gegenüber 8. Dann bildet die Gesamtheit der Elemente aus 3, 
deren Werte gegenüber 8 unendlich groß sind, zusammen mit der Null ein Ideal und zwar 
nach Satz 3 von $ 2 ein Primideal $. Wir behaupten nun: 


Es ist p!#B und p-p=!=p; p ist also nicht zu B äquivalent. 
In der Tat, es sei a bzw. b eine durch p teilbare bzw. eine durch p unteilbare Nicht- - 
einheit aus ®. Dann gehört einerseits 5 ' zu p”', und es ist sogar ab" stets Element 
von p. Andrerseits kann a ' niemals zu p”" gehören, weil a : b”' Element von p, aber 


b'=a"'-(a-b') kein Element von ® ist. Daraus folgt bereits die zu beweisende Be- 
hauptung, denn es ist Ja jedes Element von $ entweder Element von ® oder Reziprokes 
einer Nichteinheit aus ®B. 


$ 5. Zusammensetzung und Aufspaltung allgemeiner und spezieller Bewertungen. 


Daß zu einer beliebigen linear geordneten Gruppe I’ stets Körper existieren, die 
eine Bewertung mit der Wertgruppe /' besitzen, wurde bereits in $ 1 gezeigt. Dagegen 
haben wir noch nicht untersucht, wie man feststellen kann, welche Bewertungstypen bei 
einem gegebenen Körper 8 vorkommen. Wir werden diese Frage für einen einfachen 
und wichtigen Spezialfall in $ 6 ausführlich behandeln. Als Hilfsmittel brauchen wir da- 
bei einige allgemeine Sätze über den Aufbau von linear geordneten Gruppen und Be- 
wertungen, die jetzt kurz abgeleitet werden sollen. 

Bereits in $ 2 wurde der Begriff der isolierten Untergruppen 4 einer linear geordneten 
Gruppe I’ eingeführt. Nennen wir die isolierte Untergruppe 4, größer als die isolierte 
Untergruppe 4,, falls A, Obermenge von 4, ist, so bilden die isolierten Untergruppen von 
!' eine linear geordnete Menge, deren Ordnungstypus Or eine charakteristische Invariante 
von I’ dargestellt. Die einfachsten Fälle liegen vor, wenn /’ nur endlich viele, etwa n, 
isolierte Untergruppen enthält. Wir sagen dann, I’ habe den Rang n. Zu jeder Rang- 
zahl n gehört eine bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte einfachste Gruppe I’, die 
„diskrete‘‘ %) Gruppe des Ranges n. I’% besteht aus der Gesamtheit der ganzzahligen 


25) Vgl. v. d. Waerden, Moderne Algebra II, $103, wo übrigens von „quasigleichen‘“ anstatt von 
„aquivalenten“ Idealen gesprochen wird. 

2) Das Wort „diskret‘‘ wurde gewählt, weil nach unserer Definition eine archimedische Gruppe dann und nur 
dann diskret ist, wenn sie zyklisch ist, und weil die speziellen Bewertungen mit zyklischer Wertgruppe diskret ge- 
nannt werden. 

22* 
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Linearformen in n linear unabhängigen Elementen a,, %&,.. .,&. mit der Ordnungs- 
definition: „Mmı&ı + Mg&g ++ Mno&n >, +la&%+ "+ Ina, dann und nur dann, 
wenn m; >|], falls m, = lu, mn-ı = In-1, : : 3 Ma-i+ı = In-i4n mi #1. — Betrachtet 
man alle Linearformen in abzählbar unendlich vielen linear unabhängigen Elementen 
Xj, %y, . .. und benützt man die gleiche Ordnungsdefinition wie bei I%, so erhält man eine 
linear geordnete Gruppe /’%, bei der die isolierten Untergruppen eine abzählbare Menge 
vom Ördnungstypus ® bilden. /% kann zur Konstruktion des Bewertungsringes 9, 
von $ 4 benutzt werden. — 

Ist A isolierte Untergruppe der linear geordneten Gruppe IT’, so können wir die Quo- 
tientengruppe IA dadurch zu einer gleichfalls linear geordneten Gruppe machen, daß wir 


die Restklasse x aus T/A für größer erklären als die Restklasse ß, falls irgendein Reprä- 


sentant von & in I’ größer ıst als irgendein Repräsentant von PB. 

Die verschiedenen isolierten Untergruppen von /’/A entstehen dann durch Quo- 
tientenbildung nach A aus denjenigen isolierten Untergruppen von /', die A als Untermenge 
enthalten. Daraus folgt: 

Der Ordnungstypus Orist (in einem leicht zu präzisierenden Sinn) gleich der Summe 
der Ordnungstypen O, und Orjı °). Hat I'endlichen Rang n, so besitzen auch A und 
T/A endliche Rangzahlen n, und n,, und es ist n =n;, + N.. 

Ferner erhalten wir folgende Charakterisierung der diskreten Gruppen endlichen 


Ranges: 

Die Gruppe T„= A„ vom Range n mit den nach absteigender Größe geordneten 
isolierten Untergruppen An-ı, An-2,...,4o ist dann und nur dann diskret, wenn die 
Gruppen A,/A;—ı (i=n,n —1,...,1) sämtlich zur Additionsgruppe der ganzen Zahlen 


isomorph sind. 

Ist nämlich einerseits A„ = T’% eine diskrete Gruppe in der Normalform, so be- 
steht A; gerade aus allen ganzzahligen linearen Verbindungen von &,, &, - . ., &, und es 
ist A,/A;—ı zur Gruppe der ganzzahligen Vielfachen von &; und damit zur Additionsgruppe 
der ganzen Zahlen isomorph. — Genügen andrerseits die Gruppen 4;/A;-ı alle dieser Iso- 
morphiebedingung, und bedeutet &; jeweils einen Repräsentanten einer erzeugenden 
Restklasse von A,/A;—ı, so sieht man leicht, daß /’„ gerade aus allen ganzzahligen linearen 
Verbindungen von %1, &g, . . ., & besteht, und daß die Ordnungszbeziehung in /’„ gerade 
diejenige ist, die wir oben bei den diskreten Gruppen eingeführt haben. — Aus unsrer 
Charakterisierung der diskreten Gruppen ergibt sich noch die für spätere Anwendungen 
wichtige Tatsache: 

Sind I'/A und A diskret, so ıst stets auch I’ selbst diskret und umgekehrt. 

Wir wenden uns jetzt von den rein gruppentheoretischen wieder zu körpertheo- 
retischen Betrachtungen: Es sei B eine Bewertung von $& mit dem Bewertungsring ® 
und der Wertgruppe 7", p sei ein Primideal aus 8, A die zugehörige isolierte Untergruppe 
von ]'. Ferner bedeute ®, den Ring aller der Elemente aus $, die sich als Quotienten 
von Elementen aus ® mit durch p unteilbarem Nenner darstellen lassen, 8, sei der 
Restklassenkörper ®,/p von ®, nach dem Primideal p-®, =p*). Definieren wir 
dann in $, den Wert der Restklasse a als den gemeinsamen Wert, den die Repräsen- 


tanten von a in B besitzen, so erhalten wir eine Bewertung B, von 8, mit dem Be- 


2”) Wir gehen auf diesen Punkt nicht näher ein, weil wir die Summenzerlegung nur im trivialen Fall der 
Gruppen endlichen Ranges, insbesondere der diskreten Gruppen, brauchen. 

2) Sind a und p Elemente aus ®, und ist a # O(p), p= 0(p) so gehört b-- p-a”! nach Satz 1 jedenfalls 
zu ®, und aus b-a= 0(p) folgt weiter p-a*!—b=0(p). Damit ist die für das Arbeiten mit ®» grundlegende 
Gleichung p - Bp — p bewiesen. 
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wertungsring ®/p und der Wertgruppe A. Setzen wir ferner fest, daß als Wert des Ele- 
mentes a aus 8 in B, diejenige Restklasse aus //d angesehen werden soll, die durch den 
zu ain B gehörigen Wert dargestellt wird, so kommen wir zu einer Bewertung B, von & 
mit dem Bewertungsring ®, und der Wertgruppe I/4. 

Mit Hilfe des Primideals p kann also die Bewertung B von % aufgespalten werden 
in eine Bewertung B, von & mit der Wertgruppe T/A und in eine Bewertung B, von &, mit 
Wertgruppe A ®). 

Es sei insbesondere /' = A, vom endlichen Range n, A„-ı, An—2, - - „A, seien die 
nach abnehmender Größe geordneten isolierten Untergruppen von !', p; bzw. 8, 
(=n—1,n —2,...,0) bedeute das zu A; gehörige Primideal aus ® bzw. den Rest- 
klassenkörper ®,,/P;. Wenden wir dann den Aufspaltungsprozeß der Reihe nach auf 
= A Rn. ., RK, an und fassen wir dabei jeweils $;_, als Restklassenkörper von 
$; auf, so erhalten wir fürdi=n,n —1,...,1 eine Bewertung B; von $; mit der ein- 
rangigen Wertgruppe 4;/4;-ı. 

Eine Bewertung mit n-rangiger Wertgruppe läßt sich also stets aufspalten in n Be- 
wertungen mit einrangigen, h.d. archimedischen Wertgruppen. 

Der Aufspaltungsprozeß kann umgekehrt werden: Es sei nämlich 2, eine Bewertung 
von & mit dem Bewertungsring ®, und der Wertgruppe I’, p, sei das aus allen Nicht- 
einheiten bestehende ‚‚niederste‘‘ Primideal aus ®,; ferner bedeute B, eine Bewertung des 
Restklassenkörpers 8, = ®,/, mit dem Bewertungsring ® und der Wertgruppe 7’. 


Verstehen wir dann unter ® den Ring aller der in den Restklassen von ® auftretenden 
Elemente aus &, so ist ® Bewertungsring, und es stellt p, =p in Bein Primideal dar. Be- 
deutet weiter I die Wertgruppe von B, A die zu p gehörige isolierte Untergruppe von I’, und 
benutzen wir die oben bei der Beschreibung des Aufspaltungsprozesses eingeführten Be- 


zeichnungen, so wird $ = By /P, Bı = Br, Bi = Boy, Bı = By, und wir können T, mit 
T/4A,T, mit A identifizieren ®). 

Der Beweis unsrer Behauptung ergibt sich mühelos durch Anwendung des Auf- 
spaltungsprozesses, sobald einmal gezeigt ist, daß ® Bewertungsring sein muß, und diese 
letztere Tatsache folgt aus Satz 1. Sind nämlich a und 5 zwei von O verschiedene Ele- 


mente aus 8, so gibt es zwei Möglichkeiten: Entweder es sind a:b' und ba" beide 
Einheiten in ®,, dann definiert mindestens einer dieser Quotienten eine von der Null- 


klasse verschiedene Restklasse aus B; oder es ist etwa a -b*' durch p = p, teilbar, und 
damit in ® Repräsentant der Nullklasse. In beiden Fällen muß also ® nach Definition 
einen der Quotienten a:b ' und b-a' enthalten. 


$ 6. Körper von endlichen Transzendenzgrad. °°) 


Es sei der Körper 8 endlich-transzendente und nachfolgend endlich-algebraische Er- 
weiterung eines „Grundkörpers‘“‘ 8,, 2<0 bedeute den Transzendenzgrad (kurz „Tr.-Gr.‘‘) 
von K über &,. Alle zu betrachtenden Unterringe von 8 sollen 8 selbst als Quotientenkörper 
besitzen und 8, als Untermenge enthalten, und es sollen nur solche Bewertungen von & 
untersucht werden, in denen alle Elemente aus 8, den Wert O besitzen. Ist R irgendein 
echter Unterring von 8, p ein Primideal aus R und definieren wir R, genau so wie früher 


2) Vgl. hierzu die Untersuchungen von B., $ 4. 

%) Zu den in aller Kürze zusammengestellten, rein körpertheoretischen Sätzen dieses Paragraphen vgl. 
B.L. v. d. Waerden, Zur Nullstellentheorie der Polynomideale. Math. Annalen 96 (1926), S. 183-208, $ 2 und $ 3 
sowie: Moderne Algebra II, Kap. XIII, insbesondere $ 30. 





174 Krull, Allgemeine Bewertungstheorie. 


By), so stellt Ry/p-R, = 8, einen Körper dar, den wir kurz als einen Restklassenkörper 


von 8 bezeichnen wollen. Bedeutet U irgendeinen in Rt, enthaltenen Körper (z. B. den 
Grundkörper &,), so bildet die Gesamtheit derjenigen Restklassen aus 8,, die Elemente 
aus U enthalten, einen zu U isomorphen Körper U; wo es uns zweckmäßig erscheint, 
können wir U mit U identifizieren und somit 8, als Erweiterung von U auffassen. Bei 
dieser Auffassung ist vor allem der Tr.-Gr. von &, über &, von Interesse. Soll $, über 
8, den Tr.-Gr. m haben, so muß es in # genau m Elemente a; (ie =1,...,m) geben, die 
die Eigenschaft besitzen, daß kein Polynom p(a;) mit Koeffizienten aus 8, in p vorkommt. 
Rt, enthält dann den ganzen Körper S,(a}, @a, . . ., 4m), der über 8, den Tr.-Gr. m hat. 
Daraus folgt sofort: 

Der Tr.-Gr. m des Restklassenkörpers 8, über &, ist stets kleiner als der Tr.-Gr. n 
von KR über ,- 

Wäre nämlich m=n, so wäre #R, algebraische Erweiterung des Körpers 
Kol, Ag, - . -,a„n) und somit selbst ein Körper. Das ist aber unmöglich, weil R echter 
Unterring von 8 und p vom Nullideal verschieden. — Den Tr.-Gr. von $, über 8, wollen 
wir kurz auch als den Tr.-Gr. des Primideals p bezeichnen. Dann folgt aus dem bisher 
bewiesenen: 

Es sei 21, Pa, - - -, P„, eine Kette von Primidealen aus dem Unterring R von %, bei der 
p,,, Jeweils einen echten Teiler von p, darstellt. Dann ist der Tr.-Gr. von p, „stets kleiner 


als der von p,. Es muß daher die Ungleichung m Sn gelten; ist m =n, so ist für jedes 
i der Tr.-Gr. von p, genau gleich n — ı. 


Zum Beweis hat man nur zu bedenken, daß Ry,, ,/P;,,'R»;,, als Restklassenkörper 
von Ry,/p; R,, aufgefaßt werden kann. — Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, sämtliche 


Bewertungsringe von & zu bestimmen, die archimedische Wertgruppen haben, und deren 
einziges Primideal p den Tr.-Gr. n — 1 besitzt. Für n = 1 fordern wir damit einfach die 
Bestimmung aller Bewertungsringe von 8. Die Lösung der Aufgabe lautet in diesem 
Falle: 

Alle Bewertungsringe von $ besitzen als Wertgruppe die diskrete Gruppe des Ranges 1. 
Ist a ein über 8, transzendentes Element aus $, so gibt es in ® stets mindestens einen, immer 
aber nur endlich viele Bewertungsringe, in denen a Nichteinheit ist. 

Zum Beweis bedenke man: Für n =1 stellt 8 einen Körper von ‚algebraischen 
Funktionen einer Veränderlichen‘“ über $&, dar. Die Bewertungen von & entsprechen 
hier eindeutig umkehrbar den ‚Punkten‘ der zu $8 gehörigen „Riemannschen Fläche“ 
im arithmetischen Sinne von Dedekind-Weber. (Der Aufbau dieser Fläche ist in dem 
für unsre Zwecke nötigen Umfang auch bei algebraisch nicht abgeschlossenem Koeffi- 
zıentenkörper $, möglich.) — Die Tatsache, daß zu jeder Bewertung von & als Wert- 
gruppe die diskrete Gruppe des Ranges 1 gehört, besagt einfach, daß jedes Element 
von 8 in jedem Punkt der Riemannschen Fläche eine bestimmte ganzzahlige „Ordnung“ 
besitzt ®!). — Wir beweisen jetzt leicht für beliebigen Tr.-Gr. n: 

Satz 9. /st a), ...,qan ein System von n über $, algebraisch unabhängigen Ele- 
menten aus $, so gibt es in & stets mindestens einen, immer aber nur endlich viele Bewertungs- 
ringe, die den Körper &,(Q,, Aa, ..., dn) enthalten, und in denen a, Nichteinheit ist. Zu all 
diesen Bewertungen gehört als Wertgruppe die diskrete Gruppe des Ranges 1. 

In der Tat, bei der Bestimmung der zu dem System a,, @,, . . ., @„ gehörigen Be- 
wertungsringe kann man & als Erweiterung des Tr.-Gr. 1 von ,(Qg, Qa, .. ., @„) auffassen 





s1) Vgl. hierzu die Lehrbuchliteratur über arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen (Hensel- 
Landsberg, Jung), sowie $ 3 der in Anm. zitierten Arbeit von v. d. Waerden. 
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und so den allgemeinen Satz 10 auf den bereits erledigten Spezialfall zurückführen. — 
Bedeutet 8} irgendeinen Bewertungsring aus &, der eine archimedische Wertgruppe 
und ein Primideal des Tr.-Gr. n — 1 besitzt, so kann man offenbar stets ein System 
von n über &, algebraisch unabhängigen Elementen a,, as, ...., @„ so bestimmen, daß 


9"! den Körper $,(4,, Q3, . . ., @„) enthält, während a, in 8}  Nichteinheit ist. Durch 


Satz 9 ist daher das Problem der Bestimmung aller Bı "in gewissem Umfange gelöst. — 
Wir fragen weiter nach Bewertungsringen von $, deren Wertgruppen möglichst großen Rang 


haben. 

Satz 10. Die Wertgruppe I’ einer Bewertung B von $ besitzt höchstens den 
Rang n. 

Zum Beweis beachte man unsre Sätze über Primidealketten in Unterringen von $, 
sowie die Tatsache, daß die Primideale eines Bewertungsringes ® eindeutig umkehrbar 
den isolierten Untergruppen der zugehörigen Wertgruppe entsprechen. — Einen Über- 
blick über die Gesamtheit derjenigen Bewertungsringe von $, die n-rangige Wertgruppen 
besitzen, liefert uns: 

Satz 11. /sta,, as, .. ‚a, irgendein System von n über $, algebraisch unabhängigen 
Elementen, so gibt es in X stets mindestens einen, immer aber nur endlich viele Bewertungs- 
ringe, die n-rangige Wertgruppen, also n Primideale p}, Pa, - - -, P„ besitzen, und die außer- 
dem die Eigenschaft haben, daß a, jeweils ın p,, aber (für ı > 1) nicht in p,_, enthalten ist. 

Die Wertgruppen dieser Bewertungsringe sınd stets diskret. 

Satz 11 ist fürn = 1 ein Spezialfall von Satz 9, für » > 1 beweist man ihn durch 
Induktion. Es sei B ein zu dem System a,, 4,,...,q@„ im Sinne von Satz 11 gehöriger 
Bewertungsring mit der Bewertung B und der Wertgruppe I’, A sei die zu p, gehörige 
isolierte Untergruppe von /. Dann können wir nach $ 5 die Bewertung B aufspalten 
in eine Bewertung B, von $ mit dem Bewertungsring 3,, und der Wertgruppe I'/A 


und in eine Bewertung B, von &), = B,,/P, mit dem Bewertungsring B, = B/p, 
und der Wertgruppe A. Dabei muß einerseits ®,, den Körper $y(Qs, Qa, . . ., @n) ent- 
halten, während a, in ®,, Nichteinheit ist; und es muß andrerseits ®, als Bewertungs- 
ring aus $,, im Sinne von Satz 11 zu dem System a,, @3, . . ., @„ der durch a,, @3, . . ., @n 
in $,, definierten Restklassen gehören. — Wir können daher zunächst durch Anwendung 
von Satz 9 auf 8 schließen, daß in 8 endlich viele Bewertungsringe ®,, der von uns ge- 
suchten Art existieren. Wenden wir dann weiter auf den zu einem solchen 8,, gehörigen 
Restklassenkörper $,, den Satz 11 selbst an — wegen der Induktionsvoraussetzung 
ist das ja erlaubt — so zeigt sich, daß es in jedem $,, endlich viele der gesuchten Be- 


wertungsringe ®, gibt. Schließlich kann man jeden unsrer ®,, mit einem beliebigen 


seiner zugehörigen ®, nach der Methode von $5 zu einem Bewertungsring ® von & zu- 
sammensetzen, der zu dem System a,, @,,... .., @„ gerade in dem in Satz 11 geforderten 


Verhältnis steht und nach $5 gleichzeitig mit ®,, und 8, eine diskrete Wertgruppe 
besitzt. — Durch Satz 11 ist ein befriedigender Überblick über die Gesamtheit der Be- 
wertungsringe von $ mit n-rangiger Wertgruppe gewonnen. Denn es ist klar, daß man 
zu jedem derartigen Bewertungsring ein im Sinne von Satz 11 zugehöriges System 
A41,@y,...,@, finden kann. Wollte man einen Überblick über die sämtlichen möglichen 
Bewertungen von # ohne Nebenbedingung für den Rang der Wertgruppe gewinnen, so 
hätte man — wie leicht aus den beim Beweise von Satz 11 benutzten Schlüssen zu er- 
sehen —, im wesentlichen nur für 8 und seine Restklassenkörper alle Bewertungsringe 
mit archimedischer Wertgruppe ohne Nebenbedingung für den Tr.-Gr. des Primideals 
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zu bestimmen. Diese Frage fällt etwas aus dem Rahmen der vorliegenden Arbeit. Wir 
gehen daher nicht näher auf sie ein, zumal da anscheinend in der Theorie der algebra- 
ischen Funktionen mehrerer Veränderlicher bzw. in der mehrdimensionalen Geometrie 
nur die hier näher untersuchten Bewertungen eine Rolle spielen. 


$ 7. Einführung des Perfektheitsbegriffs. 


Ist a, Ag, ...Ar,... eine wohlgeordnete unendliche Menge von Idealen aus dem 
Bewertungsring 8, bei der a, für o < r stets ein Vielfaches von a, darstellt, so soll das 
unendliche Kongruenzensystem x = a.(a,) nach sämtlichen Idealen a, verträglich heißen, 
wenn für oa < r stets die Kongruenz a, = a,(4,) erfüllt ist. Mit Hilfe dieser Ausdrucks- 
weise können wir die im üblichen Sinne perfekten Körper folgendermaßen charakteri- 
sieren: 

Der Körper & ist hinsichtlich der Bewertung B mit der archimedischen Wertgruppe 
I’ dann und nur dann perfekt, wenn im zugehörigen Bewertungsring B ein verträgliches 
Kongruenzensystem nach sämtlichen Potenzen eines beliebigen Hauptideals (a) stets eindeutig 
lösbar ist ??). 

Unser Ziel ist die Übertragung des Perfektheitsbegriffes auf Bewertungen mit 
beliebigen Wertgruppen. Dazu brauchen wir einige Bemerkungen über die Menge der 
Primideale eines vorgegebenen Bewertungsringes, unter die wir diesmal ausnahmsweise 
auch das Nullideal (aber nicht den Ring 3 selbst) rechnen wollen. Das Primideal p, 
möge kurz „Vorgänger“ (,‚Nachfolger‘‘) des Primideals p, genannt werden, wenn es 
echter Teiler (echtes Vielfaches) von p, ist. Es ist dann klar, was man unter ‚unmittel- 
barem‘‘ Vorgänger bzw. Nachfolger, sowie unter „benachbarten‘ Primidealen zu ver- 
stehen hat. Ein Primideal p soll Grenzprimideal heißen, wenn es zwar Vorgänger, aber 
keinen unmittelbaren Vorgänger besitzt. Für diejenigen Primideale, die zwar Nach- 
folger, aber keine unmittelbaren Nachfolger haben, führen wir trotz der Möglichkeit 
ihres Vorkommens keinen besonderen Namen ein, da wir sie im folgenden nicht weiter 
brauchen. — Wann in einem Bewertungsring ® Grenzprimideale auftreten, zeigt das 
folgende Kriterium: 

Das Primideal p aus B ist dann und nur dann Grenzprimideal, wenn es als Durch- 
schnitt von echten Primidealteilern darstellbar ist. 

Verstehen wir nämlich unter p, den Durchschnitt aller echten Primidealteiler von 
p, so muß p, wegen des besonderen Baus der Bewertungsringe selbst ein Primideal sein, 
und zwar wird p, gleich p oder gleich dem unmittelbaren Vorgänger von p, je nachdem 
ob dieser unmittelbare Vorgänger nicht existiert oder existiert. — Aus dem Grenzprim- 
idealkriterium folgt insbesondere: 

In 8 gibt es dann und nur dann (mindestens) ein Grenzprimideal, wenn man aus 
B eine unendliche Primidealfolge p,, Ps, - . -, herausgreifen kann, bei der p,,, jeweils einen 
Nachfolger von p, darstellt. ’ 

Wir beweisen jetzt noch ein Äriterium für die Existenz von unmittelbaren Nach- 
folgern: Es sei (a) irgendein Hauptideal aus ®. Dann bildet die Gesamtheit der Ring- 
elemente, von denen eine endliche Potenz durch a teilbar ist ein Primideal p,, das als 
höchstes Primideal von (a)°??) zu bezeichnen ist, weil zwar p, selbst, aber kein Nach- 
folger von p, Teiler von (a) ist. Wir behaupten nun: 


32) Das Arbeiten mit verträglichen Kongruenzensystemen geht letzten Endes auf H. Prüfer zurück. Vgl. 
z. B.: Neue Begründung der algebraischen Zahlentheorie. Math. Annalen 94 (1925), S. 198-243. 
3) Von dem Begriff des höchsten Primideals werden wir im folgenden öfters Gebrauch machen. 
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Das höchste Primideal p, eines Hauptideals (a) besitzt für a=++0 stets einen un- 
mittelbaren Nachfolger. 

Es sei nämlich p, die Gesamtheit derjenigen Ringelemente, die Teiler keiner einzigen 
Potenz von a sind; dann bildet das System p, wegen Satz 1 ein Ideal, und zwar ein Prim- 
ideal. p, ist Nachfolger von p,, da a zu p,, aber nicht zu p, gehört; bedeutet ferner p 
irgendeinen Vorgänger von p,, so muß p eine Potenz von a und damit das ganze Prim- 
ideal p als Untermenge enthalten. Es ist also p, der unmittelbare Vorgänger von p,. 

Aus unserm Ergebnis folgt, daß es zwischen zwei beliebigen Primidealen p, und p, 
von B stets mindestens ein Paar unmittelbar benachbarter Primideale p* und p% gibt. Ist 
nämlich etwa p, Vorgänger von p, und bedeutet a irgendein durch p,, aber nicht durch 
p, teilbares Element, so braucht man für p% nur das höchste Primideal von (a), für p% 
seinen unmittelbaren Nachfolger zu wählen. 


Es sei jetzt p, irgendein Primideal aus ® mit dem unmittelbaren Nachfolger p,, 
A, und A, seien die zu p, und p, gehörigen isolierten Untergruppen der Wertgruppe I". 
Dann ist die Quotientengruppe A,/A, archimedisch. Zeichnen wir ferner in dem Rest- 
klassenkörper 3,,/Psz den Bewertungsring By,/P, aus, so erhalten wir nach $5 eine Be- 
wertung von Bys/p, mit der archimedischen Wertgruppe 4,/A,. 

Wir wollen nun den Körper $& hinsichtlich der Bewertung B mit dem Bewertungsring 
B „stufenweise perfekt‘ nennen, wenn für irgend zwei benachbarte Primideale p, und p, 
aus B stets Bys/P, im gewöhnlichen Sinne perfekt ist hinsichtlich der durch By,/Pz defi- 
nierten Bewertung B3. 

„Jotal perfekt‘‘ oder ‚perfekt‘ schlechtweg sollder Körper $ heißen, wenn er stufen- 
weise perfekt ist und außerdem noch der folgenden Bedingung genügt: Ist p,,P2,-.-Pu --- 
(a < r) irgendeine wohlgeordnete Menge von Primidealen aus B, bei der p,, für 0, >o, 
stets einen Nachfolger von p,, darstellt, so besitzt jedes verträgliche Kongruenzensystem 
x =4,(P,) nach allen p, in DB mindestens eine Lösung. 

Die Primidealkettenbedingung ist immer dann trivialerweise erfüllt, wenn r keine 
Limeszahl ist, also p,_ı existiert. Ist aber r Limeszahl, so stellt der Durchschnitt aller 
p, ein Primideal, und zwar nach unserm Kriterium ein Grenzprimideal dar. Die Prim- 
idealkettenbedingung ist also nur für Bewertungsringe mit Grenzprimidealen von Be- 
deutung, d. h.: Gibt es in dem Bewertungsring ® keine Grenzprimideale, so ist der Körper 
8 hinsichtlich der Bewertung B immer dann total perfekt, wenn er hinsichtlich 2 stufen- 
weise perfekt ist. 

In $14 werden wir beweisen, daß sich jeder mit Hilfe einer gegebenen Wertgruppe 
T' bewertete Körper $ ohne Änderung seiner eigenen Bewertung zu einem gleichfalls 
mit Hilfe von I’ perfekt bewerteten Körper $* erweitern läßt. Zunächst soll in $8 und 
$9 gezeigt werden, daß die Theorie der algebraischen Erweiterungen perfekter Körper 
bei allgemeinen Wertgruppen genau so aufgebaut werden kann wie in dem bekannten 
Spezialfall archimedischer Wertgruppen. 


$ 8. Polynome in bewerteten, insbesondere perfekt bewerteten Körpern. 


Wir betrachten zunächst in dem beliebigen Körper $& irgendeine Bewertung BD mit 
dem Bewertungsring ® und der Wertgruppe !‘. Unter B[x] bzw. K[x] verstehen wir 
den Ring aller Polynome einer Variabeln x mit Koeffizienten aus ® bzw. 8. Ein Polynom 
p(x) aus B[x] soll primitiv heißen, wenn mindestens einer seiner Koeffizienten eine Ein- 
heit ist und eigentlich primitiv, wenn gerade der Koeffizient der höchsten Potenz von x 


eine Einheit darstellt. Es gelten dann die Sätze: 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 23 
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Das Produkt zweier (eigentlich) primitiver Polynome und jeder nichttriviale Faktor 
eines (eigentlich) primitiven Polynoms ist selbst (eigentlich) primitiv. — Jedes primitive 
Polynom aus B[x] läßt sich eindeutig als Produkt von primitiven Primpolynomen dar- 
stellen. — Ein primitives Polynom aus B[x] ist dann und nur dann in B[x] Primpolynom, 
wenn es auch ın K[x] Primpolynom ist. 


Der Beweis unsrer Behauptungen darf übergangen werden; denn er kann grund- 
sätzlich genau so, in Einzelheiten sogar etwas einfacher geführt werden wie der Beweis 
der entsprechenden Behauptungen für ganzzahlige Polynome einer Variabeln. — Zwei 
Polynome p(x) und g(x) aus B[x] sollen wie üblich teilerfremd heißen, wenn in B[x] 
eine Gleichung p(z) -r(z) + g(x) -s(x) =1 gilt; gilt für irgendein Primideal p aus 
in ®[x] eine Kongruenz p(x) -r(x) + g(x) -s(x) =1(p), so wollen wir p(x) und g(x) 
modulo p teilerfremd nennen. 

Ist p(x) ein eigentlich primitives, g(x) irgendein Polynom aus B[x], und sind p(x) 
und q(x) modulo jedes vom Nullideal verschiedenen Primideals aus B teilerfremd, so sind 
p(z) und g(x) auch absolut teilerfremd. 


Zunächst nämlich dürfen p(x) und g(z) keinen nichttrivialen Faktor gemein haben. 
Denn ein solcher müßte eigentlich primitiv sein, und es könnte dann für kein p eine 
Kongruenz p(x):r(z)+g(x):s(«)=1(p) gelten. Aus der Faktorfremdheit von p(x) und g(x) 
folgt die Gültigkeit einer Gleichung p(x) -r(z) + g(z) :s(z2) =a +0 (a aus ®.) Be- 
deutet ferner p das höchste Primideal des Hauptideals (a), so besteht nach Voraus- 
setzung eine weitere Gleichung p(z) - r,(z) + g(x) :rz(x) = 1 + t(x), bei der das Polynom 
t(x) ausschließlich durch p teilbare Koeffizienten besitzt. Es sind dann die Koeffizienten 
einer endlichen Potenz von t(x) sämtlich durch a teilbar, und mit Hilfe dieser Bemerkung 
zeigt man leicht, daß aus den beiden für p(x) und g(x) bereits bekannten Gleichungen 
eine dritte Gleichung p(&) -rz(x) + g(&) -sz(x) = 1 abgeleitet werden kann. 


Es sei von jetzt ab & hinsichtlich der Bewertung B perfekt, p, sei das Primideal 
aller Nichteinheiten aus 8. Dann behaupten wir: 


Satz 12. /st das Polynom p(x) aus B[x] modulo p, in zwei teilerfremde Faktoren 
zerlegbar, von denen mindestens einer eigentlich primitiv und von kleinerem Grade als p(«) 
ist, so ist p(x) auch in B[x] als Produkt von teilerfremden echten Teilern darstellbar. 


Für den Fall, daß B archimedisch ist, ist die Richtigkeit der Behauptung bekannt *), 
und zwar kann man sie da folgendermaßen präzisieren: Ist p(z) =[r,(X) : so(2)(Po); 
wobei 7,(2) eigentlich primitiv, so existiert in B[x] eine Zerlegung p(x) = r(x) - q(x), 
bei der r(z) =r,(2)(P,), s(2) = s,(2)(p,) und r(x) eigentlich primitiv. — Mit Benützung 
dieser Bemerkung beweisen wir jetzt die folgende Hulfsbehauptung: 

Es sei M = {pn Pu ---Pn...} (a< Tr) eine wohlgeordnete Primidealkette, 
in der jedes folgende Primideal echtes Vielfaches des vorangehenden ist. Ferner sei 
modulo jedes p, das Polynom p(x) in zwei modulo p, teilerfremde Faktoren zerlegbar, 
p(x&) =rs(X) : sc(x)(Pe), und es sei insbesondere r.(x) stets eigentlich primitiv. Schließlich 
seien die beiden Kongruenzensysteme R(x) =rs(x)(p.) und S(x) =ss(x)(ps) verträglich. — 
Kommt dann in M. das Nullideal nicht vor, so kann man ein Primideal p. und zwei zu- 
gehörige Polynome r,(x) und s.(x) so bestimmen, daß die Primidealkette M.+ı = {Po Pu, 
...Pn...2:} genau die gleichen charakteristischen Eigenschaften besitzt wie die Aus- 
gangskette M.. 


1) Vgl. K. Rychlik, Zur Bewertungstheorie der algebraischen Körper. J. f. Math. 158 (1923), S. 94-107 
(zitiert mit „R.“); $ 7. | 
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Aus der Richtigkeit der Hilfsbehauptung folgt die Gültigkeit von Satz 12 durch 
transfinite Induktion. Existiert nämlich eine Kette M,, die das Nullideal enthält (p,_,=(0)), 
so heißt das, daß p(xz) modulo des Nullideals, d. h. in B[x] selbst als Produkt von 
teilerfremden echten Teilern darstellbar ist. Unsre Hilfsbehauptung zeigt aber, daß 
jede Kette M,, in der das Nullideal nicht vorkommt, „verlängerbar“ ist, und „beliebig 
lange‘‘ Ketten M, können nicht existieren, da die Ordnungszahl r immer höchstens der 
Zahlklasse angehören kann, die durch die Mächtigkeit der Menge aller Primideale von 
% bestimmt ist. — Beim Beweis der Hilfsbehauptung unterscheiden wir zwei Fälle: 

a) r sei Limeszahl. Dann ist nach $7 der Durchschnitt aller p, ein Grenzprim- 
ideal p,, und es existieren zwei modulo aller p, und damit modulo p, eindeutig bestimmte 
Lösungen r;(x) und s.(x) der verträglichen Kongruenzensysteme R(x) =[r,(r) (p,) und 
$(xz) =$o(t) (Ps). Nehmen wir dabei, was ohne weiteres möglich ist, r,(x) eigentlich 
primitiv an, so müssen r,(x) und s,(z) modulo p- teilerfremd sein, weil man ja unsre oben 
über teilerfremde Polynome abgeleiteten Sätze auf den Bewertungsring B/p, im Körper 
®,,/pr anwenden kann. Bilden wir schließlich t(x) = p(z) — rı(x) -s:(2), so sind die 
Koeffizienten von t(x) durch alle p. und damit auch durch p, teilbar, d. h. es ist 
p(x) = rı(X) : sı(x) (Pr). — Stellt also r eine Limeszahl dar, so ist die Kette M, stets 
zu einer Kette M,;ı verlängerbar. 

b) Es sei vr — 1 und damit in der Kette M, ein ‚‚kleinstes‘‘ Primideal p,_ı vor- 
handen. In diesem Falle gelten zwei Gleichungen a(z) :r,;_ı(2) + b(x) : s:-ı(2) = 1 + 1,(x) 
und p(£) = r:-ı(2) : s:-ı(®) + ta(X), bei denen die Koeffizienten von 1,(x) und i,(x) alle 
durch p,_ı teilbar sind. Wir bezeichnen nun mit a das aus den Koeffizienten von t,(x) 
und 1,(x) abgeleitete Hauptideal, mit p das höchste Primideal von a. Dann ist p sicher 
ein Vielfaches von p,_ı. Ist es ein echtes Vielfaches, so können wir sofort p=P,,r,_ı(r)=r,;(r), 
s:-ı(2) = s;ı(x) setzen. Ist aber p =Pp,_,, so sei p, der nach $7 existierende un- 
mittelbare Nachfolger von p;.-ı. Dann definiert nach $7 der Bewertungsring B,,_,/P: 


im Körper ®,,/P: eine Bewertung u. mit archimedischer Wertgruppe und es ist B, /P: 


hinsichtlich Be:_, wegen der stufenweisen Perfektheit von $ perfekt. Wir können daher 
auf den Bewertungsring ®,,_,/P- im Körper ®,,/p: den Satz 12 in der oben präzisierten 


Fassung anwenden, und daraus folgt sofort: Es existieren in ®[x] zwei Polynome r;(x) 
und s;(z), die modulo p, teilerfremd sind und den Kongruenzen r;(z) =[r;,-ı(r) (P:-ı), 
s.(2) = S:_ı(X) (P-—ı), sowie p(x) =r:(X) : s:(x)(p:) genügen; dabei darf noch r,(x) eigent- 
lich primitiv angenommen werden. — Es können also auch im Falle der Existenz von 
rt —1 das Primideal p, und die Polynome r,(x) und s.(x) in gewünschter Weise be- 
stimmt werden. Die Hilfsbehauptung und damit der Satz 12 selbst ist nunmehr voll 
bewiesen. Der Beweisgang zeigt, welche Bedeutung die beiden Grundeigenschaften der 
perfekten Körper für die Gültigkeit unsres fundamentalen Satzes haben. Die „stufen- 
weise Perfektheit‘‘ ermöglicht bei der Konstruktion der Primidealketten den Aufstieg 
von r —4 zu r, während die Ergänzungsbedingung für den Übergang von o< r zur 
Limeszahl 7 nötig ist. 


$ 9. Normale Erweiterungen perfekt bewerteter Körper ®). 


In Zukunft benützen wir zur Vereinfachung der Ausdrucksweise ausnahmslos 
die folgenden Bezeichnungen: Ist B,, mit gewissen Indizes irgendeine Bewertung, so 


5) Vgl. hierzu: K. Hensel, Eine neue Theorie der algebraischen Zahlen. Math. Zeitschrift 2 (1918), S. 431-452, 
sowie W. Krull, Galoissche Theorie bewerteter Körper. Sitz.-Ber. d. Bayerischen Akademie, Math.-nat. Abteilung 
1330, S. 225-238 (zitiert mit,, Kr.“). — Vgl. ferner: M. Deuring, Verzweigungstheorie bewerteter Körper. Math. 
Annalen 105 (1931), S. 277—307 (Zitiert mit „D.“). 
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bedeutet 8, , bzw. I’ , bzw. p® mit den gleichen Indizes stets den zu B, , gehörigen 
Bewertungsring bzw. die zu B, , gehörige Wertgruppe bzw. das Primideal aller Nicht- 
einheiten aus ®, .. 

Es sei nun B eine feste Bewertung des Körpers ®, 8 sei ein Oberkörper von & mit 
der Bewertung B. Dann wollen wir B eine „Erweiterung von B auf K“, B dagegen die 


„durch B induzierte Bewertung von &“ nennen, wenn B aus B einfach dadurch erhalten 
werden kann, daß man für beliebiges a aus & stets den Wert von a in B gleich dem 


Werte von a in B setzt. B stellt offenbar dann und nur dann eine Erweiterung von 
B dar, wenn ® der Gleichung dB &® = 38°) genügt. Ist B Erweiterung von B, so 
können wir J’ als Obergruppe von I’ auffassen, und wir können außerdem den Rest- 
klassenkörper ®/5® zu einem Oberkörper des Restklassenkörpers ®/p(® machen, indem 


wir alle diejenigen Restklassen aus B/50, die Elemente aus ® enthalten, mit den 
durch diese Elemente definierten Restklassen von %B/p® identifizieren. 

Von jetzt ab werde vorausgesetzt, daß & hinsichtlich der Bewertung B perfekt 
ist, und daß & eine endliche normale Erweiterung von & darstellt. Es gilt dann: 


Satz 13. Es gibt nur eine einzige Erweiterung B von B auf 8. Ihr Bewertungsring 
® besteht aus allen von ® ganz abhängigen Elementen aus &. 

a) Auf Grund von Satz 12 zeigt man wörtlich so wie in dem bekannten Spezial- 
fall archimedischer Wertgruppen: a hängt dann und nur dann von B ganz ab, wenn N(a), 
d. h. die Relativnorm von a über $, zu B gehört”). Sind nun a, und a, irgend zwei von 


nn" 


® ganz abhängige Elemente aus $, so können wir die Numerierung so gewählt denken, 
daß N(a,) in ® durch N(a,) teilbar ist, und es muß dann nach unsrer Hilfsbemerkung 


auch ä, -äz' von ® ganz abhängen. Daraus folgt nach Satz 1, daß der Ring ® aller von 
® ganz abhängiger Elemente aus 8 ein Bewertungsring ist, und da er offenbar der 
Gleichung B-8=B genügt, definiert er eine Erweiterung B von B. 

b) Ist @ irgendein Element aus & vom Werte > in B, so müssen auch alle relativ- 
konjugierten von ä über ® in B den Wert 7 besitzen, weil ® und damit B bei allen Auto- 
morphismen von & über & in sich selbst übergeht. Bedeutet daher n den Relativgrad 
von & über 8, so haben ä* und N(a) in B den gleichen Wert n 7 und unterscheiden 
sich somit nur um einen Einheitsfaktor aus ®. — Es sei nun € irgendein echter Oberring 
von Bin 8. Dann gibt esin ® mindestens eine Nichteinheit ä, für die 4-!in € vorkommt. 
Gleichzeitig mit @-! enthält aber € auch @-" und damit auch N(ä-!) = (N(ä))-!. Es 
ist also Cr 8 sicher echte Obermenge von %. 

Aus unserm Ergebnis folgt sofort, daß B die einzige Erweiterung von B auf 8 dar- 
stellt. Ist nämlich B, irgendeine Erweiterung von B auf $, so muß ®, einerseits als ganz 
abgeschlossener Oberring von ® den ganzen Ring ® enthalten, und andrerseits der 
Gleichung Br 8=8 genügen. Es ist also notwendig B, = B,B, =B. 

Es soll jetzt der Aufbau von 8 über 8 mit Hilfe von B und B genauer untersucht 
werden, und zwar der Einfachheit halber unter der einschränkenden Voraussetzung, 
daß nicht nur X über 8, sondern auch ®/p$ über B/p'” algebraisch von erster Art ist 8). 





6) „ bedeutet den mengentheoretischen Durchschnitt. 

"Vi.R,87. 

3) Über die Bedeutung dieser vereinfachenden Voraussetzung vgl. Kr., S.231 Anm. 1. — Vgl. ferner D., 
S. 294, 
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Dabei darf ich mich damit begnügen, die nötigen Begriffe und die wichtigsten Sätze 
einfach zu formulieren. Denn die Beweise können so gut wie wörtlich der Note ‚‚Galois- 
sche Theorie bewerteter Körper‘‘ entnommen werden. Dort ist die Theorie dem Wort- 
laut nach zwar nur für den Sonderfall archimedischer Wertgruppen entwickelt, aber 
es wird in Wirklichkeit von dieser einschränkenden Annahme an den für uns wichtigen 
Stellen nirgends Gebrauch gemacht. 

Es sei @ die Galoissche Gruppe von & über 8, # bedeute einen Automorphismus 
aus ©, mit # x a werde dasjenige Körperelement bezeichnet, das aus @ durch Anwendung 
von ®# entsteht. Wie bereits oben beim Beweise von Satz 13 bemerkt, haben dann 9 x a 


und @ in B stets den gleichen Wert, setzen wir also ® x@ =& -ä, so ist & eine Einheit 
aus ®. Genügt © insbesondere der Kongruenz & =1 (#0), so soll @ „halbinvariant gegen- 


über 9“ heißen. Ist # eine Untergruppe von © und ist a halbinvariant gegenüber jedem 
9 aus H, so nennen wir a halbinvariant gegenüber 7. Die Gruppe ©, aller derjenigen 


Automorphismen, denen gegenüber sämtliche Einheiten aus ® halbinvariant sind, 
werde als Trägheitsgruppe (von B über $) bezeichnet, Trägheitskörper heiße der ©, im 
Sinne der Galoisschen Theorie zugeordnete Unterkörper 8, von $, B, bedeute die durch 


B induzierte Bewertung von $. Dann gilt: 
Satz 142 ®). Es ist T,=T, B/p” = VB”. N, ist Normalkörper über 8, und 


seine Galoissche Gruppe über ® ist isomorph zur Galoisschen Gruppe von B/$) über B/p®. 
Der Trägheitskörper besitzt also die üblichen Eigenschaften. Wir definieren weiter: 


Die (erste) Verzweigungsgruppe ©, (von B über &) besteht aus allen und nur den Auto- 


morphismen, denen gegenüber sämtliche Elemente aus & halbinvariant sind. Der @, 
im Sinne der Galoisschen Theorie zugeordnete Unterkörper 8, heißt (erster) Verzwei- 


gungskörper. B, bedeutet die durch B induzierte Bewertung von ®,. Für den Aufbau 


von &, über 8; sowie von & über &, gelten dann die folgenden Sätze: 

Satz 14b ?°). 8, ıst Abelscher Normalkörper über 8. Die Galoissche Gruppe 9/9, 
von 8, über 8, ist isomorph zur Quotientengruppe der Wertgruppen von B, und B,, also 
zu T,/I, =T,/T. Die Zwischengruppen I” zwischen I’ und IT’, entsprechen eindeutig 
umkehrbar den Zwischenkörpern ®' zwischen S, und &,, und zwar in folgender Weise: 


Die Wertgruppe der durch B induzierten Bewertung B’ des Zwischenkörpers $' ist gerade 
gleich der $' zugeordneten Zwischengruppe I”, und es besteht die zu ®’ im Sinne der Galois- 
schen Theorie gehörige Untergruppe von ©,/0, aus allen und nur den Automorphismen 
von 8, über $,, denen gegenüber alle die Elemente von ,, deren Werte in I” liegen, halb- 
invariant sind. 

Ist die Charakteristik von B/p” gleich p #0, so ist der Relativgrad von SR, über $, 
zu p teılerfremd. 

Satz 14e'). Ist $ echter Oberkörper von $,, so ist B/p® von Primzahlcharakteristik 
p, es ist R über 8, auflösbar, und es stellt der Grad von ® über &, eine Potenz von p und 
ein (echtes oder unechtes) Vielfaches der endlichen Ordnung von T/T, dar. 

Durch Satz 14 b ist der Aufbau von $, über $, vollständig klargelegt. Eine genauere 
Untersuchung verdient noch der Aufbau von & über $,, doch soll darauf hier weiter 
nicht eingegangen werden. 

») Vgl. Kr., $ 2, Satz 2, sowie D., $3 und $ 4. 

#) Vgl. Kr., $ 3, Satz 3, sowie D., $3 und $4. 


#1) Vgl. Kr., $3, Satz 4. — Für den Fall spezieller Bewertungen finden sich genauere Sätze über den Aufbau 
von 8 über 8, bei D., $5 (Einschaltung von „höheren Verzweigungskörpern‘.) 
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$ 10. Endlich viele Bewertungsringe. 


Um die Theorie der endlichen normalen Erweiterungen bewerteter Körper ohne Per- 
fektheitsvoraussetzungen zu entwickeln, braucht man einige Untersuchungen über die fol- 
gende Frage: Gegeben seien endlich viele Bewertungen B,=B, B,, : . -, Bn-ı des Körpers &. 
Was kann man aussagen über den Zusammenhang des Bewertungsringes B = DB, mit den 
Bewertungsringen By, Bay - - +, Bn-ı? Dabei dürfen wir zur Vermeidung von trivialen 
Ausnahmefällen voraussetzen, daß für i+%k niemals ®; Obermenge von B; ist. 
(i,k=0,1,...‚,n—1). — Es sei p irgendein Primideal aus 3; für das Verhalten von p 
zu B; (iz 1) gibt es dann zwei Möglichkeiten: 

a) p ist keine Untermenge von ®; — das wird bei den weiteren Untersuchungen 
sozusagen der normale Fall sein. 

b) p ist Untermenge von ®,. Dann kann %; zu keinem Element aus p das Rezi- 
proke enthalten, weil sonst gegen die Voraussetzung ®; Obermenge von ® wäre, und aus 
der Gleichung p - 8, = p folgt weiter daß p auch in 3; Primideal sein muß. Wir wollen 
daher p ein gemeinsames Primideal von B und 3; nennen. 

Haben 8 und 3; nur das Nullideal *) gemeinsam, so wollen wir ® und ®; (und 
ebenso B und B;) völlig verschieden nennen. Ist p ein vom Nullideal verschiedenes ge- 
meinsames Primideal von ® und %;, so sind die Quotientenringe ®, und (8;), identisch, 
B, = (B;)). Es entstehen dann B und B; aus der zu ®, gehörigen Bewertung B, da- 


durch, daß man zwei bestimmte Bewertungen B und B; des Restklassenkörpers B,/p 
nach den Regeln von $ 5 mit B, zusammensetzt. Es sind, wie man anschaulich sagen 
kann, B und B; „Verfeinerungen der gemeinsamen Stammbewertung By“. 

Eine genauere Übersicht über das Verhalten der verschiedenen Primideale von ® 
zu der Gesamtheit der 8; erhalten wir durch die folgende Überlegung: Ist p gemeinsames 
Primideal von genau s Ringen aus der Reihe der 3;, so ist jedes Primidealvielfache 
von p gemeinsames Primideal von mindestens diesen s Bewertungsringen. Ist ferner 
Po, --.Pr,... irgendeine Menge von Primidealen, die alle gewissen Ringen ®; ge- 
meinsam sind, so ist auch der größte gemeinschaftliche Teiler p aller p, ein Primideal 
und zwar ein gemeinsames Primideal derselben ®;.. Wir können daher in ® eine mit 
p(% endigende Kette von echten Primidealteilern pm, pr-D,.,.., p®, p9 so bestimmen #2), 
daß die folgende Bedingung erfüllt ist: Bedeutet M, die Menge aller derjenigen ®;, die 


das Primideal p aus ® gemeinsam haben, so ist stets M, = M®$”, falls p ein Vielfaches 
von p®) und (für x # v) einen echten Teiler von p“+V darstellt; ist dagegen p echter Teiler 


von p'”, so ist M, immer echte Untermenge von M’®. Die Kette der p” soll die (zur 
Menge B,, Ba, - - :, ®n—ı gehörige) charakteristische Primidealkette von B heißen. Ist 
B von allen 8; (> 1) völlig verschieden, so reduziert sich die charakteristische Prim- 
idealkette auf die beiden Ideale p = (0), p, 

Wir geben jetzt die unsymmetrische Bevorzugung von 8 = 23, auf und unter- 
suchen den Durchschnittsring D = Br Bir...” Ba-ı, mit &; bezeichnen wir 
ein Element aus der Wertgruppe 7’; von B;, unter w;(a) verstehen wir den Wert des 
Körperelementes a in B;. Zunächst untersuchen wir ausführlich den Fall, daß die Ringe 
B; paarweise völlig verschieden sind. 

Satz 15. Sind die B, paarweise völlig verschieden, und bedeuten &y, &y - - -, &n—ı 
beliebige Werte aus I’, IT’, - - -, In-ı, so gibt es ın ® stets ein Element a, das den Gleichungen 
w;(a) = alı = 0,1,...,n —1) genügt *). 





42) Hier wird wieder einmal das Nullideal unter die Primideale mitgerechnet. 
4%) Vgl. hierzu: W. Krull, Ein Satz über primäre Integritätsbereiche Math. Annalen 103 (1930), S. 450-465, 
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Zum Beweise von Satz 15 brauchen wir offenbar nur zu zeigen: /st x; >0 aus 
T‘; gegeben, so existiert in ® stets ein Element r; = ri(x;), für das w;(r;) = x, wı(r;) = 0 
(k#i). — Wir bemerken zunächst: Sind i,k #i und &; >0 vorgegeben, so kann 
man in $ stets ein Element s finden, für das w;(s) Z a, we(s) = 0. In der Tat, es sei 
airgendwie so gewählt, daß w;(a) = a;, p; sei das höchste Primideal von (a) in ®.. Dann 
muß wegen der völligen Verschiedenheit von B; und B; in p; ein nicht zu B; gehöriges 
Element p existieren, und für genügend großes ! muß p’in 3; durch a teilbar sein. Es 
wird dann w;(p') 2, wı(p') < 0, und fürs = (1 + p') " ergibt sich: w;(s) > a, 
wr(s) = 0. — Wir beweisen weiter: Sind i,k #i und x; >00 vorgegeben, so gibt es in D 
stets ein Element sr = S..(%;), für das w;(sr) = &, wılsir) = 0. 

Es sei nämlich zunächst a irgendein Element aus $, für das w;(a) = a, sı be- 
deute für 2#1:1,l=+k ein Element, für das w;(s) = 0, wı(s) >0. Bilden wir dann ein 
Produkt b = a .-.; s’”t, so ist sicher w;(b) = &;, und wir können außerdem durch geeig- 

I+k 


nete Wahl der Exponenten m, erreichen, daß w;(b) #0 für jedes 2$i,+k. Es sei 
ferner we(b) = Pr, s, sei ein Element aus $, für das w;(s;) = 0, wı(sz) > max((, Br). 
Dann genügt für geeignetes m 21 das Produkt c=b-s7"” den Relationen w;(c) = &,, 
wr(e) < O0, wie) #0 (l#i, +k), und wir können sx = (1 + c”')”' setzen. — Aus der 
Existenz der Elemente s;; schließt man leicht weiter: Ist &; > 0 vorgegeben, so kann 
man in ® die Elemente a,, a,,.. . ., @.—ı so wählen, daß die folgenden Bedingungen erfüllt 
sind: w;(a;) = %;, we(a;) >O (k #1); wilaı) > a, wila) >O(k FL), wea) =O (lH). 


Bilden wir nun zn =r() =a+a, +4 °''+@-ı1, so wird w;lr;) = a, wilri) = 0 
(i+k), die Existenz der Elemente r; und damit die Richtigkeit von Satz 15 ist also 
gesichert. — Wir beweisen jetzt leicht weiter: 


Satz 16. Sind (unter den gleichen Voraussetzungen wie bei Satz 15) Ay, Ay, - » -, An-ı 
irgendwelche Ideale“) aus den Ringen By Bis - - +, ®n-ı, und bedeutet a das Ideal 
Ardır...0r u aus D, so gelten die Gleichungen a; =a:%B,. Ist umgekehrt ein Ideal a 
aus D vorgegeben, und setzen wir ; =qa:»%B,;, so wird stets a = Au Ay... 9 An-ı 

a) Es ist sicher af = a : B; Untermenge von a,, falls a = a, d,0...”A.-ı. Sind 
ferner ay, Ay, - - -, dn—ı irgendwelche Elemente aus Ay, Ay,...,An—ı, und ist wi(a;) = &,, 
so gibt es nach Satz 15 in D ein Element a, für das w;(a) =; (i = 0,1,...,n —1). 
a gehört dann zu a und unterscheidet sich von a; jeweils nur durch einen Einheits- 
faktor aus ®,. Daraus folgt sofort, daß a; = a - B; sämtliche Elemente aus a; enthalten 
muß, es ist also, wie behauptet, a; = a.. 

b) Es ist für a; = a - B; sicher stets a’ = a, A, 7...” Qu-ı Obermenge von a. Es sei 
ferner a irgendein Element aus a’, und es sei w;(a)= &;(i=0,1,...,n —1). Dann 
gibt es nach Definition von a; und a’ für jedes ? in a mindestens ein der Gleichung 
w;(b;) = a; genügendes Element 5;, des weiteren können wir nach Satz 15 in ® für jedes 
i ein Element c; so bestimmen, daß w;(c) =0, wı(c) >a,(k #i). Bilden wir nun 
b=byco+bdiCı +: + da-ıCn—ı, so gehört b zu a und esist w(b) = wi(i=0,1,...,n—1), 
es unterscheidet sich also 5 von dem vorgegebenen Element a aus a’ nur um einen Ein- 





$ 1, Hilfssatz 1. Dort ist der Satz 15 des Textes für diskrete spezielle Bewertungen formuliert, es sind auch einige 
Nebenrechnungen, die im Text beim Beweise von Satz 15 nur angedeutet werden, etwas breiter ausgeführt. — 
Vgl. ferner D., $1, 

#4) Hier ist ausnahmsweise die Möglichkeit zuzulassen, daß eines (aber nicht jedes) der Ideale a; gleich ®:i 
ist, dagegen können wir das Nullideal hier von der Betrachtung ausschließen. Sind alle Bewertungen B; speziell, 
so liefert Satz 16 die Zerlegung der Ideale von D in Primärkomponenten. 
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heitsfaktor aus ®. Es muß also a alle Elemente aus a’ enthalten, d. h. es muß die Gleichung 
a= a’ gelten. 

Durch Satz 16 ist die Idealtheorie von ® vollständig auf die Idealtheorie der 
einzelnen Ringe ®; zurückgeführt. Bezeichnen wir insbesondere mit p;” jeweils das 
Ideal p""D aus ®, so ergibt sich aus Satz 16: Die Ideale p!(® sind alle untereinander 


verschieden, und sie stellen gerade die sämtlichen niedersten Primideale von ® dar, d.h. 
es ist jedes Ideal aus D durch mindestens ein p‘(® teilbar, während andrerseits kein 


p;® in D einen echten Teiler besitzt. 
Der Quotientenring D,,o) = ®; ist sicher ein Unterring von ®,. Es sei nun a ein 
ı 


beliebiges Element aus ®,, k bzw. I! durchlaufe alle diejenigen Indizes, für die 
w;(a) = % Z 0 bzw. wıla) = — Bı< 0. Dann gibt es nach Satz 15 in D zwei Elemente 
c und d, die den Gleichungen w;(c) = %, wı(c) = 0; wı(d) = 0, wı(d) = Pı genügen, und es 
ist dabei d durch p;“ unteilbar, weil i unter der Reihe der Indizes k vorkommt, und 
c c 
d d 
benen Elemente a aus B; nur durch einen Einheitsfaktor aus D unterscheidet, sehen 
wir, daß 8; alle Elemente aus ®3; enthalten und mithin gleich 8; sein muß. Aus 
dB = D,0 — ®, und aus der Tatsache, daß p;® in D keinen echten Teiler besitzt, ergibt 


sich weiter, daß jede Restklasse aus ®,/p(® durch ein Element aus ® repräsentiert 


werden kann, und diese Bemerkung ermöglicht den Beweis von 

Satz 17. Sind (unter den Voraussetzungen von Satz 15) ay,4y,---,dn-ı irgend- 
welche Elemente aus By Bis : : +, On-ı, so gibt es in D stets ein Element a, das dem Kon- 
gruenzensystem a = a,(p®) (i = 0,1,...,n — 1) genügt. 

In der Tat, wir dürfen annehmen, daß die Elemente a; von vornherein alle zu ® 
gehören. Unter dieser Voraussetzung haben wir es aber einfach mit dem Kongruenzen- 
system x =a,(p/(®) in ® zu tun, das sicher auflösbar ist, weil die Primideale p’‘® in ® 


somit w;(d) = 0 ist. Das Element — gehört also zu ®;, und da sich — von dem vorgege- 


paarweise teilerfremd sind. — Für die Untersuchungen von $11 brauchen wir jetzt 
noch: 

Satz 18. Sind B, Bi, Bar - : -, Bn—ı irgendwelche Bewertungsringe, und ist B 
Obermenge von D = Bir Bar... Bn-ı, so ist B auch Oberring mindestens eines B.. 

Beweis indirekt! Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann kann 3 das 
Primideal p‘® mit keinem einzigen 3; gemeinsam haben, es muß daher auch in ® ein 
Hauptideal (a) geben, dessen höchstes Primideal p in keinem 3; als Untermenge ent- 
halten ist %®). Wir behaupten nun: Gilt für irgendein 5b aus # (bei festem :;) 
w(b) = w(a)(>0), wi(b) = ß: >0, so gibt es in 8 stets ein Element s, für das w(s) = 0), 
wis) Z ß: wird. Es sei nämlich p; das höchste Primideal des Hauptideals (b) in ®;; 
dann kann p; wegen w(b) = w(a) und der Auswahl von a kein gemeinsames Primideal der 
Ringe ®; und 3 darstellen. Daraus erschließt man aber die Existenz von s mit genau den 
gleichen Überlegungen, wie sie beim Beweise von Satz 15 benützt wurden. Ebenfalls 
nach den Methoden von Satz 15 zeigt man dann weiter mit Hilfe der Elemente s: Es 
existiert in R ein r, für das w(r) = w(a) >0, wir) =0 (i=1,2,..,n —1). r ist 
dann in allen 8; Einheit, in ® dagegen Nichteinheit. — Ein solches Element r kann aber 
unmöglich existieren, wenn die Gleichung 8, + Bar... Ba-ı = Br Br Bar... 7 Ba-ı 
gelten soll, und damit ist Satz 18 bewiesen. 


#5) Es seien nämlich a; = 1,2,...,n— 1) so bestimmt, daß a; zu ®, aber nicht zu 8; gehört. Dann 
muß für ein gewisses «* die Gleichung (a;*) = (a,, @,, . . .,@n—ı) gelten, und wir können a — a;* setzen. 
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$ 11. Normale Erweiterungen beliebig bewerteter Körper. 


Es sei B eine beliebige Bewertung von $, 8 bedeute wie in $9 eine normale Er- 
weiterung von $? vom Grade n mit der Galoisschen Gruppe ©, D sei der Ring aller von 
® ganz abhängiger Elemente aus 8. Sind B, und B, irgendwelche Bewertungen von 
8, so sollen B, und B, (über 8) ) konjugiert heißen, wenn ®, und 3, konjugiert sind, 
wenn also in © ein Automorphismus © existiert, der ®, in ®, überführt, ®, = # x B.. 
Sind B, und B, konjugiert, so induzieren sie stets dieselbe Bewertung von &. 

Satz 19. Es gibt stets mindestens eine, immer aber nur endlich viele Erweiterungen B; 
von Bauf 8. Die B; sind alle untereinander konjugiert, ihr Durchschnitt ist gleich D. 

a) Durch triviale Wohlordnungsschlüsse zeigt man: Es gibt in S mindestens 
einen „größten‘ Ring 8, der zwar ®, aber kein Reziprokes eines Elementes aus ® ent- 
hält. ® muß dann nach Satz 5 Bewertungsring sein und nach Satz 1 der Gleichung 
B- 8 = 3 genügen, also eine Erweiterung von B auf & definieren. 

b) Es sei jetzt B= B, irgendeine Erweiterung von B auf 8, B,, B,, 
seien die — nicht notwendig alle verschiedenen — konjugierten von 2, D’ sei der Durch- 
schnittsring B,r B4r...r Bu—ı. Dann gilt die Gleichung Ü’ + 8 = 8, und es ist 9 
gegenüber allen Automorphismen von © invariant und sicher Obermenge von ®. Ist 
ferner ä =ä, ein beliebiges Element aus D’ mit den konjugierten ä,, @y, - . ., dn—ı, SO 
gehören wegen der Invarianz von D’ auch diese konjugierten alle zu D. Die elementar- 
symmetrischen Funktionen der a;(i =0,1,...,n —1) sind also sämtlich Elemente 
von ®,d.h.ä = ä, hängt von ® ganz ab. Es gehören somit alle Elemente von D’ zu 9, 
dh.esit =D. 

c) Es seien B, und 2} irgend zwei Erweiterungen von B auf Kt, B; bzw. B; 
(i=1,2,...,n —1) seien die konjugierten von B,bzw. Bj. Nach b) gilt dann die Gleichung 
Br B, ner ei ir... in , und daraus folgt nach Satz 18, daß 
jeder ®; Oberring eines ®;, jeder ®; Oberring eines ®; ist. Wegen der endlichen Ord- 
nung der Automorphismengruppe © kann ferner für i + k niemals ®; echter Oberring 
von 3; oder 3; echter Oberring von 3; sein. Die Reihen 2.8... ., Bn—ı und 
%, Bi... ., B4-ı müssen daher notwendig bis auf die Numerierung übereinstimmen. 

Es seien jetzt B, = 3, B,, ..., Bs-ı die sämtlichen verschiedenen nach Satz 19 
untereinander konjugierten Erweiterungen von B auf 8. Wir behandeln zunächst den 
Fall, daß die B;(i=0,1,...,s —1) paarweise völlig verschieden sind. Unter dieser 
Voraussetzung bezeichnen wir als Zerlegungsgruppe ©, (von B über &) die Gruppe aller 
derjenigen Automorphismen 9, die B in sich selbst überführen, also der Gleichung 
oxB=B genügen; unter dem Zerlegungskörper 8, verstehen wir den zu ©, im Sinne 
der Galoisschen Theorie gehörigen Unterkörper von $&, unter B, die durch B induzierte 
Bewertung von $.. 


Satz 20. Jede von B verschiedene Erweiterung von B auf 8 induziert eine von B, 
verschiedene Bewertung von 8... Die Wertgruppe T, ist gleich der Wertgruppe I’, der Rest- 


) „Konjugiert‘ bedeutet im folgenden immer „konjugiert über #“. — Zu dem Beweise von Satz 19 
vgl. auch D., $1. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 24 





186 Krull, Allgemeine Bewertungstheorie. 


klassenkörper B,/p(” ist gleich dem Restklassenkörper ®/p®. Der Index von ©, in © 
ist gleich der Anzahl s der verschiedenen Erweiterungen von B auf 8. 


Der Beweis von Satz 20 kann meiner in $9 mehrfach zitierten Note Kr. entnommen 
werden. Denn der „Hilfssatz 1“, der dort zum Beweise von „Satz 1° benutzt wurde, 
ist unter den Voraussetzungen von Satz 20 gerade mit den Sätzen 15 und 17 von $10 
identisch, und im übrigen gelten meine früheren Schlüsse unmittelbar für allgemeine 


Bewertungen. Da nach Satz 20 die Bewertung B die einzige mögliche Erweiterung von 


B, auf & darstellt, kann man den Aufbau von ® über &, nach den in $9 entwickelten 
Methoden untersuchen. Man kommt so zur Definition des Trägheitskörpers $, und des 


(ersten) Verzweigungskörpers &, (von B über 8) und es gelten dann für &,, 8,, 8 über 


8, die Sätze 14a, b, c. Im einzelnen braucht das nicht näher ausgeführt zu werden, 
dagegen müssen wir jetzt noch den Aufbau von K über ® untersuchen für den Fall, daß 


die Bewertungen By, By - - -; Bs-ı nicht völlig verschieden sind. 


Wir bestimmen zu diesem Zweck nach $ 10in 8 = B, die zur Menge B,, By... , Bs-ı 
gehörige charakteristische Primidealkette Pr, pr-»D,...,5(%, und arbeiten zunächst 


mit den Ringen 8” = B;n, 8” = 8” 8 und mit den zugehörigen Bewertungen 
B", B", B" = B(” ist eine Erweiterung von B” auf , und wir behaupten: Die (nach 
Satz 13 untereinander konjugierten) Erweiterungen BY’ (i=0,1,...,n —1) von B” 
auf 8 sind paarweise entweder identisch oder völlig verschieden. 

In der Tat, ist etwa B”P=#xB”, B,=9®xB, für irgendein festes 9 aus 
9, so muß B; Obermenge von B” sein, weil BObermenge von B”. Ist nun 5’ gemein- 
sames Primideal von B und B,, so ist notwendig 9 x 5" = pP"), Bu — Br — (Bi)zen — Br 
Ist aber 5) kein gemeinsames Primideal von ® und B,, so sind nach Definition von 5) 
die Ringe ® und 8; und damit auch die Ringe Br und B völlig verschieden ?). 

Wir wenden jetzt auf B” und B“’ den Satz 20 samt seinen Folgerungen an und 
definieren zu 3” über & den Zerlegungskörper &” und den Trägheitskörper 8”. Über 
den Aufbau von &” über ® können wir, wie immer, keine näheren Angaben machen. 


Der Aufbau von #über 8” vollzieht sich nach den Richtlinien von Satz 14 b und 
Satz 14c, d.h. wie wir kurz sagen wollen, nach den Methoden der Verzweigungstheorie. 


Um den Aufbau von A” = $” über a = a” genauer zu untersuchen, ziehen wir 
das Primideal 5"-» aus dem Bewertungsring ® heran, und zwar ergibt sich die Ver- 
wendungsmöglichkeit von $- aus folgender Überlegung: &" baut sich über &” 
nach $9 genau so auf wie der Restklassenkörper 8/5” = & über dem Restklassen- 
körper B”p’ = &(p” = 5". 8). Nach $5 können wir ferner die Bewertung B 


von $ zerlegen in die Bewertung B von & mit dem Bewertungsring ®” und in eine 
Bewertung C von % mit dem Bewertungsring B/p” =€. Um die sämtlichen Aus- 


dehnungen € von C auf % zu bestimmen, überlegen wir uns: Es sei C irgendeine Er- 
weiterung von C auf &. Setzen wir dann C nach $5 mit der Bewertung B von & zu- 
sammen, so entsteht offenbar eine bestimmte Erweiterung B; von B auf 8, und es muß 
dabei der Bewertungsring ®; das Primideal 5" enthalten. Genügt umgekehrt der vor- 


#7) Daß auch allgemein 8) und 8) für ü + k stets entweder identisch oder völlig verschieden sind, folgt 
nun sofort aus Symmetriegründen. 
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gelegte Bewertungsring B dieser letzteren Bedingung, so können wir B; zerlegen in die 
Bewertung B'”’ von 8 und in die Bewertung C von & mit dem Bewertungsring B;/5”'; 
dabei ist offenbar € eine Erweiterung von C auf ®. Zusammenfassend können wir also 
feststellen: 

Es seien B = Bu, Bu - - -; ®,-ı bei geeigneter Numerierung die sämtlichen ver- 
schiedenen B;, die das Primideal 5) gemeinsam haben. Dann definieren die Bewertungs- 
ringe &; = B;/p” (=0,1,....g—1) gerade die sämtlichen verschiedenen Erweite- 
rungen C;vonC auf 2. Die charakteristische Primidealkette des Bewertungsrings € = €, 
in bezug auf die Menge Q,, C,, . . -, &,-ı wird offenbar gerade durch g-» = pt /pr), 
ge-2 = Heap, ...,g9 = PV/pr gebildet. Man kann daher mit Hilfe von 9%, 
d.h. mit Hilfe von p-V (und f"), zwischen 2 und £ einen zu C gehörigen Zerlegungs- 
körper &’” und einen ebensolchen Trägheitskörper &’"" einschalten, und die Körper 

(=D und &”" definieren ihrerseits weiter zwei ausgezeichnete Zwischenkörper a") 
und AR” zwischen 8” und &”. Über den Aufbau von a" = a" über a” 
läßt sich nichts Näheres aussagen. Der Aufbau von 8” über #”"" = &"”" entspricht 
genau dem Aufbau von & über &"", er vollzieht sich also gewissermaßen nach den Me- 
thoden der reinen Verzweigungstheorie. Schließlich baut sich A" über 8" genau 
so auf, wie & " über &’”"", zur weiteren Untersuchung werden wir daher das Prim- 
ideal 5"-2 aus €, d.h. das Primideal 5-2 aus ® heranziehen. Es ist dann klar, auf welche 
Weise die Einschaltung von Zwischenkörpern zwischen 8" und #””" weiter fortge- 
setzt werden kann. Der Einschaltungsprozeß bricht erst ab, nachdem wir eine doppelte 
Körperkette 8 = SEI... << <EN<...<er<gK konstruiert 
haben. Denn der Aufbau von &” über #” entspricht genau dem Aufbau des Rest- 


klassenkörpers B /$® über dem Restklassenkörper B/p'®, und über B /# 9 und B/p 
ist nichts Besonderes vorausgesetzt. — Da wir über die Struktur der Körper 


K"(i=r,r—1A,...,0) keine näheren Aussagen machen können, ist es zweckmäßig, 
bei der Formulierung des Endergebnisses die Körper &” (i > 0) überhaupt wegzulassen, 
und nur den Körper 8” — 8, beizubehalten. Es ergibt sich dann: 

Satz 21. Zu B gehört im allgemeinen Fall eine endliche Kette 

KH <H<SHN<..<N<R 
von Zwischenkörpern zwischen 8 und 8, die durch die folgenden Eigenschaften ausge- 
zeichnet ist: 

S%, besitzt hinsichtlich B die in Satz 20 zusammengestellten Eigenschaften des Zer- 
legungskörpers, ebenso hat KV" — 8, die in Satz 14a formulierten Eigenschaften des Träg- 
heitskörpers. Der Aufbau des Körpers Kr über KV erfolgt (für i=1,2,..,r-+1, 
Kt+V _. 8) jeweils nach dem Schema von Satz A4b und Satz A4c, d.h. nach den Me- 
thoden der Verzweigungstheorie. 

Die Behauptungen von Satz 21 ergeben sich mühelos aus der Art und Weise, wie 


die Körper 8, und &®” i=0,1,...,r) schrittweise konstruiert wurden. Um insbe- 
sondere die Eigenschaften von 8, zu erhalten, muß man Satz 20 der Reihe nach auf die 


Körper a”, a... a9 = 8 bzw. auf die diesen Körpern zugeordneten Rest- 


klassenkörper anwenden. Bezeichnen wir wie früher mit B, bzw. B; die durch B indu- 
24* 
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zierte Bewertung von $, bzw. 8, = ar so folgen aus Satz 21 insbesondere die Glei- 
chungen: 7, =T, 8/p® = B/p%; T,=T, 3,/p9 = 8/50, — Dem Übergang 
von &— &” zu 8 = &”*” entspricht also wieder der Übergang von I’ zu 7’, und 
zwar können wir diesmal über die Art des Aufbaus von J' über I’ noch genauere Aus- 
sagen machen. Wir bezeichnen mit A“ bzw. 4'” die dem Primideal 5® bzw. p” zu- 
geordnete isolierte Untergruppe aus I!’ bzw. 7, und setzen für den Augenblick A""-T 
A"*" =T. Dann folgt sofort aus der Art der Konstruktion der Körper 8”: Dem Über- 
gang von &” zu Kt” i=0,1,...,r) entspricht jeweils gerade der Übergang von A'*" 
zu A“*” (oder, in gewissem Sinne noch genauer ausgedrückt: „‚der Übergang von A"*"} 4" 
zu A"*P/4®“), — Es sei schließlich noch der folgende Punkt besonders hervorgehoben: 
Der Körper &®" (i=4,2,...,r) braucht über dem Körper a keineswegs die Rolle 
des (ersten) Verzweigungskörpers zu spielen. Es wird vielmehr im allgemeinen bei der 
Untersuchung des Aufbaus von &” über "(ii = 1, 2,...„r-+ 1) für jedes i nötig 
sein, zwischen A" und A einen (ersten) Verzweigungskörper 8%’ und — bei ge- 
nauerem Studium — auch noch einen oder mehrere „höhere‘‘ Verzweigungskörper 
8, (r=1,2,...,m;) einzuschieben. Das heißt also: Haben wir es mit einer beliebigen 
normalen Erweiterung ® des beliebig bewerteten Körpers ® zu tun, so treten beim Aufbau 


von KR über 8 im allgemeinen mehrere Serien von Verzweigungskörpern auf. Das ist in ge- 
wissem Sinne das merkwürdigste Ergebnis, zu dem uns die Theorie der normalen Er- 
weiterungen beliebig bewerteter Körper geführt hat. 


$ 12. Geordnete Körper. 

Schon in $ 1 wurde gezeigt, daß jede nichtarchimedische Ordnung O des Körpers & 
eine Bewertung B, von & definiert, deren Bewertungsring ®; alle und nur die Elemente 
umfaßt, die in O gegenüber der 1 nicht unendlich groß sind. Es sei jetzt p irgendein 
Primideal aus ®,, und es werde der Kürze halber (B;)» = B, B/p = 8 gesetzt. Dann 
können wir aus der Ordnung O des Körpers & eine Ordnung O des Restklassenkörpers 
st ableiten durch die Festsetzung: Die Restklasse @ aus & soll dann und nur dann als 
positiv in O angesehen werden, wenn einer (und damit jeder) ihrer Repräsentanten 
in O positiv ist. O soll als die durch O erzeugte Ordnung von &, O dagegen als eine Ver- 
feinerung von O auf 8 bezeichnet werden. O ist archimedisch, wenn p das niederste Prim- 
ideal von 3, darstellt, sonst ist O stets nicht archimedisch. Wir zeigen jetzt, daß unsere 
bisherigen Betrachtungen sich umkehren lassen. 

Satz 22. Ist eine Bewertung B von 8 und eine Ordnung O des zu B gehörigen Rest- 
klassenkörpers X = B/p® vorgelegt, so gibt es stets mindestens eine Verfeinerung O von 
OÖ auf 8. Der zu O gehörige Bewertungsring B, ist gleich ®, wenn O archimedisch ist; 
sonst ist Bı echter Unterring von B, und es gilt die Gleichung B = (Bı)»- 


Satz 22 findet sich schon in einer Note von R. Baer, allerdings in anderer Formu- 
lierung, da Baer nicht mit dem Bewertungsbegriff arbeitet #). Da die Übersetzung der 
Baerschen Ausdrucksweise in die des Textes etwas umständlich ist, dürfte es zweck- 
mäßig sein, den Beweis von Satz 22 wenigstens kurz zu skizzieren. Dabei handelt es sich 
nur um die Konstruktion von O, denn es ist mühelos einzusehen, daß der Bewertungs- 





#8) Vgl. die schon öfters zitierte, zuerst in Anm.!!) erwähnte Arbeit „B.“, insbesondere $ 3, Satz 4. 
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ring ®; einer Verfeinerung O von O sicher den in Satz 22 angegebenen Bedingungen 


genügt. Um nun O aus B und O aufzubauen, führen wir die folgenden Begriffe ein: 

Die Elemente eines Teilsystems © von & sollen (hinsichtlich ®) „quadratisch 
unabhängig‘ heißen, wenn kein Produkt aus endlich vielen Elementen von & einem 
Quadrate aus 8 (hinsichtlich ®) assoziiert ist. Ist das Produkt von a mit endlich vielen 
Elementen aus © einem Quadrate aus fl assoziiert, so möge a „von © quadratisch ab- 
hängig‘‘ genannt werden ®#). — Durch triviale Wohlordnungsschlüsse zeigt man: 

Es gibt in 8 (mindestens) ein System ©&* = (a,,4,,...,4,,...) von quadratisch 
unabhängigen Elementen, von denen jedes weitere Element a aus $ quadratisch ab- 
hängt °°). 

Um nun mit Hiife eines solchen Systems ©* die Ordnung O zu konstruieren, setzen 
wir allgemein af =-+ a,, wobei das Vorzeichen für jedes einzelne r beliebig, aber fest 
zu wählen ist, und erklären die a* sämtlich für positiv in ©. Dann müssen auch alle 


8 
Elemente der Form b? ‚Hai = a* in O positiv sein. Bedeutet ferner a ein beliebiges 


Element aus $, so gibt es nach Definition von ©* sicher ein zu a assoziiertes a*, und 
wir müssen, damit O als Verfeinerung von O erscheint, das Vorzeichen von a in O gleich 


dem Vorzeichen von a -a*-15!) in O setzen. Daß bei dieser Festsetzung kein Wider- 
spruch entsteht und außerdem das Produkt zweier positiver Elemente stets selbst wieder 
positiv wird, ergibt sich leicht aus Pe Überlegung: 


Es seien a* = b?- ‚Dax; und af = b?- Has, beide zu a und damit untereinander 


assoziiert. Dann sind wegen der quadratischen Unabhängigkeit der af die Produkte 
ITa}, und IIa% faktorweise einander gleich, un es haben a a*-! und a - a*-! sicher in 
O das gleiche Vorzeichen, weil a -a*-1-a-!-a* = (b, - b!)? in O sicher positiv ist. Es 
bleibt noch zu zeigen, daß bei unsern = auch die Summe zweier positiver 
Elemente stets positiv wird. Dazu müssen wir die Tatsache heranziehen, daß der Ring 
®, hinsichtlich dessen wir die Klassen assoziierter Elemente gebildet haben, ein Be- 
wertungsring ist. Es seien a und 5b zwei für positiv erklärte Elemente, und zwar sei die 


Bezeichnung so gewählt, daß a-!-b zu ® gehört; ferner sei a* = b? ‚Das zu a asso- 
ziiert. Dann ist a -a*-! in O positiv, 5b - a*-! ist in O positiv oder Null, es muß daher 
(a+b)-a*-!=a-a*-!-+b-a*-!in O positiv sein. Damit ist endgültig bewiesen, daß 
unsere Positivdefinition tatsächlich zu einer Ordnung O von & führt; daß diese Ordnung 
eine Verfeinerung von O darstellt, folgt unmittelbar aus der Art ihrer Konstruktion. 

Unser Beweis hat noch den Vorteil, daß er einen genauen Überblick über alle 
Verfeinerungen von O auf & liefert. Die Vorzeichenwahl bei den Elementen von ©* war 
völlig willkürlich, alles weitere ging zwangsläufig. Die sämtlichen möglichen Verfeinerungen 
von O entsprechen daher eindeutig umkehrbar den sämtlichen für die Elemente von &* mög- 
lichen Vorzeichenkombinationen. Insbesondere gibt es nur eine einzige Verfeinerung 
von O, wenn S* überhaupt kein Element enthält, d. h. wenn jedes Element aus 8 einem 
Quadrate assoziiert ist. 





4) Natürlich müssen wir a auch dann als quadratisch abhängig von © ansehen, wenn a selbst einem Quadrate 
assoziiert ist; ebenso darf in einem System von quadratisch unabhängigen Elementen kein einziges Element einem 
Quadrate assoziiert sein. 

50) Sind alle Elemente von 8 zu Quadraten assoziiert, so ist für S* die leere Menge zu wählen. 
51) Die Restklassen aus 8 kennzeichnen wir im folgenden immer durch Querstriche. 
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Um die Bedeutung des Bewertungsbegriffs für die Theorie der geordneten Körper 
noch deutlicher zu zeigen, wollen wir jetzt die Definitionen und Sätze von $ 7 heranziehen. 
Es soll dementsprechend ein geordneter Körper & perfekt geordnet heißen, wenn er im 
Sinne von $ 7 perfekt ist hinsichtlich der durch die gegebene Ordnung O definierten 
Bewertung B,. Ferner sei der Begriff des reell abgeschlossenen Körpers wie üblich defi- 
niert. Dann gilt: 

Satz 23. Ein perfekt geordneter Körper 8 ıst dann und nur dann reell abgeschlossen, 
wenn der zu der vorgelegten Ordnung gehörige Restklassenkörper & = B,/p{” zum Körper 


aller gewöhnlichen reellen Zahlen isomorph ist, und wenn außerdem die Wertgruppe T', eine 
Wurzelgruppe darstellt, d. h. gleichzeitig mit einem Element «& stets auch ein der Gleichung 


nß=x& genügendes Element ß = — enthält. 


Die algebraische Theorie der reell abgeschlossenen Körper zeigt bereits, daß die 
Bedingungen von Satz 23 notwendig sind, und zwar unabhängig davon, ob $& perfekt 
oder beliebig geordnet ist). Um zu zeigen, daß unsre Bedingungen bei perfekt ge- 
ordneten Körpern auch hinreichend sind, verwenden wir den für die Theorie der reell 
abgeschlossenen Körper bekanntlich grundlegenden Satz: Der geordnete Körper & 
ist dann und nur dann reell abgeschlossen, wenn &(:) algebraisch abgeschlossen ist. — 
Wir behaupten also: Genügt der perfekt geordnete Körper 8 den Bedingungen von Satz 


23, so ist 8 — (if) algebraisch abgeschlossen. 

Zum Beweis nehmen wir an, es sei ®’ eine endliche normale Erweiterung von $, B 
bzw. B’ bedeute die — wegen der Perfektheit von Keinzige — Ausdehnung von B;auf &bzw. 
®%. Dann ist zunächst B/50 — B’/p’®, weil B’/’® eine algebraische Erweiterung 


von B/5(® darstellt, und weil B/5® offenbar zum Körper aller gewöhnlichen komplexen 
Zahlen isomorph und somit algebraisch abgeschlossen ist. Des weiteren muß die Glei- 


chung /’=T=T' gelten, weil nach $ 9 ein ganzzahliges Vielfaches jedes Elements 
von 7” zur Wurzelgruppe I’gehört. Wir bezeichnen nun mit &,, &, 8, den Zerlegungs-, 
Trägheits-, Verzweigungskörper von B’ über 8. Dann wird 8 = $,, weil B’ die einzige 
Erweiterung von B auf ® ist. Aus den Gleichungen B/50 = B/h'o, T’ = T folgt 
weiter 8 = 8, = ®,, und aus der Tatsache, daß der Körper Bo die Charakteristik 0 
besitzt, ergibt sich schließlich 8, = &. & und & sind also unbedingt identisch, d.h. 


8 ist algebraisch abgeschlossen 3). 
Ein einfaches Beispiel für perfekt geordnete Körper liefert eine von H. Hahn °%) 
zuerst untersuchte Körperklasse, die wir — im einzelnen von Hahn etwas abweichend ®) — 


52) Vgl. z. B. die in Anm.?) zuerst erwähnte Arbeit „A. S.“, S. 87/88 sowie S. 94, Satz 9. Vgl. ferner zu den 
weiteren Betrachtungen des Textes A. S., S. 90. 

53) Natürlich kann man mit den beim Beweise von Satz 23 benutzten Schlüssen ganz allgemein zeigen: Ein 
perfekt bewerteter Körper der Charakteristik 0 ist dann und nur dann algebraisch abgeschlossen, wenn der Rest- 
klassenkörper 8/p(0) der gegebenen Bewertung B algebraisch abgeschlossen ist, und wenn außerdem die Wertgruppe 
IT’ eine Wurzelgruppe darstellt. 

54) Vgl. die bereits in Anm. 1°) zitierte Arbeit „H“. 

55) Hahn konstruiert zunächst „vollständige“ (d. h. in einem naheliegenden Sinne „maximale‘‘) linear 
geordnete Gruppen I”, und zeigt dann, daß man diese Gruppen 7'* durch Einführung einer geeigneten Multi- 
plikation zu „Linearformenkörpern“ machen kann. — Die allgemeinen Potenzreihenkörper, mit denen wir in $12 
und $ 13 arbeiten, wurden zuerst von F. K. Schmidt eingeführt und untersucht, allerdings nur für den Fall reeller Ex- 
ponenten, was aber an ihren charakteristischen Eigenschaften weiter nichts ändert. Die Schmidtschen Unter- 
suchungen sind leider noch nicht veröffentlicht, so daß wir uns im folgenden hinsichtlich der genaueren Ausführung 
unsrer Skizze nur auf die Hahnsche Darstellung berufen können. 








F 
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folgendermaßen einführen: Es sei /’ irgendeine linear geordnete Gruppe. Dann bilden 
wir mit dem Symbol u formal alle ‚„Potenzreihen“ 
p(u) — es, un +8, ur + + ur ---, 

bei denen die e; beliebige reelle Zahlen bedeuten, während die &,,&gy.. 5, Ary... 
irgendeine wohlgeordnete, echt monoton wachsende Untermenge von /’ darstellen. 
Mit diesen Reihen kann man nun ebenso rechnen wie mit gewöhnlichen Potenzreihen, ins- 
besondere kann die Multiplikation nach üblichem Schema vollzogen werden, weil wie 
leicht einzusehen, zur Bildung jedes einzelnen Gliedes der Produktreihe stets nur endlich 
viel Glieder der einzelnen Faktoren herangezogen werden müssen. Die Reihe u® =1 
genügt für jedes p(u) der Gleichung u: p(u) = p(u), und es existiert zu p(u) + 0 
stets eine in üblicher Weise formal zu berechnende Reihe g(u) = p(u) ', die der Gleichung 
p(u) :q(u) = 1 genügt ®%). Das System aller Reihen p(u) stellt also einen Körper dar, 
den wir mit Sr bezeichnen wollen, da er offenbar durch /’ allein eindeutig bestimmt ist. 

Kr enthält vermöge der Festsetzung u® = 1 den Körper $, aller gewöhnlichen 


reellen Zahlen als Unterkörper. Erklären wir p(u) = e, u“ +: -(e, #0) immer dann 
für positiv, falls e, > 0, so erhalten wir eine Ordnung O von $r, deren zugehöriger Be- 
wertungsring ®, aus allen und nur den Reihen p(u) = e,:u* + - - - besteht, bei denen 


x,>20. Jede Klasse P des Restklassenkörpers 8 —= ®,/p(® enthält eine und nur eine 
reelle Zahl e, und es ist p dann und nur dann positiv in der durch O erzeugten Ordnung O 
von $, wenn e als reelle Zahl positiv ist. Man kann daher, wo es zweckmäßig erscheint, 


8 geradezu mit dem Körper $, identifizieren. 

Es läßt sich nun leicht zeigen, daß Str perfekt geordnet ist, und daraus folgt nach 
Satz 23 weiter: 

Kr ıst dann und nur dann reell abgeschlossen, wenn I’ eine Wurzelgruppe ist. 

Unser Ergebnis zeigt, daß die von Hahn unter vorwiegend analytischen Gesichts- 
punkten eingeführten Sr auch in der algebraischen Theorie der geordneten Körper 
eine ausgezeichnete Rolle spielen. Die Hauptbedeutung der allgemeinen ‚Potenzreihen- 
körper“ ergibt sich indessen erst aus rein bewertungstheoretischen Untersuchungen, die 
wir ım folgenden Paragraphen durchführen wollen, und bei denen wir auch die Perfekt- 
heit der Str als Nebenresultat erhalten werden. 


$ 13. Maximal bewertete Körper. 


Ist B eine Erweiterung der Bewertung B von $® auf den Oberkörper ®, so wollen 


wir B eine unmittelbare Erweiterung von B nennen, wenn beim Übergang von B zu B 
weder die Wertgruppe noch der Restklassenkörper vergrößert wird, d.h. wenn die Glei- 


chungen I’ = T'\, 8/50 = ®/p® gelten. Gibt es zu keinem einzigen echten Oberkörper 
tt von 8 eine unmittelbare Erweiterung von B, so wollen wir 8 hinsichtlich B maximal 
nennen 5”). Ist ferner der Oberkörper & von & hinsichtlich einer unmittelbaren Erweite- 


rung B von B maximal, so soll 8 kurz als ein hinsichtlich B maximaler Oberkörper be- 


zeichnet werden. 
Satz 24. Der Körper $ ist hinsichtlich der Bewertung B entweder selbst maximal, 
oder er kann in einen hinsichtlich B maximalen Oberkörper eingebettet werden. 


56) Vgl. H., $ 4, insbesondere S. 650#f. 

5”) Der Begriff des ‚‚maximal‘‘ bewerteten Körpers stammt von F. K. Schmidt, der ihn als erster bei spe- 
ziellen Bewertungen eingeführt, und zur erfolgreichen Behandlung des am Schlusse der Einleitung erwähnten „Struk- 
turproblems‘‘ benutzt hat. (Alles noch unveröffentlicht.) 
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Der Beweis von Satz 24 kann durch einen trivialen transfiniten Induktionsschluß 
erbracht werden, sobald gezeigt ist, daß die Mächtigkeit eines beliebigen bewerteten 
Körpers 8 unterhalb einer Schranke liegt, die nur von der Wertgruppe /’und dem Rest- 


klassenkörper 8 = ®/p‘® der gegebenen Bewertung B abhängt. Um nun die Richtig- 


keit dieser letzteren Tatsache nachzuweisen, konstruieren wir mit Hilfe von I’ und & 
einen allgemeinen Potenzreihenkörper 8* = $tr,g, der sich von dem Körper $r des 
letzten Paragraphen nur dadurch unterscheidet, daß als Koeffizienten an Stelle der ge- 


wöhnlichen reellen Zahlen die Elemente von ® benutzt werden. Wir behaupten dann: 


Satz 25. Der Körper 8 mit der Bewertung B läßt sich eindeutig umkehrbar (wenn 
auch nicht notwendig hinsichtlich der Körperoperationen isomorph) auf eine Untermenge 
M des Potenzreihenkörpers 8* = Sr,s abbilden. 


Zum Beweis wählen wir zu jeder Klasse @ von & einen festen Repräsentanten a 
aus 0 und bestimmen zu jedem Wert & aus /’in fl ein Element x, vom Werte & in /". 
Bezeichnen wir dann mit N, bzw. M, die Menge aller Elemente der Form a : x, bzw. 
a-u* aus 8 bzw. 8*, so kann und soll N, dadurch eindeutig umkehrbar auf M, abge- 
bildet werden, daß wir dem Element a - x, aus $ jeweils das Element a - u* aus &* zu- 
ordnen. Wir denken uns nun weiter die nicht zu N, gehörigen Elemente von $ in irgend- 
einer Wohlordnung a,, 4a, . . ., @x, . . . gegeben, und haben dann zum Beweise von Satz 25 
nur zu zeigen, daß man der Folge der a, Element für Element eine Folge von lauter ver- 
schiedenen nicht zu M, gehörigen Elementen b,,b,,...d:,... aus 8* gegenüberstellen kann. 


Bei der Konstruktion der Menge der b, benützen wir die folgenden Begriffe: Ist 
p(u) = c,ufı + cguXfr ++ c,U%e +: - eine Reihe aus &*, so nennen wir die Reihe 
Ps(u) einen Abschnitt von p(u), wenn p.(u) aus allen und nur den Gliedern c,u” von p(u) 
besteht, deren Index o der Ungleichung o < o bei fest vorgegebenem o genügt. Es sei 
nun eine Abschnittsfolge pP, Pa» --- Pr... aus * vorgelegt, d.h. eine wohlgeordnete 
Menge von Reihen p.(u), bei der für 7, < r, stets p, (u) einen Abschnitt von p.,(u) 
darstellt, so daß wir allgemein p (u) u: cur (o, <o, für 7,< T,) setzen können; 


bezeichnen wir dann mit o die obere Schranke ®%) der o,, so stellt p(u) - 5 c,u”* eine 


Reihe aus 8* dar, und zwar die „kürzeste“ Reihe, die alle p (u) zu Abschnitten besitzt. 
Wir wollen p die zur Abschnittsfolge p,, Pa - - - P, - - - gehörige Grenzreihe nennen. Be- 
deutet ferner p irgendeine Reihe von $*, so wollen wir unter xy(p) die Gesamtheit aller 
derjenigen Elemente aus /’verstehen, die größer sind als sämtliche in p(u) = 2 Gur(c +0) 


wirklich auftretenden Exponenten a,. (Dabei kann x(p) in die leere Menge x, entarten.) 
Wir können jetzt die Konstruktion der Menge der 5b, in Angriff nehmen; dazu setzen 
wir voraus, es seien füro < ralle b, bereits bestimmt, und setzen N, = (N, Ay -:-- do, - .) 
M = (My di ---d...)(a< Tr) Außerdem machen wir die folgenden (für M, 
trivialerweise zutreflenden) Annahmen: 1. M, enthält gleichzeitig mit einer Reihe p 
stets auch jeden Abschnitt von p. 2. Bedeuten g und g’ irgend zwei Elemente aus N., 
p und p’ die zugeordneten Elemente von M;, und ist p(u) — p’(u) =e-u +: (e +0), 
so stellt e-x, eine Approximation von q —g’ dar, d.h. es ist (in B) der Wert von 
q —g’ —e:x, größer als der Wert von g — g’. — Es ist nun zu zeigen: 

Ist %. + 8, existiert also das Element a,, so kann man a, ein nicht zu M. gehöriges 
Element b, aus ®* so zuordnen, daß die Menge M.+ı = (M., bz) die gleichen charakteristi- 
schen Eigenschaften 1 und 2 besitzt wie M.. 


5) D.h. die kleinste Ordnungszahl, die größer ist als alle o:. 
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Zur Konstruktion von 5, approximieren wir a, durch eine wohlgeordnete Menge 
aus N, und zwar nach folgendem Schema: Es gibt in M; sicher ein Element p, = aus, 
dessen zugeordnetes Element qg, =a x, aus N, eine Approximation von a, darstellt, 
also die Eigenschaft besitzt, daß der Wert von a, — g, zu %, gehört. Wir nehmen jetzt 
an, es sei für irgendein karten o in M; eine wohlgeordnete Abschnittsfolge p4, Pı, - - - Pe - 
(e< co) so bestimmt, daß der Wert von a, — g, stets zu x(p,) gehört, falls q, das dee 
Reihe p, zugeordnete Element aus %, bedeutet. Ist dann o eine Limeszahl, so bezeichnen 
wir mit p die durch die Abschnittsfolge der P, bestimmte Grenzreihe; ist aber o keine 
Limeszahl, also p,_, vorhanden, so wählen wir in $ das Element a x, so, daß es eine 
Approximation von a, — q,_, darstellt, und setzen p=p, ,+.«a:u”. Esgibt nun zwei 
Möglichkeiten: a) p gehört zu M., es existiert also zu pin N, ein zugeordnetes Element g. 
Dann muß, wie aus den für M, vorausgesetzten Eigenschaften 1 und 2 zu ersehen, der 
Wert von a, —q zu x(p) gehören. Wir können also p = p,qg = q, Setzen, und die 
Folge der p, durch Anfügung des Gliedes p, verlängern. b) p gehört nicht zu ®,. Setzen 
wir dann b,, = PM, = (M, p), so besitzt, wie sofort nachzuprüfen, die Menge 
M;+ı die gleichen charakteristischen Eigenschaften wie M,, wir haben also in p das ge- 
suchte Element b,.;ı gefunden. 

Unser Konstruktionsverfahren führt uns nun entweder schon früher zum Falle b), 
oder wir kommen schließlich zu einer Reihe p, für die x(p) gleich der leeren Menge x, 
wird. Dann aber muß für dieses p notwendig der Fall b) eintreten. Gäbe es nämlich 
zu p in N. ein zugeordnetes Element g, so könnte a, — q überhaupt keinen endlichen 
Wert besitzen. Es müßte daher a, — q = Ösein, d. h. es wäre a, = g gegen die Voraus- 
setzung schon in ®, enthalten. 

Wir können also von der gegebenen Menge M; stets unter Erhaltung der Eigen- 
schaften 1 und 2 zur Menge M,;ı aufsteigen. Ist ferner 7* eine Limeszahl, und sind für 
alle r< r* die Mengen M, bereits bekannt, so brauchen wir nur M,+ gleich der Ver- 
einigungsmenge aller M, (T< r*) zu setzen, und es besitzt dann auch M.« trivialer- 
weise die Eigenschaften 1 und 2. — Damit ist nach dem Schema der transfiniten In- 
duktion bewiesen, daß tatsächlich in S* eine Folge b,, ba, . . . d,.... der von uns gesuchten 
Art existiert. Die Richtigkeit von Satz 25 ist also gesichert, und dadurch ergibt sich nach 
den zu Beginn des Paragraphen skizzierten Schlüssen nachträglich auch noch die Richtig- 
keit von Satz 24. — Wir untersuchen jetzt noch näher den in Satz 25 benützten allge- 


meinen Potenzreihenkörper 8* = tra. 
8* besitzt eine ausgezeichnete Bewertung B* mit der Wertgruppe /’und dem Rest- 


klassenkörper 8, und zwar besteht der Bewertungsring ®* von B*, aus allen und nur den 
von negativen Exponenten freien Potenzreihen, und es ist allgemein der Wert der Potenz- 
reihe p(u) =c-u*+:--(c=#0) in B* gleich «©. Wir behaupten nun: 

Satz 26. &* ist hinsichtlich der Bewertung B* maximal. 


Es sei 8 ein Oberkörper von &*, B eine unmittelbare Erweiterung von B* auf $, 
a ein beliebiges Element aus 8. Zum Beweise von Satz 26 haben wir dann zu zeigen, daß a 
in * enthalten sein muß. Wir approximieren zu diesem Zweck a durch eine Abschnitts- 
folge P1, Pas - -- Por... aus K*, und zwar nach dem gleichen Schema, nach dem wir beim 
Beweise von Satz 25 das Element a, aus 8 unter Zwischenschaltung der Abschnitts- 
folge P1, Pa - - - Por... durch die Folge 91,9% --- ge... approximiert haben. Bei ge- 
nauerer Verfolgung der Approximation zeigt sich nun sofort, daß diesmal das Endergebnis 
gerade umgekehrt lautet wie beim Beweise von Satz 25. Damals mußte die Konstruktion 
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abbrechen, bevor wir auf eine Gleichung & =g =, stießen. Diesmal muß unsre 
Konstruktion notwendig schließlich auf eine Gleichung p, = p = a führen. Um das ein- 
zusehen, braucht man nur zu bedenken, daß der Körper $* einerseits gleichzeitig mit 
jeder Abschnittsfolge stets auch die zugehörige Grenzreihe enthält, und daß andrerseits 
in 8* jede Reihe p, durch Anfügung eines beliebigen Gliedes a - u* mit zu y(p) gehörigem 
x zu einer neuen Reihe ps+1 = ps + a : u* „verlängert“ werden kann. — Das skizzierte 
Konstruktionsverfahren zeigt also, daß tatsächlich jedes Element a aus & bereits dem 
Körper &* angehören muß. 


Die Sätze 24, 25, 26 legen die folgenden Fragen nahe: 
Es sei der Körper & mit der Bewertung B auf zwei verschiedene Weisen zu zwei 


Oberkörpern &, und $, erweitert, die hinsichtllich B oder, genauer ausgedrückt, hin- 
sichtlich den unmittelbaren Erweiterungen B, und B, von B maximal sind. Lassen sich 
dann $, und 8, stets isomorph so aufeinander abbilden, daß Sin sich selbst übergeht, 
und daß jedes Element ä, aus 8, in B, den gleichen Wert besitzt wie das zugeordnete 
Element @, aus &,in B,? — Unter welchen Bedingungen muß jeder hinsichtlich B maxi- 
male Oberkörper $ von & einen allgemeinen Potenzreihenkörper $* darstellen ? 


Wir wollen diese schwierigen Fragen, die für den Fall archimedischer Wertgruppen 
zuerst von F. K. Schmidt °”) allgemein formuliert und erfolgreich angegriffen worden 
sind, hier nur erwähnen. Dagegen soll noch in $ 14 als Abschluß unsrer Untersuchungen 
über perfekte Körper bewiesen werden, daß jeder maximale Körper notwendig perfekt ist. 


$ 14. Perfektheit der maximal bewerteten Körper. 


Satz 27. Ist der Körper & hinsichtlich der Bewertung B maximal, so ist er auch 
hinsichtlich B perfekt. 


Beweis indirekt ! Genügt & nicht den beiden Perfektheitsbedingungen von $ 7, 
so gibt es im Bewertungsring ®B ein unendliches Kongruenzensystem x =a, (A.) 
(r=1,2,...), das in ® keine Lösung besitzt, obwohl die Elemente a, der Verträglich- 
keitsbedingung a,, =a,, (Q.,) für jedes Indexpaar 7, > r, genügen. Dabei sind die 
a, entweder die sämtlichen Potenzen eines Hauptideals (a) oder die Glieder einer wohl- 
geordneten Primidealvielfachenkette; auf jeden Fall ist der Durchschnitt aller a, ein 
Primideal, das mit p* bezeichnet werden möge. 


Wir wollen jetzt mit Hilfe des gegebenen Kongruenzensystems einen echten Ober- 


körper 8 (u) von & konstruieren, auf den eine unmittelbare Erweiterung B von B 
möglich ist. Dabei unterscheiden wir zwei Fälle: 


1. Ist p(x) irgendein primitives Polynom aus ®[x], so kommt es niemals vor, 
daß für alle r die Kongruenzen p(a.) = (a.) gelten. — In diesem Falle wählen wir 


R = (u) als einfache transzendente Erweiterung von & und konstruieren B mit Hilfe 
der folgenden Überlegung: Nach der gemachten Voraussetzung und wegen der für die 
a, gültigen Verträglichkeitsbedingung gibt es zu jedem primitiven Polynom p(x) aus 
B[x] einen Index r, derart, daß die Kongruenzen p(a.) = p(a,,) #0 (a,,) für alle 
rt > r, gelten. Es haben also „für hinreichend großes r‘‘ die Elemente p(a.) aus & alle 
in B den gleichen Wert, und das gilt auch dann noch, wenn p(x) kein primitives Polynom 
aus ®[x], sondern ein beliebiges (von O0 verschiedenes) Polynom aus [x] darstellt; 
denn es kann ja jedes Polynom aus [x] durch Multiplikation mit einem Element aus 


Kin ein primitives Polynom aus ®[x] verwandelt werden. — Wir definieren jetzt B durch 
die Festsetzungen: 
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Der Wert von p(u) in B sei gleich dem gemeinsamen Wert, den für hinreichend 
großes r die Elemente p(a.) in B besitzen. Der Wert von In in B sei gleich der Differenz 
der bereits definierten Werte von p(u) und g(u). Man verifiziert mühelos, daß man so 
tatsächlich zu einer Bewertung B, und zwar zu einer unmittelbaren Erweiterung von 


B, kommt. 
2. Wir nehmen jetzt an, es gebe in ®[x] mindestens ein primitives Polynom p(x), 


das den Kongruenzen p(a.) =(O (a.) für alle rgenügt, und verstehen unter p*(x) = z Cn—iX 


ein Polynom niedrigsten Grades von dieser Art. Sind dann g,(z) und 9,(2) irgend zwei 
primitive Polynome aus ®[x] von niedrigerem als n-tem Grade, so ist gi(a;) = g:(a,,) 
#0 (a,) (T>r„i=1,2) für hinreichend großes r,, und daraus folgt weiter in Anbetracht 
der besonderen Natur der a,, daß auch g,(a.) : gg(a.) 0 (a,) (r >r,) für hinreichend 
großes tr, 2 r,. Es kann daher unmöglich in ®[x] eine Kongruenz p*(x) =qg,(X) ' 93(*) 
(p*) gelten, d.h. es muß p*(x) in ®[x] nicht nur absolut, sondern auch modulo p* irre- 
duzibel sein. 

Wir verstehen nun unter & eine einfache algebraische Erweiterung von ® durch 


eine Nullstelle u des Polynoms p*(x), stellen alle Elemente von 8 als Polynome g(u) 
von höchstens n-tem Grade in u mit Koeffizienten aus $ dar, und definieren dann für die 


Polynome g(u) die Werte in B nach genau dem gleichen Schema, wie wir es unter 1. be- 
nutzt haben. — Man verifiziert dann fast ebenso mühelos wie im Falle 1., daß tatsächlich 


eine unmittelbare Erweiterung B von B auf & entsteht. Nur ein Punkt bedarf diesmal 
einer etwas genaueren Untersuchung, und zwar der Nachweis, daß bei unsrer Wert- 
definition stets der Wert des Produktes gleich der Summe der Werte der einzelnen Fak- 
toren wird. 

Es seien g,(u) und g,(u) zwei Elemente aus 8. Um die Polynomdarstellung von 
9,(u) : g,(u) zu finden, hat man r(x) und g(x) in K[x] so zu bestimmen, daß g(x) höchstens 
den Grad n — 1 besitzt und der Gleichung g(x) + r(z) : p*(xz) = 9,(%) : 95(x) genügt; 
es wird dann g(u)=g,(u) : g,(u). Für Jedes a, ist nun in B der Wert von g(a.) + r(a.) : p*(a.) 
gleich der Summe der Werte von g,(a.) und g,(a.); wollen wir daher beweisen, daß in 


B der Wert von g,(u) : g.(u) der Summe der Werte von g,(u) und g,(u) gleich wird, so 
haben wir nur zu zeigen: In B besitzen für hinreichend großes ı die Elemente 
g(a.) + r(a.) : p*(a.) und g(a.) stets denselben Wert. Dabei dürfen wir uns, wie leicht ein- 
zusehen, beim Beweise noch auf den Fall beschränken, daß g,(x) und 9,(x) primitive 
Polynome aus [x] sind. 

Wegen der Irreduzibilitätseigenschaft von p*(x) ist unter dieser Voraussetzung 
q(z) gleich dem Produkt eines primitiven Polynoms g’(x) aus ®[x] mit einem nicht zu 
p* gehörigen Element aus $, und daraus erschließt man weiter mit Hilfe der Minimal- 
eigenschaft von p*(x) und der speziellen Natur der Ideale a, die Existenz eines r, derart, 
daß g(a,) 0 (a,,) für r > r,. Andrerseits ist, wie die Art der Berechnung zeigt, das 
in der Gleichung g(x) + r(x) : p*(x) = gqı(®) :93(x) auftretende Polynom r(x) gleich 
dem Produkt einer Potenz von co mit einem Polynom r’(x) aus ®[x], und wegen der 
Minimaleigenschaft von p*(x) kann c, als Koeffizient von 2” in p*(x) unmöglich 
durch p* teilbar sein. Aus den Kongruenzen p*(a,.) =0 (a.) (r=1,2,...) folgt daher 
für hinreichend großes r>r, 2 r, sicher r(a.) : p*(a,) =" r'(a.) : p*(a.) = (a,,), 
und dieses Ergebnis zeigt, daß für 7 > r, tatsächlich der Wert von g(a.) + r(a.) : p*(a:) 
stets gleich dem Wert von g(a.) wird. 
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Durch dieses Ergebnis ist auch im Falle 2. die Existenz der Bewertung B gesichert, 
wir haben also allgemein gezeigt: Ist 8 hinsichtlich B nicht perfekt, so ist 8 hinsichtlich 
B auch nicht maximal — und das ist gerade die Behauptung von Satz 27 in negativer 
Fassung. — Nach Satz 27 sind insbesondere die allgemeinen Potenzreihenkörper 7,5, 
also auch die geordneten Körper $r hinsichtlich ihrer ausgezeichneten Bewertung per- 
fekt. Damit ist die Lücke, die wir in $12 noch gelassen hatten, ausgefüllt. — Satz 27 
leistet aber noch wesentlich mehr als den Nachweis spezieller perfekt bewerteter Körper. 
Kombinieren wir nämlich Satz 27 und Satz 24, so ergibt sich: 


Satz 28. Ist Kein beliebiger Körper mit der beliebigen Bewertung B, so gibt es stets 
mindestens einen Oberkörper ® von &, der hinsichtlich einer unmittelbaren Erweiterung 
B von B perfekt ist. 


Satz 28 liefert meines Erachtens die Rechtfertigung für die ausführlichen Unter- 
suchungen, die wir über perfekt bewertete Körper angestellt haben. Er bildet daher 
einen passenden Abschluß der vorliegenden Arbeit. 





Eingegangen 27. August 1931. 
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Eine Bemerkung zur Determinantentheorie. 


Von K. Rychlik in Prag. 


Der Satz aus der Determinantentheorie !): „Stimmen zwei Zeilen (Spalten) einer 
(n, n)-reihigen (n >1) Matrix A überein, so ist die Determinante A| = 0“ wird im 
Falle, daß die Elemente der Matrix reelle oder komplexe Zahlen sind, als Folge des Satzes 
bewiesen, daß eine Determinante mit — 1 multipliziert wird, wenn man zwei Zeilen 
(Spalten) vertauscht. 

Durch Vertauschung der beiden übereinstimmenden Zeilen (Spalten) folgt näm- 
lich |A|= —|A|, d.h. |4|+!A4|=2/A| =(, woraus auf |A| =0 geschlossen 
werden kann. Dieser Schluß bleibt richtig, wenn die Elemente der Matrix A Elemente 
eines Körpers 8 mit der Charakteristik p # 2 sind. Im Falle, daß der Körper & die 
Charakteristik 2 hat, versagt dieser Schluß. Deshalb gibt H. Hasse für diesen Satz einen 
ganz allgemein giltigen Beweis, der den Laplaceschen Entwicklungssatz benützt. Doch 
auch im Falle der Charakteristik 2 kann der übliche Beweis leicht richtig gemacht werden. 

Man kann die Determinante einer Matrix X = (x;.), deren Elemente Unbestimmte 
sind, als eine ganze rationale Funktion der Unbestimmten x;; mit Koeffizienten aus dem 
Ringe R der ganzen rationalen Zahlen definieren. Ist X* eine Matrix, in der zwei Zeilen 
(Spalten) übereinstimmen, die Elemente im übrigen aber Unbestimmte sind, so ist 
‚X*| = 0 im Ringe, der aus dem Ringe R durch Adjunktion der Elemente der Matrix 
X* entsteht. Es ist also auch |X * =0 (mod 2). Daraus folgt, daß | X*| = O im Ringe, 
der aus dem Primkörper des Körpers $ mit der Charakteristik 2 durch Adjunktion der 
Elemente der Matrix X* entsteht, also auch im Ringe, der aus dem Körper $ mit der 
Charakteristik 2 durch Adjunktion der Elemente der Matrix X* entsteht. Ist A eine 
Matrix mit Elementen aus dem Körper $, in der zwei Zeilen (Spalten) übereinstimmen, 
so entsteht die Determinante |A| aus der Determinante |X* |, wenn man für die Ele- 
mente der Matrix X* die Elemente der Matrix A einsetzt. Es ist also auch A =. 





1) In der Bezeichnung schließe ich mich an die Höhere Algebra I (Sammlung Göschen 931) von H. Hasse an. 





Eingegangen 27. August 1931. 








Über den Einfluß der Verzweigtheit einer Algebroide auf 
ihre Wertverteilung. 


Von Egon Ullrich in Marburg a. d. Lahn. 





Einleitung. 

1. In dieser Arbeit wird die Wertverteilung algebroider Funktionen f(x) = z 
untersucht und dabei besonders der Zusammenhang zwischen der Wertverteilung und 
der Verzweigtheit der Funktion gegen die x-Ebene aufgedeckt !). Man versteht unter 
einer Algebroide eine Funktion, die sich über allen endlichen Punkten der x-Ebene alge- 
braisch verhält und eine feste Höchstzahl k von Zweigen hat. Mit & bezeichnen wir die 
k-blättrige Riemannsche Fläche, auf der die Funktion eindeutig ausgebreitet werden 
kann und die keinen überflüssigen Verzweigungspunkt enthält, mit %, das Teilstück 
dieser Fläche über dem Kreise |x| <r. Wir bilden die Summe aller Verzweigungs- 
ordnungen der Windungspunkte von &, (d.ı. A — 1 für einen Windungspunkt von 
) Blättern), 


(4) nal) = 2,1), 
und aus ihr nach dem in der Nevanlinnaschen Theorie ?) wohlbekannten Schema 
ıf da A 
(2) Nx{r) = | Inztt) = na) +7 nz(O) log r. 
0 


Durch diese Größe messen wir die Verzweigtheit von %. Bezeichne wie üblich 7(r, f) 
die Charakteristik der Algebroide f(x), so kann als Hauptergebnis der Theorie der Alge- 
broiden — soweit sie über die Theorie der meromorphen Funktionen (k = 1) hinaus- 
geht — der folgende Satz gelten: 

Verzweigungssatz: Die Wertverteilung einer k-deutigen Algebroide f(x) = 2, ge- 
messen durch die Charakteristik T(r, f), hängt mit der Verzweigtheit der Algebroide gegen- 
über der x-Ebene durch die Ungleichung 

(3) Ni(r) S2(k—1) Tr, ) +0) 
zusammen. 

Schreibt man also die Art der Verzweigtheit einer Algebroide vor, so macht man 
zugleich eine Vorschrift über das Wachstum der Charakteristik, also über die Wert- 
verteilung der Algebroide im allgemeinen. Funktionen, deren Charakteristik T(r, f) lang- 


!) Die Ergebnisse dieser Arbeit sind zuerst in einer vorläufigen Mitteilung im Anzeiger der Wiener Akademie 


d. Wiss. veröffentlicht worden (Sitzg. v. 29. 1. 1931). 
®) Für die mehrfach benutzten Begriffe aus der Theorie der meromorphen Funktionen vgl. R. Nevanlinna, 
Le th&oreme de Picard-Borel et la th&orie des fonetions m&romorphes. Paris 1929 (Collection Borel). Alles für den 


Zusammenhang wesentliche wird übrigens im folgenden dargestellt. 
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samer wächst als die Verzweigtheit Nx(r), gibt es auf der Fläche & nicht. Dies entspricht 
den bekannten Lückensätzen in der Theorie der algebraischen Funktionen, als deren 
Verallgemeinerung die Algebroiden angesehen werden können. 

Der Verzweigungssatz tritt neben die beiden Hauptsätze der Nevanlinnaschen 
Theorie, die kürzlich von Herrn Selberg?) auf Algebroiden übertragen worden sind. In 
seiner Arbeit stehen übrigens verwandte Formeln, nur fehlt die klare Scheidung der 
Verzweigungseigenschaften der Algebroide f(x) = z gegenüber der x-Ebene und gegen- 
über der z-Ebene (Verzweigungseigenschaften der Umkehrfunktion). Kombiniert man 
den Verzweigungssatz mit dem zweiten Hauptsatz, so folgt die Defektrelation in der 


Gestalt 


(4) 262) + Zu) s2H+8, 
wobei 
_ı% Nz(r) u 
(5) € 7; <2k 5; 


Wir erkennen jetzt: Wächst die Charakteristik einer Algebroide rascher als die Verzweigt- 
heit Nx(r), so wird, ganz wie bei meromorphen Funktionen, die Schranke in der Defekt- 
relation gleich 2. Anderseits kann aber, wie oben bemerkt, die Charakteristik nicht lang- 
samer wachsen als die Verzweigtheit. Dann und nur dann, wenn die Charakteristik asymp- 
totisch proportional der Verzweigtheit wächst, kann die Defektschranke größer als 2 und 
allenfalls höchstens gleich 2k ausfallen. Es ist also ein besonderer Ausnahmefall, daß die 
Schranke höher liegt als 2; muß es doch als unwahrscheinlich gelten, daß bei einer aufs 
Geratewohl herausgegegriffenen Algebroide die beiden Funktionen T(r, f) und Nx(r) 
gleich rasch wachsen; man könnte kurz sagen: Fast alle Algebroiden haben die Defekt- 
schranke 2 und daher höchstens zwei Picardsche Ausnahmewerte. 


Unser Ergebnis enthält die bisher bekannten Sätze von Selberg, daß die Defekt- 
schranke einer k-deutigen Algebroide 2%k ist, und von Remoundos ®), daß eine solche 
Funktion höchstens 2k Werte auslassen kann (Picardsche Ausnahmewerte). 


2. In dieser Arbeit wird die Theorie der Algebroiden im wesentlichen nach der 
sogenannten elementaren Beweismethode im Picardschen Ideenkreis im Anschluß an 
Borel und R. Nevanlinna aufgebaut (l. c.?2). Der zweite Hauptsatz wird dabei ähnlich 
bewiesen wie es in einer früheren Arbeit) des Verfassers geschehen ist: durch Ab- 
schätzung von Tr, f’), der Charakteristik der Ableitung zur gegebenen Algebroide 
f(x), nach oben und unten. Dieser Weg scheint den eigentlichen Kern der Methode am 
besten hervortreten zu lassen, und die Rechnung gestaltet sich auch noch etwas ein- 
facher als bei der ursprünglichen Nevanlinnaschen Beweisanordnung. Einige Fallunter- 
scheidungen werden entbehrlich; an ihrer Stelle bedarf es nur einer einfachen Anwendung 
des ersten Hauptsatzes. Die beiden Außenglieder der erhaltenen Hauptungleichung 


°) H. L. Selberg, Über die Wertverteilung der algebroiden Funktionen, Math. Zschr. 31 (1930), S. 709—728. 
Hierzu auch einige Noten von G. Valiron in den CR. acad. sc. 189 (1929). In diesen fehlt ein wesentliches Beweis- 
stück, das Valiron damals nur in Spezialfällen erhalten konnte: der Hilfssatz über die logarithmische Ableitung 
($7). Erst während der Drucklegung dieser Arbeit veröffentlichte er einen vollständigen Beweis: G. Valiron, Sur 
la derivee des fonctions alg&broides. Bull. soc. math. France 59 (1931), S.17—39. Diese Arbeit hat Beziehungen 
besonders zum letzten Teile der vorliegenden, ohne daß sie aber eines unsrer Resultate vorwegnimmt. 

4) Die älteren Ergebnisse über Algebroiden findet man zusammengefaßt in G. Remoundos, Extension aux 
fonctions algebroides multiformes du thöoreme de M. Picard et de ses gönsralisations. M&morial sc. math. 28 (1927). 
Dort auch ausführliche Literaturangaben. 

5) E. Ullrich, Über die Ableitung einer meromorphen Funktion. Sitzber. preuß. Akad. d. Wiss., Phys. math. 
Kl., 1929, S. 6592-608. Hierzu auch |. e. 12). 
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bilden den zweiten Hauptsatz. Die Berücksichtigung des Mittelgliedes 7(r, f’) aber 
liefert darüber hinaus die Sätze über die Ableitungsfestigkeit der Ausnahmewerte — 
nun auch bei Algebroiden — welche besagen: Hat f(x) einen endlichen Ausnahmewert, 
so hat jedenfalls die Ableitung den Ausnahmewert Null. Ähnliches gilt für den Ausnahme- 
wert ©. Hierbei ist es einerlei, welche der verschiedenen Ausnahmewertdefinitionen 
man zugrundelegt, wenngleich die Sätze am einfachsten sind, sobald man die Nevan- 
linna-Valironschen Definitionen benutzt, während bei Picard-Borelschen Ausnahme- 


werten etwas Vorsicht geboten ist. 


Inhalt. 


I. Hilfsmittel der Untersuchung. 
Algebroide Funktionen. — Die Poisson-Jensensche Formel. — Anwendung auf algebroide Funktionen. — Der 


erste Hauptsatz. — Die logarithmische Ableitung. 


II. Beweis der Hauptungleichung und des Verzweigungssatzes. 
Behandlung der Schmiegungsfunktionen. — Nullstellen und Pole bei Funktion und Ableitung. — Die Haupt- 


ungleichung. — Beweis des Verzweigungssatzes. 
III. Die Wertverteilung der Algebroiden. 
Der zweite Hauptsatz. — Diskussion des zweiten Hauptsatzes. — Defektrelation. — Lückensatz. — Typen 


algebroider Funktionen. — Beispiele. 

IV. Die Ableitung einer Algebroide. Ableitungsfestigkeit der Ausnahmewerte. 
Die Charakteristik der Ableitung einer Algebroide. — Nevanlinnasche Ausnahmewerte. — Valironsche Aus- 
nahmewerte. — Picard-Borelsche Ausnahmewerte. 


1. Hilfsmittel der Untersuchung. 

3. Algebroide Funktionen. — Man nennt eine Funktion algebroid über einem Ge- 
biete © der x-Ebene, wenn sie sich über jedem Punkte von © algebraisch verhält und 
eine für & feste Höchstzahl k von Zweigen hat. Wir sprechen dann auch kurz von einer 
k-deutigen Algebroide. Im folgenden sei ® die im unendlichen punktierte Ebene. An 
einer Stelle x gelten dann die Entwicklungen 


“ 1 
(5) fa) = (8-0) % Bla 0%), 
wobeii =1,2,..,5; J sk; 1sA; 24, =k; u, 20; P(0) #0 und Pit) eine reguläre 
Potenzreihe ihres Arguments i? sein soll. Wir untersuchen die Verteilung der Lösungen 
der Gleichung) 
1 


(6) fa) -—z=0, bzw -— =0 wenn 2 = w, 


f(x) 
für jedes feste, endliche oder unendliche z. Die Gesamtheit dieser Lösungen für ein be- 
stimmtes z nennen wir die Stellensorte z. Man spricht von einer r-fachen z-Stelle der 
Algebroide f(x), wenn sich die linke Seite von (6) für einen passenden Zweig aus 
i=1,2,...,7 als gleich 


x ı 

(7) (x — 0)’ B(a-aj?) 
mit positivem t darstellen läßt. 

Die Anzahl n(r, z) der z-Stellen von f(x) über dem Kreise |x| < r ist dann gleich 
der Summe aller zu z gehörigen positiven r, wofür wir gelegentlich in kaum mißverständ- 
licher Weise 

(8) n(r,2) = Zt 
schreiben werden. Dies soll auch bei verwandten Bildungen geschehen. 


6) Für 2 - ©o soll stets f— z durch a ersetzt werden. 


f 








er 


pt- 


en 
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Eine k-deutige Algebroide genügt einer algebraischen Gleichung k-ten Grades, 
deren Koeffizienten s,(x) in © meromorph sind: 


(9) Fey + HET + rs) = 0. 

Umgekehrt ist jede Lösung einer solchen Gleichung eine k-deutige Algebroide. Irre- 
duzibilität dieser Gleichung und Fortsetzbarkeit von f(x) in © — so daß jedes Element 
von f von einem beliebig vorgegebenen Elemente aus erzielt werden kann, ohne daß die 
Kurve, längs der fortgesetzt wird, © verläßt — bedingen sich gegenseitig. 

4. Die Poisson- Jensensche Formel. — Die Grundlage der Nevanlinnaschen Theorie 
der meromorphen Funktionen bildet die Poisson-Jensensche Formel, die es gestattet, 
eine meromorphe Funktion in jedem inneren Punkte x des Kreises |x| < AR darzu- 
stellen, wenn man 

a) ihre Werte auf dem Rande x = Rei? des Kreises und 

b) ihre Nullstellen «, und Pole ß, im Innern des Kreises kennt. Dann lautet die 
Formel (C eine reelle Konstante): 








27 
u 1 wo) Re® +2 “ — AuX 
(10) log f(e) = | log MR) m 2, Er Rx —,) 


— ß, S 
+ Slosnr 6) +iC. 
Ist x gleich einem «, oder ß,, so liefert sie auch das singuläre Verhalten der Funktion 
log f(x) an der betreffenden Stelle. 
Setzt man £= 0) und nimmt nur den Realteil von (6), so entsteht als Spezialfall 


die sog. Jensensche Formel: 





(1) 108 |HO)| = af log |/tren)ldp — leg. + 


lal<r öl<r 


Hier bedarf es einer besonderen Überlegung, wie die Formel zu modifizieren ist, 
wenn f(x)in x = 0 eine Nullstelle oder einen Pol hat. Man überzeugt sich leicht ?) davon, 
daß man dann nur formal in der linken Seite an Stelle von f(0) das erste Glied der Laurent- 
schen Entwicklung zu setzen hat; also wird die linke Seite dann gleich log |c| + plogr, 
woraus man den zweiien Posten nach rechts ziehen und in die Nullstellen- oder Polsumme 
nehmen kann: eine Nullstelle oder ein Pol im Nullpunkt ist also formal rechts zu berück- 
sichtigen, indem man |&| oder |ß| — gleich 0 — durch 1 ersetzt. 

5. Anwendung auf algebroide Funktionen. — Die beiden angegebenen Formeln 
gelten für eindeutige Funktionen; um sie auch für k-deutige ausnutzen zu können, be- 
achte man, daß man einer algebroiden Funktion stets leicht eine eindeutige Funktion 
zuordnen kann, nämlich 

(12) s(z) = Fila) ala) ((&), 
die in der Theorie der algebraischen Funktionen als die Norm von f(x) bezeichnet wird. 
Bis auf das Zeichen stimmt sie mit dem absoluten Gliede der Gleichung (9) überein. 

Man kann nun für s(x) die Poisson-Jensensche und die Jensensche Formel an- 
setzen. Doch bedarf es dabei einer kleinen Vorsicht: es können ja bei der Produktbildung 
(12) Nullstellen aus einem, Pole aus einem andern Zweige aneinander geraten und sich 
gegenseitig tilgen. Um vollen Aufschluß über die Algebroide zu erhalten, müssen wir 





p 
?) Man hat dazu die Jensensche Formel auf die Funktion g(x) ( ) f(x) anzuwenden, die beir= 0 von 


0,0 verschieden bleibt. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 26 
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darum übereinkommen, bei der Produktbildung zu s(x) keine Reduktionen vorzunehmen. 
Dies wird für die Formulierung des ersten Hauptsatzes — auf den wir jetzt hinzielen — 
von großer Wichtigkeit sein; eine Reduktion würde es mit sich bringen, daß die Größe 
T(r, f) zu klein ausfüllt. Der Leser wird sich vielleicht an diesen Punkt erinnern, nach- 
dem er den ersten Hauptsatz kennen gelernt haben wird. 

Endlich kann man noch das ne etwas anders schreiben: 


1 Re® + x Re® + x -1f Re® +2 
ALIEN et, - 3; [is hl m. log | {{Re®) | 0; 


und es liegt von hier aus nahe — um wieder den Integralmittelwert zu haben — die 
ganze Formel durch k zu teilen. Die Poisson-Jensensche Formel für eine Algebroide 
f(x) lautet also: 


Re? + x 1 R? — &,% 








ıy ER. [ io 
13) 210 NR 0 2 Eee) 
1 - Pr 
+7 PAlY Te 3, +iC, 


und die Jensensche Formel: 


2kın 
(14) Bo: |/(0)| = Ihr as log | f{re)| dd — —- BAT 2 PATE T 


ko. <r kp <r 
6. Der erste Hauptsatz. — Um ihn aus der Jensenschen Formel herzuleiten, hat 
man zunächst die in Nullstellen- und Polsumme herrschende Symmetrie auch im Inte- 
gralmittelwert zur Geltung zu bringen und dann zu beachten, daß der von den Polstellen 
herrührende Beitrag sich nicht wesentlich ändert, wenn man f durch f/ —a ersetzt. 
Dazu bilden wir mit R. Nevanlinna die Funktion 


log u = max (0, log u), 
für die die Rechenregeln gelten: 


- +4 
log u = logu — log E; 


a Fe + co  & + 
log, ws log |ui| + log j, log / [w | s log lu. 
1 =1 i=1 =1 


Wir benutzen sie, um das Integral aus der Jensenschen Formel zu zerlegen. 
Ist f(x) eine k-deutige Algebroide, so sei einerseits 


(15) 


%kı 
1 he 2 , log | 1 | 
(16) m(r, ey Bun ah Aue ha) Pr er 9; 
anderseits 
r : n(t, 2) — u D um. 2) _ 1 r 
AT)N(r, F = —) = - N(r, z af dt + er 


Die Größe m erfährt Beiträge von dort, wo f(x) nahe bei z liegt; sie heiße darum Schmie- 
gungsfunktion. Die Größe N dagegen erfährt Beiträge von dort, wo f(x) den Wert z an- 
nımmt, und ist ein Maß für die Anzahl dieser z-Stellen x;; sie heiße Anzahlfunktion. Wir 
werden öfter aus gewissen Anzahlen r(r) Anzahlfunktionen N (r) bilden; dies geschieht stets 


1 
nach dem Schema (17). Für z= «» ist / — z durch — zu ersetzen. 


f 











Ullrich, Verzweigtheit und Wertverteilung von Algebroiden. 203 


Unter Anwendung dieser Bezeichnungen läßt sich die Jensensche Formel (10) 
in die Gestalt 


: ; 1 1 ’ 
(18°) Nr) +m(n)= N, D + mtr, 1 +00) 
setzen ®). Ebenso hätte man, von der Algebroiden f — aan Stelle von f ausgehend, 
[20 1 1 nr 
(18”) N(r, zz 7 m(r, a = Nr, f-a)+m(r,f—a)+0O(l) 


erhalten. Nun haben aber f — a und f dieselben Pole; es ist also N(r, f —a) =\M(r, f). 
Und nach (15) gilt 


= 
m(r, — a) <m(r, f) +log|a| + log2 = m(r, f) + O1) 
und ähnliches unter Vertauschung von f und /f —a. Setzt man noch 


IWW 1 1 
(19) rn 1) = tm t) 
und trägt alles in (18”) ein, so ergibt sich als Folge der Jensenschen Formel 
1 
(20) en) = Tr +00). 


Herr Nevanlinna hat nun gezeigt, das für jedes nicht konstante, meromorphe f(x) die 
Charakteristik 7(r, f) eine monoton über alle Grenzen wachsende Funktion von r ist; 
ja man kann schließen, daß sie — als Funktion von log r aufgefaßt — sogar konvex In 
log r wächst (sog. Dreikreisesatz). Herr Nevanlınna benutzt dazu nur die Poisson-Jen- 
sensche Formel, und da wir diese ja auch für Algebroiden zur Verfügung haben, läßt 
sich sein Beweis und die obige Aussage über das Wachstum von Tr, f) unverändert auf 
Algebroiden anwenden. 

Durch diese Wachstumseigenschaft erst erhält die Formel (20) ihren Wert. Es 
kann geschehen, daß eine meromorphe oder algebroide Funktion einen gewissen Wert 
a gar nicht annimmt; dann fällt die Anzahlfunktion N (r, a) aus, und es muß die Schmie- 
gungsfunktion m(r, a) in die Bresche treten und umso stärker wachsen: Sie erfährt aus 
jenen Gebieten große Beiträge, wo f nahe bei a liegt. Nimmt also f den Wert a gar nicht 
an, so muß sich doch in relativ großen Gebieten — oder in kleineren Gebieten mit großer 
Heftigkeit — die Funktion f dem Werte a annähern. Wir werden später (im 2. Teil) 
nochmals auf diese Dinge zurückkommen. 

Das Ergebnis sei zusammengefaßt als 

Erster Hauptsatz der Nevanlinnaschen Theorie: Zu jeder algebroiden Funktion 
f(x) = z, die über der punktierten Ebene k-deutig ausgebreitet ist, gibt es eine konvex in 
log r über alle Grenzen wachsende reelle Funktion T(r, f), die Charakteristik von f, die als 
Maßstab der Wertverteilung von f(x) gelten kann; jedem Wert a gegenüber muß f(x) sich 
so verhalten, daß 


(20) N (r, 7) + m (r, >) = T(r, f) +01) 


erfüllt ist. Die Summe aus Anzahlfunktion und Schmiegungsfunktion ist von dem spe- 
ziellen Werte a unabhängig °). 


8) Wir benutzen hier die bekannte Landausche o, O-Symbolik; es soll f(r) = O(g(r)) bedeuten, daß der 


Quotient In für r — oo beschränkt bleibt, und f(r) = o(g(r)), daß er gegen 0 strebt. 
9) Selberg hat in seiner Arbeit, M. Z. 31, einen anderen Beweis des ersten Hauptsatzes gegeben und daran 
einige Folgerungen über die Beziehungen von T(r, f) zu den Charakteristiken der Koeffizienten sx(x) in Gleichung 


(3) geknüpft. Daraus folgt, daß f(x) genau dann eine algebraische Funktion ist, wenn T(r, f) = O(log r) gilt. 
26* 








204 Ullrich, Verzweigtheit und Wertverteilung von Algebroiden. 


7. Die logarithmische Ableitung. — Zum Schluß dieses ersten, einführenden Ab- 
schnittes wollen wir einen wichtigen Hilfssatz über die logarıthmische Ableitung 


d u 





nennen. Die Bemerkung, daß Bi Funktion oA wachse als f(x) selbst, war 
schon ein Hauptpunkt der Borelschen Theorie der ganzen Funktionen. In der Nevan- 
linnaschen Theorie tritt an ihre Stelle der Satz von R. Nevanlinna und Selberg: 


Ist f(x) eine algebroide Funktion und T(r, f) ihre Charakteristik, dann ist für alle r 
f 
m\r,— ) = O(logr T(r, f)), 
(r, 7) = Otlog r Tr, 1) 


ausgenommen höchstens eine Wertmenge von endlichem Gesamtmaß, wenn Tr, f) von 


unendlich hoher Wachstumsordnung ist, d. h. wenn 
log Tr, f) _ 


ro lgr 


Diesen Satz hat zuerst Herr Rolf Nevanlinna für meromorphe Funktionen ge- 
wonnen, indem er in der Poisson- Jensenschen Formel (10) nach x differenzierte und dies 
in der Definition (16) von m (r, 5) zur Abschätzung benutzte. Für algebroide Funk- 
tionen läßt sich aber die Poisson-Jensensche Formel (10) nicht ohne weiteres analog 
verwenden; in der Definition von m braucht man nämlich eine Schranke für 

k | pr \ kp 
log 7, während die Formel (9) nur eine Schranke für log | 3" | zu geben 
= Ja | »=1 


vermag. 

Herr Selberg hat diese Schwierigkeit in schöner Weise überwunden !P): Man be- 
trachte das vielblättrige Riemannsche Flächenstück, das über der Kugel? +? + =1 
als Bild von |x| < r entsteht, wenn man diesen Kreis erst vermöge 

w(z) = u + w = log f(x) 
über die w-Ebene, dann mittels stereographischer Projektion über die Kugel hin ab- 
bildet. Nach wohlbekannten differentialgeometrischen Formeln 4) ist sein Inhalt J(r) 
gleich 


Jr) = f f ur du dv 


Narr +u? + we dv= -/fa 4 ag (x) |” dr dy 
A (geiv) 
If * | floer) 


(+ log /(oe'r) |?) 











‚ododp. 


Hier ist <= r + = oel*. 
Man differenziere nun nach der oberen Grenze r und erhält 


2kı | f ie 
er) Li 1 e FA A 
Ein Eins {CH Tlog ine“? 


10) Selberg, H. L., Über eine Eigenschaft der logarithmischen Ableitung usw. Avhandlinger Oslo Akademi, 
Matem.-Naturw. Kl. 1929, Nr. 14 (1930). Hierzu Valiron 1. e.?). 
11) Vgl. z.B. Bianchi, Geometria differenziale I (1927), S. 113—114. 
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Hier gibt ein elementarer Hilfssatz, der die Größenbeziehung zwischen arithmetischem 
und geometrischem Mittel verallgemeinert, die Möglichkeit, den Logarithmus in der 
Weise unter das Integral zu ziehen, wie man es für die Definition von m(r, 7) braucht; 


er lautet 


Io lg, Inu dı\ > sn Fine hit) dt. 


Der Leser wird ohne Mühe erkennen, welche Möglichkeiten sich hier öffnen. Ein kleiner 


+ 
Umweg, der durch die Funktion log an Stelle von log notwendig wird, und die anschlie- 
ßenden Abschätzungen, die zum Ziele führen, bewegen sich in bekannten Bahnen, so 
daß ich darauf nicht einzugehen brauche. 


II. Beweis der Hauptungleichung und des Verzweigungssatzes. 


8. Wir werden jetzt, um die Hauptergebnisse der Theorie zu gewinnen, die Cha- 
rakteristik 7(r, f') der Ableitung von f(x) nach beiden Seiten abschätzen. Dies geschieht 


in drei Schritten. Der erste, in dem die Schmiegungsfunktionen m(r, f’) und m(r, 7) 


behandelt werden, verläuft ganz so wie im Falle k = 1 der meromorphen Funktionen, 
wo er bereits in einer früheren Arbeit des Verfassers (l. c.?)) ausgeführt ist!?). Trotzdem 
sei er der Übersichtlichkeit wegen hier nochmals wiedergegeben. Der zweite Schritt betrifft 


die Abschätzung der Anzahlfunktionen N\(r, f') und N(r, 7); sie ist bei Algebroiden 


zwar nicht prinzipiell schwierig, erfordert aber doch Aufmerksamkeit. Ein dritter Schritt 
bringt den Beweis des Verzweigungssatzes. 
9. Behandlung der Schmiegungsfunktionen. — Um Tr, f') nach oben abzuschätzen, 


bemerke man, daß wegen f = f- und der Regel (15) 


2) 7 = NN + me MSN) + m, + m(r, 7) 


gelten muß. 
Zur Abschätzung nach unten beachte man zuerst den ersten Hauptsatz, angewendet 


auf f’; danach ist (vgl. Formel 20) 
22) NM = Tr 5)+0m = Nr.) +m(n ;) +00). 


Um jetzt m(r, 7) weiter nach unten abzuschätzen, benutzt man ähnlich wie eben 


eine Hilfsfunktion g(x), setzt a: 2 ns ‚ und schließt mit Hilfe von (15) wieder 
Eee 
1 1 f 
23 m\r, —) Ss mir, — m\r, —). 
0) (2) nl 4) + mn) 


Für g(xz) wählen wir speziell ein Polynom in f(x) mit lauter verschiedenen Wurzeln 
A], Ay, ..., Ag, also 


(24) sa)= I -a)f -a) (Fa). 


12) Man vergleiche hierzu auch die Darstellung R. Nevanlinnas in der zweiten seiner Hamburger Vorlesungen, 
l. c.18) $. 365369. 
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Nun tragen wir aus (23) eine untere Schranke für m(r, +) in (22) ein und erhalten 
a 1 1 j 
(25) Iev,f)z N(r, 7) + m(r, ) _ m(r, 2) +0(1). 


1 " 
Wir wenden jetzt ein zweites Mal den ersten Hauptsatz an, um m(r, Er durch Größen 


auszudrücken, die sich auf f(x) selbst beziehen: 


(26) m(r, =) = Nir,g) — N(r, =) + mir,g) + O1). 


Nun hat g(x) dort und nur dort einen gp-fachen Pol, wo /(x) einen p-fachen Pol hat, 
dort und nur dort Nullstellen, wo f(x) seine a,-Stellen hat; endlich gilt 


(27) m(r,g)Zg mir, f) +0). 
[In der Tat: Nach (24) gilt identisch 


Ist a = max |a;|, so folgt für alle Werte x, für die |/(x)| > 2a gilt, aus dieser Identität 
sofort 


a) <2'-|gle)l. 
Nun schätze man g : m(r, f) ab, indem man das Integral zerlegt — je nachdem | /(z)| <s 2a 
_ oder > 2a ist — und dann in diesem zweiten Integral die eben gefundene Schranke 
für |/|? verwendet; so folgt 
2kn 


mr, 1 = 31 | 10g |Hreir)| dg 


2kn 


2kn 
+ ' 1 + tee 
= 2 [iog frei) \dp + 515 [ log | fire”) "ap 


0 f/<2ı 0 f>2a 
r 
<glog2a +glog2 + mir, g), w. z. b. w.] 
Nach diesen Bemerkungen folgt aus (26) 


q 
(28)  m(r, > g:N(r,f) — I’ Nlr,a;) +9: mir, f) + O1) 
ı=1 
= I mtr, a) + Od). 
i=1 


Nun haben wir noch m(r, —) zu behandeln; da die a; sämtlich verschiedene, 


endliche komplexe Zahlen sind, gilt die Partialbruchzerlegung 


und daher ist nach (11) 





m(r, E)s ml FI+ lol 


Tragen wir dies und (28) in die Formel (25) ein, so erhalten wir schließlich als 
Abschätzung von T(r, f) nach unten die Formel: 
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=] 


(29) T(r, f) 2 y (r, =) +N (r, 7) bu P) m(r, ) +01). 


1 


10. Nullstellen und Peie bei Funktion und Ableitung. — Wir haben in der 


vorigen Nummer nur die Schmiegungsfunktionen m(r,f') und m (r, ;.) abgeschätzt; 


jetzt werden wir uns den Anzahlfunktionen N (r, f') und N(r, 7") zuzuwenden haben. 


Wir beginnen mit einigen Bezeichnungen, die uns das Folgende erleichtern mögen 
und kürzeren Ausdruck gestatten. Die algebroide Funktion f(x) = z ıst über der x-Ebene 
k-deutig, oder auf einer wohlbestimmten k-blättrigen Riemannschen Fläche über der 
x-Ebene eindeutig; diese Fläche heiße &. Unsre Algebroide bildet sie eineindeutig ab 
auf eine unendlich vielblättrige Riemannsche Fläche 3, auf der wieder die Umkehr- 
funktion 9(z) = x eindeutig ist. Die Ableitung f’(x) ist wieder eindeutig auf X und 
bildet sie auch auf eine unendlich-vielblättrige Riemannsche Fläche ab, die wir mit 
3° bezeichnen. 

Alle Punkte einer Fläche 3 mit derselben Koordinate z bezeichnen wir als die 
Stellensorte z,; mit demselben Ausdruck bezeichneten wir aber auch schon die Gesamt- 
heit aller Bildpunkte auf der Fläche &, die jenen Punkten durch f(x) = z und seine 
Umkehrung g(z) = x eineindeutig zugeordnet sind. Mißverständnisse werden kaum 
zu befürchten sein, da an jeder Stelle unserer Betrachtung klar hervorgeht, ob wir auf 
der Fläche 3 oder der Fläche & arbeiten. 


Wir nehmen uns vor, die Verzweigungseigenschaften der drei Flächen 3, 3’, & 
in ihrer gegenseitigen Beziehung zu untersuchen. Sei r eine /-fache (4 2 1) Stelle der 
Fläche &, in der /(x) einen endlichen Wert a annehme, und zwar r-fach (r 2 1) in dem 
Sinne, den wir in $3, Formel (7) festgelegt haben. Dann gelten die Entwicklungen: 


(30°) fa)=a+tb@-D’ +, 
(30°) fe)=-Zbe-° +--- 


Nun sei zunächst f(x) eine meromorphe Funktion, also durchweg 4 = 1; hier inter- 
essiert uns nur der Fall, daß f(x) eine mehrfache Stelle habe, also r > 2, und spezieller 
der, wo sogar > 2 ist; dann sagen uns die Entwicklungen: Hat f(x) eine mehrfache 
Stelle, oder 3 eine Verzweigungsstelle in der endlichen Stellensorte a, so enthält die 
Sorte O0 von 3’ wieder eine (r — 1)-fache (Verzweigungs-) Stelle. Beim Übergang zur 
Fläche 3° wandern also die Verzweigungsstellen aus allen endlichen Sorten in die 
Sorte 0. 

Etwas anders liegen die Dinge, wenn f(x) eine Algebroide sein kann. Dann wandern 
nur die Verzweigungsstellen aus endlichen Sorten von 8 in die Nullsorte von 3’, wo 
t> 4, oder m. a. W. jene Stellen, wo bei der durch f(x) = z vermittelten eineindeutigen 
Zuordnung der Flächen X und 8 die Verzweigtheit von X nach 3 wächst. Ist dagegen 
T<4,d.h. sinkt die Verzweigtheit bei der Abbildung von & nach 3, so bedeutet (30) 
keine Nullstelle sondern eine Polstelle von f(x): alle jene Stellen der Fläche 3 wandern 
in die Sorte © von 3’, die Bilder einer stärker verzweigten Stelle der Fläche & sind. 
Dies konnte bei einer meromorphen Funktion nicht eintreten. Der Fall r = A ist für 
unsre Betrachtung ohne Belang. 

Endlich haben wir noch die Polstellen von f(x) selbst zu betrachten. Mit den obigen 
Bezeichnungen r, A, bestehen da die Entwicklungen: 
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’ 1 — — T > m. ®@ 
(31) Tea + 
" E _ - 


Jeder r-fachen Polstelle von 3 entspricht also auch auf 3’ eine Polstelle, und zwar eine 
(r + A)-fache, wenn jene Bild einer A-fachen Stelle r von & war. 


+ 
Wir bezeichnen jetzt — ähnlich wie früher mit log u — mit u" die nicht kleinere 
der Zahlen 0 und u und bilden dann im Anschluß an obige Betrachtung die Anzahlen: 


nı (r,f) = Z(r —- A)* Summe aus allen den Werten rt, r, A, 
(32, au (= FA - rt)" wo |£| <r und f(r) endlich ist, 
nımlr, f) = Li Summe aus allen Werten r, A, 
wo |r| <r und f(r) = ® ist. 


Dann ist — nach bekanntem Übergang von den Anzahlen n zu den Anzahlfunktionen 
N (vgl. Formel 17) — 


1 
(33) nn) = Ni D; 
Nr, f) = Mr, f) + Nulr, f) + Nufr, f). 
11. Die Hauptungleichung. — Für N(r, f) kann man leicht eine Schranke an- 


geben. Die folgenden Summen seien über alle angegebenen Stellen erstreckt, welche 
über dem Kreise | x] < r liegen. Wegen r 21 (vgl. Formeln (6) und (8)) folgt dann aus 


n(r,f) =n(r, f) + nm(r, f) + nur, f) 
- Nte+4) +Na-n* 


ID=& KE)+@ 
S > (r+1) + N’ (a -1). 
Ie)=® 


Hier ist die zweite Summe zunächst nur über die Verzweigungsstellen zu erstrecken, 
welche schon in zır und zııı eingehen. Man vergrößert aber nur noch mehr, wenn man 
hier überhaupt alle Verzweigungsstellen nimmt. Die Summe, die dann entsteht, ist 
gerade die in der Einleitung genannte Größe nz(r), die Summe der Verzweigungsord- 
nungen des Teilstücks X, von &. Es ist allgemein üblich geworden, mit n(r, f) die Zahl 
der Polstellen schlechthin, ohne Rücksicht auf Vielfachheit, zu bezeichnen. Unter An- 
wendung dieser Bezeichnungen gilt also, wenn wir gleich zu den N übergehen, 

(34) Ne, P) < Nr, f) + Nr, f) + Nxtr) 

<2N(r, f) + Nafr). 

In Nr. 19 geben wir einige Beispiele zu diesen Abschätzungen. 

Das Ergebnis unsrer Überlegungen fassen wir aus den Ungleichungen (21, 29, 33, 
34) zusammen als 

Satz I (Hauptungleichung): /st f(x) eine k-deutige algebroide Funktion und f’(x) 
ihre Ableitung, so gelten für deren Charakteristik T(r, f') die zweiseitigen Abschätzungen: 


q q . 
& m(r ", + a6 :) "— m(r, I) +00) 
(35) < T(r, f') 
SNnP) + mtr, + m(r, 7). 


Die a; sınd qZ1 endliche, untereinander verschiedene komplexe Zahlen. 





leer 


3 
j 
iR 
4 
3 
4 
£ 





al 


h 














Ullrich, Verzweigtheit und Wertverteilung von Algebroiden. 


Ferner ist 
(36) Nrf)ENn MD + N) + Nix) 
S2N(r, f) + Nxfr), 
also jedenfalls 
(35°) Fr) S 270, 1) + Nah) +m(r, 
Endlich gelten für die Schmiegungs funktionen der logarithmischen Ableitungen / r E nach 


dem Satze von Nevanlinna-Selberg ($ 12) Wachstumsschranken der Form O (log r T(r, f)) — 
im Falle unendlich hoher Ordnung für alle r bis auf eine Wertmenge von endlichem Ge- 
samtmaß auf der r-Achse, im Falle endlicher Ordnung ausnahmslos und schärfer O (log r). 

Die Hauptungleichung zeigt symmetrischen Bau: Links erscheinen endliche Stellen- 


sorten; N(r, ) enthält alle die algebraischen Verzweigungsstellen von 3, deren Viel- 


fachheit bei der Abbildung von & nach 3 wächst. Es liegt nahe, in den Schmiegungs- 
funktionen m Repräsentanten der nicht-algebraischen Verzweigungsstellen zu erwarten. 
Rechts erscheint ähnlich die Stellensorte oo und jene Verzweigungsstellen, die beim 
Übergang von & nach 3 an Vielfachheit eingebüßt haben, oder sogar in schlichte 
Stellen abgebildet wurden. Um diese Ergebnisse ausnutzen zu können, müssen wir noch 
die Größe Nx(r) näher betrachten. 


12. Beweis des Verzweigungssatzes. — Es handelt sich hier darum, einen Über- 
blick über die Häufigkeit der Stellen zu gewinnen, wo eine Algebroide gegen die x-Ebene 
verzweigt sein kann. Hierzu könnte man die Diskriminante 


Dia) = U (file) — Fila)? 1sı<jısk 
heranziehen. Wenn nämlich für einen Wert x zwei Zweige denselben Wert annehmen — 
und das muß jedenfalls in allen Verzweigungsstellen von X eintreten — dann verschwindet 
wenigstens ein Faktor; trotzdem braucht D(x) dann noch nicht zu verschwinden; es 
könnte ja ein anderer Zweig für dasselbe x einen Pol aufweisen, der das Verschwinden 
eines Faktors ausgleicht. 

Um dies auszuschalten, bedient man sich eines klassischen Kunstgrifis: Die Fläche 
X ist nur über abzählbar vielen Stellen x; der «-Ebene verzweigt und nimmt für diese 
x; mit allen ihren Zweigen höchstens abzählbar viele verschiedene Werte an. Sei z. B. 


v ein von allen diesen verschiedener Wert, so ist 
1 


—_v 





a 


über allen x; polfrei; für sie bilden wir nun die Diskriminante — analog wie oben für 
/ — und bezeichnen sie mit d(x). 

Endlich bemerke man: Wenn g(x) an einer A-fachen Stelle r von & einen end- 
lichen Wert a r-fach annimmt, d.h. wenn 


sa) =a+tbe —- d’+---, 
dann erfährt daraus die Diskriminante d(x) mindestens eine 


(7)-5:2=-0-0-: 


-fache Nullstelle. Aber nicht alle Nullstellen von d(x) sind von solcher Art: es kann 
vielmehr eine Nullstelle auch durch eine „zufällige‘‘ Übereinstimmung der Werte zweier 


Zweige von g(x) über einer Stelle x zustandekommen; zufällig im Gegensatz zu der 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 27 
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zwangläufigen Übereinstimmung, wie sie durch Verzweigungsstellen der Fläche & be- 


dingt wird. Daher ist wegen r >1 
1 
nz(r) - ya —1) 9% (A -1):<ulr, —). 
Um zu den N überzugehen, müssen wir durch % teilen, das links in die Definition von 


Nx(r) eingeht, rechts aber ersichtlich bleibt, weil ja d eine meromorphe Funktion ist 
und da die Definition (17) nur k = 1 enthält. Es folgt dann 


(37) Ner)st N(r, I). 


Nach Definition ist die Größe m(r, 2) nicht negativ; es muß darum nach dem 


ersten Hauptsatze (20) 


3) Nr) Ne,d) + mtr,d) + 001) = Tlr,d) + 00) 
bestehen. 
Jeder einfache Pol von g wird höchstens einen 2(k — 1)-fachen Pol von d veran- 
lassen; da d ganz in g ist, folgt 
n(r,d) <2(k — 1) n(r,g) 
und ähnlich wie oben 


(38) 2 Nir,d) Sk 1): Nir,g). 


Zur Abschätzung des m(r,d) wende man erst die Produkt-, dann die Summen- 


-- 
regel (15) für den log an und erhält 


+ + 
log |d| < log |g; - 5;| 


i+7 
+ + AR, 
s 2 {log |g;| + log |g;| + 1og2} = 2(k —1) S’log|gi| + k(k —A)log2, 
i$j i=1 
weil jedes g, in genau 2(k — 1) Linearfaktoren der Diskriminante d erscheint. la- 


her gilt 


> k 
eo) un J Slöglaıldy + (k-1)log2 
= 2(k — 1) m(r,g) + (k — 1) log 2. 

Indem wir nun (38 bis 38”) zusammenfassen, erkennen wir: 

1 
(39) 
weil bekanntlich die Charakteristik invariant (bis auf O(1)) gegen lineare Transformationen 
von f ist 1?). (37) und (39) zusammen ergeben den 


Satz II (Verzweigungssatz); Die Wertverteilung einer k-deutigen Algebroide 
f(x) = 2, gemessen durch die Charakteristik T(r, f), hängt mit der Verzweigtheüt der Alge- 
broide gegenüber der x-Ebene durch die Ungleichung 

(40) Nx(r) s2(k — 1) T(r, f) + 0(1) 


zusammen. 


N(r, <2k -1)T(r,g) + (k -A)log2 <2(k — 1) Tlr,f) +0), 


13) Diese Tatsache gilt auch für Algebroiden, da wir ja die Charakteristik einer Algebroide als die einer zu- 
geordneten meromorphen Funktion definiert haben. Vel. 1. e.2) S. 14. 
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Einige Folgerungen aus dem Verzweigungssatze haben wir schon in der Einleitung 
angegeben. Es soll jetzt im Zusammenhang mit der Diskussion unserer Ergebnisse 
darauf eingegangen werden. Aus der Hauptungleichung zusammen mit dem Verzwei- 
gungssatz folgen leicht eine ganze Reihe wichtiger Sätze über die Wertverteilung und 
die Ausnahmeeigenschaften der algebroiden Funktionen und zugleich auch über die 
Verzweigungseigenschaften der Riemannschen Flächen &% und 3, 3’: so der sog. zweite 
Hauptsatz, die Sätze von Picard und Picard-Borel mit ihren Verallgemeinerungen 
von Remoundos, die Nevanlinnaschen Defektrelationen und endlich die Sätze über das 
Wandern der Ausnahmewerte beim Übergang zur Ableitung (oder von der Fläche 3 zur 
Fläche 3’); diese Sätze lauten ganz parallel zu dem in $ 10 dargelegten Verhalten 
der mehrfachen Stellen von f(x) bzw. der algebraischen Singularitäten der Umkehr- 
funktion. Wir gehen nun dazu über, die wichtigsten Folgerungen der Hauptungleichung 


zu entwickeln. 


III. Die Wertverteilung der Algebroiden. 
13. Der zweite Hauptsatz. — Der zweite Hauptsatz ergibt sich aus der Haupt- 


ungleichung (35), indem man das Mittelglied 7(r, f') außer acht läßt. Er nimmt seine 
einfachste Gestalt an, wenn man beiderseits noch 


2 Nr, f) + m(r, f) —- Nr, f) 
addiert und endlich die Größen m(r, na —) sowie O(1) auf einer Seite sammelt; sie bilden 


für den Satz, der eine Wachstumsaussage enthält, nur ein Restglied S(r), das im allgemeinen 
wesentlich langsamer wächst als Tr, f). 
Wir fassen noch die Summe 


(43°) 2 N D + Nr 5) - NN 


zusammen und bezeichnen sie mit Ng3_z(r, f). Die entsprechende Anzahl ng_x(r, f) er- 
gibt sich — wie man sich aus (32, 33) sofort überzeugt — als 


(43”) n3-r, = 2, M, 


wobei alle Stellen r zu berücksichtigen sind, für dier — A + 0 ausfällt, sei es nun positiv 
oder negativ; in jedem Kreise |r|< r sind das nur endlich viele Stellen; die ange- 
schriebene Summe existiert also für jedes r. 

Was bedeutet diese Größe ? Sie mißt den Überschuß der algebraischen Verzweigt- 
heit der Fläche 3 gegen die der Fläche &. Es ist auch möglich und liefert ein anschauliches 
Ergebnis, sie zu zerlegen in die algebraischen Beiträge von 3 und & für sich; die Sätze, 
die sich im Falle k= 1 (meromorphe Funktionen) ergeben haben, und auch die früher 
angegebene Schranke (36) für die rechte Seite der Hauptungleichung empfehlen es, dabei 
so zu zerlegen: 

ng-ı(r, f) = Z(t—-1i1 —-A+1)= 
(43’”) = Ir —1) - Zi —1) 
ng(r, f) —nz(r). 
Wir geben danach den zweiten Hauptsatz in zweifacher Gestalt: 

Satz III (Zweiter Hauptsatz): /st f(x) eine k-deutige algebroide Funktion und sind 
2, 29...,29 Q Z 1 untereinander verschiedene, endliche oder unendliche komplexe Zahlen, 
so muß die Wertverteilung von f(x) gegenüber den Werten z; den Ungleichungen genügen: 


e 1 
(44') Im(n,_,)+ Nm S2T, N + SW), 


i=1 
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oder 
mtr.) + Na S2 Tr, N + Natr) + Si). 


Hier sind die Ng_z(r, f), Na(r, f) und Nx(r) Anzahlfunktionen über die Anzahlen 
aus allen Verzweigungsstellen der Flächen 3 und X&, wie sie genau durch (43’’) und (43'”) 
und Formel (17) festgelegt sind. 


Das Restglied 
so - ml 7)+ Zmla;l,) om 
zi+® u 
(der Posten vor der Summe tritt nur auf, wenn eines der 2; unendlich ist) genügt nach dem 
Satze von Nevanlinna-Selberg der Schranke 
0 (log r Tr, f)); 

ist T von endlicher Wachstumsordnung, so gilt sogar O (log r) ausnahmslos; ist es aber von 
unendlicher Ordnung, so gilt obige Schranke für alle r bis auf eine Wertmenge von endlichem 
Gesamtmaß. 

Endlich ist nach dem Verzweigungssatze 

(45) Nix(r) = 2(k —- 1) Tr, f) + O0), 
ohne daß es aber diese Schranke wirklich zu erreichen braucht. 

14. Diskussion des zweiten Hauptsatzes. — Die nächstliegende Folge des zweiten 
Hauptsatzes ist: Eine Algebroide mit k Zweigen kann höchstens 2k Werte z,,..., 22x ganz 
auslassen. In der Tat muß dann — wegen N(r,2;) =0 — bis auf ein O(1) die Schmie- 
gungsfunktion m(r, 2;) mit der Charakteristik T übereinstimmen (Erster Hauptsatz). 
Die rechte Seite von (44”) ist wegen (45) höchstens gleich 
und daraus liest man die Behauptung ab. Es liegt damit eine Verallgemeinerung des 
Picardschen Satzes vor, indem dieser von der Annahme der Eindeutigkeit befreit wird. 
Es gibt Funktionen mit genau 2k Ausnahmewerten. Dieser Satz stammt von Remoundos. 

Um Genaueres auszusagen, setzen wir 

. „ -i En ‚2:) 

(47) ö(2:) = lim 76,9” 1 — lım Tr)‘ 

Der zuletzt angeschriebene lim N: T kann dann als ein Maß der Dichte (obere Dichte) 
der Verteilung der z;-Stellen in der Umgebung der wesentlichen Singularität gelten. 
Dann folgt bei Unterdrückung von Nz(r, f), das ja nicht negativ ist, und Beachtung 
von (46) durch Grenzübergang 


(48) ZN) Sk, 


zunächst für ein bestimmtes qg 21. Es kann daher nur endlich viele Werte z; geben, 
für die der Defekt der Dichte, ö(z;), über einer vorgegebenen positiven Zahl liegt, und 
weiter nur abzählbar viele z;, für die er überhaupt positiv ist. Man hat also in der Reihe 
aller Defekte ein Musterbeispiel für eine konvergente Reihe mit positiven Gliedern. 

Wir erkennen damit: Von den beiden Posten m und N, die die Charakteristik zu- 
sammensetzen, ist im allgemeinen die Anzahlfunktion N der ausschlaggebende; für 
höchstens abzählbar viele Werte liefert auch die Schmiegungsfunktion m einen erheb- 
lichen Beitrag; man wird solche Werte füglich als (Nevanlinnasche) Ausnahmewerte 
bezeichnen dürfen. Sie haben positiven Defekt. 

Man kann aber eine noch etwas elegantere Aussage aus dem zweiten Hauptsatze 
herauslesen, der ich mich jetzt zuwende. 
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Wir bezeichnen: 
_% Na(r, f) _% Ni(r) . 

er + Bu 7 
mit großen griechischen Buchstaben soll hinfort stets der entsprechende lımes superior be- 
zeichnet sein. Diese Größen können als ein Maß für die Dichte der algebraischen Ver- 
zweigungsstellen angesehen werden, die auf den Flächen 3 und & auftreten. Es ist 
nützlich, schon hier zu bemerken, daß dieser Dichtebestimmung durchaus ihre Ent- 
stehungsgeschichte anhaftet: daß nämlich eine ganz bestimmte Funktion f(x), die auf 
der Fläche & eindeutig ist, die Fläche 3 als deren eineindeutiges Bild erzeugt hat. 
Dies ist besonders für die Dichte & von Belang: man kann ja die Riemannsche Fläche 
X als etwas a priori gegebenes ansehen; auf & werden sehr viele eindeutige Funktionen 
existieren. Für jede einzelne von diesen Funktionen wird die Dichte &£ der algebraischen 
Verzweigungsstellen von & einen anderen Wert erhalten können. 

Eine ganz ähnliche Schlußweise wie oben führt uns Jetzt zu dem 

Satz IV (Defektrelation !*): Jede algebroide Funktion f(x), die auf einer k-blättrigen 
Riemannschen Fläche %& eindeutig ist, nimmt dort alle Werte z gleich oft an ın dem Sinne, 


daß die Verteilungsdichte lim N(r,2) : T(r, f) für alle z denselben Wert 1 hat — aus- 
genommen höchstens abzählbar viele (Nevanlınnasche) Ausnahmewerte 2,24. .,2iy- ++, 
für welche die Verteilungsdichte den Wert 1 um eine positive Größe ö(z;) unterschreitet. 

Unter Berücksichtigung der Verteilung der Verzweigungsstellen der Fläche %, wıe 
sie durch &, und der mehrfachen Stellen von f(x) oder der algebraischen Verzweigungsstellen 
der Bildfläche 3, wie sie durch © gemessen wird, genügt die Summe aller Defekte ö(z,;) der 
Defektrelation 


(50) „2 Iz) +°s2+E. 
Endlich gilt für & die Schranke (wegen 45) 
(51) E<2k —2. 


15. Sei eine Fläche & fest gegeben. Ich will die Gesamtheit aller auf ihr eindeutigen 
Funktionen betrachten, also eine gewisse Teilmannigfaltigkeit der k-deutigen Algebroiden 
über der x-Ebene. Die Verteilung der Verzweigungsstellen von & liegt fest, also auch 
Nz(r); aus Formel (45) folgt dann unmittelbar der 

Satz V (Lückensatz): Funktionen, deren Charakteristik T(r, f) langsamer wächst 
als Nx(r), existieren auf der Fläche & nicht. 

Dieser Satz kann als Analogon einer Gruppe von Sätzen aus der Lehre von den 
algebraischen Funktionen gelten ®). Auf einer Fläche £ vom endlichen Geschlechte p 
fehlen i. a. Funktionen mit gewissen niedrigen Anzahlen von Polen. Am einfachsten ist 
hier der Weierstraßsche Lückensatz über Funktionen, denen nur an einer Stelle der Fläche 
X verstattet ist, polar unstetig zu werden. Ist die Stelle von allgemeiner Lage, so gibt 
es keine Funktionen, die nur dort und dort nur von einer Ordnung nicht größer als p un- 
endlich werden; ist die Stelle aber einer von den endlich vielen Weierstraßpunkten der 
Fläche, so fehlen dort gewisse andre p Ordnungszahlen aus dem Bereich 1,2,...,2p — 1, 
wobei 1 stets zu den fehlenden gehört (auf einem algebraischen Gebilde positiven Ge- 
schlechts gibt es keine genau einpolige Funktion). 


14) Einen Überblick über verschiedene andre Formen der Defektrelation findet man 1. c.®) $$ 10, 11, 19. 
Dort wird auch beleuchtet, was es bedeutet, wenn die Schranke nicht erreicht wird. 

15) Hierzu Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen usw., Leipzig 1902. 
28.—31. Vorlesung. Ferner K. Hensel, Arithmetische Theorie der algebraischen Funktionen, Enz. d. math. Wiss.. 
Bd. IIC, S. 614-615. 
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Läßt man mehrere Stellen als Polstellen zu, so bestehen wenigstens bei den sog. 
ordinären Körpern vom Geschlechte p gewisse Bedingungen für die Funktionen nie- 
drigsten Grades (kleinster Polanzahl „), die in dem Körper enthalten sind. Es ist 


u= 1+5 oder pirBtl, 
je nachdem p gerade oder ungerade ist. Es gibt aber auch spezielle Körper jeden Ge- 
schlechts p, welche Funktionen niedrigeren Grades enthalten, z. B. genau zweipolige 
wie die hyperelliptischen Körper. 


Angewandt auf algebraische Funktionen besagt der Verzweigungssatz übrigens 
nur, daß jede Funktion eines algebraischen Körpers mindestens zweipolig sein muß. 
Dies kann nicht verwundern, da wir ja durch nichts die verschiedene Struktur der Körper 
nämlichen Geschlechts berücksichtigt haben. Man erkennt die Richtigkeit der Behauptung, 
indem man die bekannte Beziehung zwischen Verzweigungszahl v, Geschlecht p, und 
Blattzahl k benutzt !*): 


v=2(p+k-—IN); 


von einem r, an wird ja ng(r) =v, also Nx(r) = vlogr und anderseits 7'(r, f) = ulogr; 
daraus folgt 


Da es sicher Funktionen vom Grade p + 1 im Körper gibt, kann man den ganzen Körper 
jedenfalls auf einer Fläche von k = p + 1 Blättern betrachten, so daß diese Formel 
2 < u aussagt. Dabei ist stillschweigend benutzt, daß & im Unendlichen schlichtblättrig 
sei, was aber hier keine Einschränkung bedeutet. 


16. Nehmen wir nun im Gegenteil an, Tr, f) wachse rascher als Nzx(r); dann muß 
& verschwinden, und die Defektrelation (50) ist von genau derselben Gestalt wie bei mero- 
morphen Funktionen: Die Schranke in der Defektrelation ist 2. Die Zahl der Picardschen 
Ausnahmewerte ist höchstens 2, die Summe der Defekte höchstens 2. Und es muß dieses 
Vorkommnis, daß T und Nx ungleich rasch wachsen, eigentlich als der reguläre Fall an- 
gesehen werden; beide Funktionen sind durch Vorgabe einer Algebroide bestimmt, aber 
es ist „unwahrscheinlich“, daß sie bei einer aufs Geratewohl herausgegriffenen Algebroide 
gerade asymptotisch proportional wachsen. 


Dies wird umsomehr einleuchten, wenn man beachtet, wie man Algebroiden als 
Grenzfunktionen gewisser Folgen von algebraischen Funktionen erzeugen kann. Diese 
werden i.a. unendlich vielen verschiedenen Funktionenkörpern angehören, die freilich 
alle Funktionen k-ten Grades enthalten müssen, so daß man sie auf k-blättrigen Flächen 


xD x® ... darstellen kann; diese schmiegen sich ihrerseits immer mehr der Struktur 
von % an. Während aber % durchaus von unendlichem Geschlecht (Zusammenhang) 


sein kann, ist das Geschlecht der &” endlich. Im Falle unendlich hohen Zusammenhangs 
von X müssen also die Funktionen der Folge von einer gewissen an speziellen Körpern 
immer höheren Geschlechts entnommen sein, die genau k-polige Funktionen enthalten. 
Es ist klar, daß Verzweigungsfunktion Nx(r) und Charakteristik der Grenzfunktion nur 
dann wachstumsgleich ausfallen werden, wenn schon für die Näherungsfunktionen der 
Folge gewisse einschränkende Bedingungen erfüllt sind. 


16) Vgl. z.B. H. W. E. Jung, Einführung in die Theorie der alg. Funktionen einer Veränderlichen. Berlin- 
Leipzig 1923, S. 221. Man findet dort einen unabhängig lesbaren Beweis dieser Formel. 
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Unser Ergebnis enthält insbesondre die Aussage: /st eine Algebroide Grenzfunktion 
von algebraischen Funktionen eines festen Körpers"), so ist notwendig & =(, also die 
Defektschranke genau gleich 2. In der Tat, es ist dann nz(r) beschränkt, also Nx(r) = 
O(log r), während die Charakteristik der Grenzfunktion notwendig stärker wächst. Sie 
ist ja nur bei algebraischen Funktionen selbst *) von der Größenordnung O(logr). Man 
hätte diesen Satz auch unmittelbar aus der Nevanlinnaschen Theorie der meromorphen 
Funktionen ablesen können. Die Fläche & ist ja dann von endlichem Geschlecht und 
hat nur endlich viele Verzweigungsstellen; außerhalb eines Kreises vom Radius R ist 
sie sonach höchstens im Unendlichen selbst verzweigt. Liegen dort etwa j Zyklen vor, 
so hat man allenfalls nach Einführung einer passenden ÖOrtsuniformisierenden z = ti 
(i=1,2,...,7) 7 Funktionen, die in einer gewissen Umgebung einer isolierten wesent- 
lichen Singularität oo eindeutig bleiben; für jede von ihnen gilt die Nevanlınnasche 
Theorie, also deren Defektrelationen; aus den Relationen entstehen durch passende 
Mittelbildung diejenigen, welche für Algebroiden benutzt werden, wobei sich die Schranke 
2 nicht ändert. Am einfachsten ist der Fall A; = 1 für alle z, den man sich zweckmäßig 
voraus überlegt. 

17. Es bleibt der Fall zu betrachten, wo die beiden Funktionen T(r, f) und Nx(r) 
etwa gleich rasch wachsen, so daß 

. Na(r) 
N 
von 0 verschieden bleibt. Am einfachsten ist hier, daß beide Funktionen sich überhaupt 
asymptotisch proportional verhalten, doch ist das noch nicht der allgemeinste Fall. 
Nur bei Funktionen f(x) von dieser Art übersteigt die Defektschranke den Wert 2 und 
wird allenfalls extrem gleich 2%. Damit dies eintritt, muß man bei der Konstruktion 
der Algebroiden sehr vorsichtig verfahren. Wir werden Beispiele angeben, wo die Defekt- 
schranke in der Tat gleich 2 + £ ist und auch erreicht wird. 

Fassen wir zusammen und halten wir jetzt umgekehrt die Größenordnung der 
Charakteristik fest: Funktionen, deren Verzweigtheit Nzx(r) (wachstums-)klein gegen 
T(r, f) ist, haben die Defektschranke 2. Hierunter fallen insbesondere alle Algebroiden 
auf Flächen endlichen Geschlechts. Erreicht die Verzweigtheit die Größenordnung der 
Charakteristik, so wird die Defektschranke erhöht, gleich 2 +£& und bei möglichst 
hoher Verzweigtheit gleich 2%. Funktionen, deren Verzweigtheit rascher wüchse als 
ihre Charakteristik, also ihre gesamte Wertverteilung, existieren nicht. 


Demgemäß muß man wohl sagen, daß es nur sehr wenige Algebroiden sind, deren 
Defektschranke größer als 2 oder gar gleich 2% ist — sofern man in kontinuierlichen 
Mannigfaltigkeiten überhaupt zweckmäßig von weniger und mehr spricht. 

18. Beispiele. — Es sollen jetzt Beispiele algebroider Funktionen konstruiert 
werden, deren Defektschranke eine beliebig vorgegebene rationale Zahl zwischen 2 und 
2k ist. Die Beispiele sind so gebildet, daß diese Schranke auch erreicht wird. Wir be- 
gnügen uns damit, sehr einfache Algebroiden, nämlich k-te Wurzeln aus eindeutigen 
Funktionen aufzubauen, nur um zu zeigen, daß es wirklich Funktionen mit der ge- 


1?) Mit speziellen Algebroiden dieser Art beschäftigt sich O. Perron, Über transzendente Funktionen auf 
Riemannschen Flächen. Sitzber. Heidelberger Akad. d. Wiss., Math.-naturw. Kl., 1922, 2. Abhandlung. Perron 
gestattet seinen Funktionen nur, an einer Stelle der Riemannschen Fläche & wesentlich singulär zu werden, während 
hier wesentliche Singularitäten über einer Stelle der x-Ebene zugelassen werden. Er studiert, wie das Abelsche 
Theorem sich bei solchen Funktionen auswirkt. Daß eine Perronsche Algebroide die Defektschranke 2 hat, ist evident, 
da sie ja in einer Umgebung der Singularität eindeutig ist (allenfalls nach birationaler Transformation des Körpers). 
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nauen Defektschranke 2 + gibt; akzessorische Schwierigkeiten sollen vermieden 


werden. 

Es sei h(x) eine meromorphe Funktion, f(x) ihre k-te Wurzel, also eine Algebroide. 
Da die Wurzel nur an den Stellen verzweigt ist, wo der Radikand verschwindet oder 
unendlich wird, ist die Fläche & sehr einfach. Bei allen Nullstellen und Polen von A(x) 


hat sie Windungspunkte der Ordnung k — 1, und es ist also 
h k—i Br. 
(52°) Natr) = IN(r, =) + Mr, n. 


Andrerseits sind die Zweige von f(x) für ein bestimmtes x entweder alle dem Betrage 
nach <1 oder alle 21, so daß für jedes x 


+ + 
N log |/la)| = log Ale) 
besteht, und daher 


(52”) Te, f) = Tir,h). 


Für die Zwecke von Beispielen wird es genügen, Funktionen mit regelmäßiger 
Wertverteilung zu betrachten, wo alle bei Defektbildungen usw. auftretenden unteren 
und oberen Häufungswerte zu Grenzwerten zusammenfallen. Wir lesen dann ab: 


.. Nifr) 

(52) £ = lim Tr,” (k -1)[2 — ö(0) — ö(w)]. 

Hieraus folgt zunächst, daß k-te Wurzeln aus ganzen Funktionen, für die jadö(o) = 1 
ist, stets eine Defektschranke nicht größer als k +1 besitzen. 

In der Theorie der meromorphen Funktionen ist neuerdings von Nevanliınna) ein 
Weg angegeben worden, um meromorphe Funktionen zu bilden, die für endlich viele 
vorgegebene Stellensorten 2,,.. .,2g 24+1, 2442 beliebig rationalwertig vorgegebene 
Defekte ö(2)=6,(i=1,...,g + 2) aufweisen, deren Summe genau gleich 2 ist. Sei nun £ 


vorgegeben (rational und nicht größer als 2k — 2). Dann wählen wir 2,+1, 2,+2 als 0, & 
und bestimmen ö,+1, ög+2 so, daß der Gleichung (52) genügt wird. Wir nehmen noch 


+2 
weitere endlich viele rationale Zahlen ö,,...,ö, an, so daß 2 ö; = 2, und nehmen 


dann die k-te Wurzel aus einer meromorphen Funktion h(x) mit diesen Defekten, die 
nach Nevanlinna konstruiert werden kann. 


Die so gewonnene Algebroide hat in der Tat die Defektschranke 2 + £, und man 
überzeugt sich leicht, daß diese Schranke erreicht wird. Die Sorten O0 und & von A finden 
sich in den Sorten 0, © von f wieder, wobei ö,(0) = 6,(0) und d,(®©) = ö,(®). Jede 
andre Ausnahmesorte z, von Ah führt zu k Ausnahmesorten der Algebroide f, wieder mit 


k _— 
gleichem Defekt. In der Tat gilt für jede der kg Sorten Yz,& (v=1,...,g50=0,1,...,k—1; 
e eine primitive k-te Einheitswurzel) 


nr I. | er n(r, a} d.h. N (r u) 2 en N (r - ) | 


x 
also ö,(yz,e®) = Ö,(2,). Die Summe aller f-Defekte ist daher 2 + £, w. z.b. w. 


18) R. Nevanlinna, Sur une classe de fonctions transcendantes. CR. acad. sc. 191 (1930), S. 914. Eine etwas 
ausführlichere Darstellung in den Hamburger Vorlesungen: R. Nevanlinna, Über die Wertverteilung der eindeutigen 
analytischen Funktionen. Hambgr. Abh. 8 (1931), S. 3651—400, Vierte Vorlesung. 
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IV. Die Ableitung einer Algebroide. Ableitungsfestigkeit der Ausnahmewerte '?). 
19. Die Charakteristik der Ableitung einer Algebroide. — Aus der rechten Seite 
der Hauptungleichung (35) 
Tr, f) = Tr, f) + Nr, f) + Nxtr) + Ollogr T(r)) 


können wir einige interessante Beziehungen zwischen der Charakteristik einer Algebroide 
und der ihrer Ableitung ablesen. Wir teilen durch T(r, f) und gehen zur Grenze r — & 


über. Es bezeichne 
Nr, f)\_, Nr) 
90) = im(1 — Fer. n)- -4 — lim N) 


den Index der gesamten Verzweigtheit der Stellensorte ©. Dann gilt 





im) 2 Ho)+E mel) 2 -Ho)+E. 

Tr, f) 

Jedenfalls sind die rechten Seiten nicht größer als 2k. Haben wir eine ganze Alge- 

broide vor uns, so ist (oo) = 1 und daher die rechte Seite nicht größer als 2k — 1. 

Untere Schranken für diese Quotienten ergeben sich aus der linken Seite der Haupt- 
ungleichung, wenn etwa /(x) einen endlichen Nevanlinnaschen Ausnahmewert hat. 


Es sei als Beispiel eine Algebroide behandelt, welche eine genaue Defektrelation 
2ön)=2+5 


besitzt, wie wir sie in der vorigen Nummer gebildet haben. Hier ist nach der linken 
Seite der Hauptungleichung und wegen ö(») Sn) si 


min). | 
7 a 
Wir nehmen uns vor, die Verzweigtheit &’ der Fläche & in bezug auf f’(x) abzuschätzen. 
Es ist 
: ._ Nzx(r) Nz(r) 1 & 
— lim <s lim .n 
zT, TE: i+E 


Die Schranke in der Defektrelation der Abteilung f(x) ist somit kleiner als 3. Dies gilt 
speziell, wenn &£ = 2k — 2 und etwa f(x) sogar 2k Picardsche Ausnahmewerte hat: Die 
Ableitung hat dann höchstens zwei Picardsche Ausnahmewerte. 

Eine Klasse von Algebroiden, bei denen die Schranken (36) nicht erniedrigt werden 
können, erhält man wie folgt: Man nehme irgend eine Algebroide f(x), bei der sämtliche 
Verzweigungsstellen von & mit Polen oder aber mit endlichen Werten in beschränkter 
Vielfachheit 7; < r belegt sind (etwa nur mit einfachen Stellen). Dann bilde man die 
Folge der Ableitungen f’(x), f(x), ..., f(z),...; alle diese sind auf derselben Fläche & 
eindeutig ausgebreitet. Beim Differenzieren sinkt jedesmal die Schranke r mindestens um 
2 (vgl. Formel 30), nach endlich vielen Schritten sind also alle Verzweigungsstellen nur 


mehr mit Polen belegt, und es ist dann stets Nr =N + Nz; die Schranke (36) ist 
damit als genau erkannt. 


Umgekehrt kann es auch eintreten, daß die Schranke (36) viel zu hoch ist, und 


zwar stets dann, wenn N7ır =N, also Pole niemals auf Verzweigungsstellen von X fallen 
(z.B. bei ganzen Algebroiden), und wenn außerdem N7z, =(0, also jede 4-fache Ver- 
zweigungsstelle von Xin eine mindestens ebenso starke Verzweigungsstelle von 3 über- 


u; Zu diesem ganzen Abschnitt vgl. die Arbeit des Verfassers l. c.5). Dort habe ich auch die Bedeutung 
der Sätze VI interpretiert. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 
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geht. Ist etwa A(x) eine meromorphe Funktion mit höchstens m-fachen Nullstellen und 


Polen, so bilden wir die Algebroide f(x) =[h(x)]* mitr > A. Dann hatz. B.[f(x) — ce], 
wo c=#+(, die verlangte Eigenschaft. 


20. Nevanlinnasche Ausnahmewerte. — Wir kehren jetzt wieder zur Hauptun- 
gleichung selbst zurück und wollen daraus einen Satz ableiten, der sich aus dem zweiten 
Hauptsatze nicht gewinnen läßt, für den vielmehr das Mittelglied der Hauptungleichung 
wesentlich benutzt wird. 


Aus (35) — linke Hälfte — folgt, sobald man Tr, f’) nach dem ersten Hauptsatz 
1 
durch 7\(r, —, ) ersetzt, sofort 
2 


q 1 4 
en FR <” we AV i 
mtr; ur =) Ollogr T(r) s m(r, 2 - O(1) 
Andrerseits gilt nach der rechten Hälfte von (35) und (36) 


Tr, f) + Nr, f) + Nz(r) + Ollog rT(r)) > T(r, f'). 


Wir dividieren die erste dieser Ungleichungen durch die zweite und erhalten so: 








1 x en a;) , O(log rT) 
54) — A. EEE 
Rem META DD, Natr) Suerroite Tr, Tr P 
Tr, f) ' Tr, f) Fr,f) 


1 
m T, 2 
en, 
Tr, f}) 
Aus dieser Ungleichung werden wir zwei Sätze über Ausnahmewerte herauslesen. 


Der erste Satz bezieht sich auf die Nevanlinnaschen Ausnahmewerte, also jene 
Werte, die in der Umgebung der wesentlichen Singularität mit geringerer (oberer) Dichte 
als eins verteilt sind (oder m. a. W. für die der Defekt ö(z;) > 0 ausfällt). Wir gehen 
in (54) zur Grenze über, r> o, und bilden rechterhand den 


ou). 


1 
et 
(55) lim Ter,f) 7 == =6 (0), 


d.i. den Defekt der Stellensorte Null der Funktion f’(x). Entsprechend haben wir auch 
links lauter lim zu bilden, im Nenner also die lim. Endlich wird man beim Grenz- 
übergang im Falle unendlich hoher Wachstumsordnung die mehrfach erwähnten Aus- 
nahmeintervalle ausschließen müssen. Ich verweise dazu auf die Fußnote 2, S. 597, 
meiner genannten Arbeit; im folgenden werde ich diesen Punkt nicht mehr zu be- 
rühren brauchen. 

Wir erhalten so den 

Satz Vla: Hat eine algebroide Funktion endliche Nevanlinnasche Ausnahmewerte 
a; (endlich oder abzählbar viele), so hat notwendig ihre Ableitung einen endlichen Nevan- 
linnaschen Ausnahmewert, und zwar den Wert Null mit einem Defekt ö’(0), der der Un- 
gleichung 


(57) 80) > ai - N 6a) 


i=1 





genügen muß. 
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Der Nenner ist keinesfalls größer als 2k, wenn k die Zahl der Zweige der Algebroiden 
bezeichnet, und im allgemeinen sogar nicht größer als 2 (vgl. $16). Die Summe ist über 
alle endlichen Ausnahmewerte a; zu erstrecken. 

Die beiden Schlußbemerkungen folgen unmittelbar aus dem Verzweigungssatz 
bzw. analog dem Übergang von (48) zu (50). 

21. Valironsche Ausnahmewerte. — Herr Valiron hat das Nevanlinnasche Er- 
gebnis über die Ausnahmewerte noch etwas verschärfen können. Er gibt eine Aussage 
über den oberen Defekt — also die untere Verteilungsdichte lim N: T; analog zu (47) 


betrachtet er 





_ymmlr2) _, _ 1 N(r,2) 
(58) 4a) - in, -1t-Iimnn- 


Dann ergibt sich der 
Satz VII: Die Menge der Werte z, für die A(z) >0O ausfällt, ist vom linearen Maß 


Null, d. h. man kann sie in eine Kreisfolge von beliebig kleiner Radiensumme einschließen. 
(Valironsche Ausnahmewerte.) 

Dieser Satz ergibt sich für meromorphe Funktionen aus dem zweiten Hauptsatze, 
und besonders aus einer genaueren Diskussion des Restglieds. Der Beweis ließe sich auf 
algebroide Funktionen ohne neue Schwierigkeiten übertragen ®). Eine Defektrelation 
besteht jetzt aber nicht mehr — wenigstens nicht mehr für die Gesamtheit aller Valiron- 
schen Ausnahmewerte (vgl. dazu meine genannte Arbeit S. 601 oben). 

Es kann nun eintreten, daß eine Funktion keinen Nevanlinnaschen, wohl aber 
einen Valironschen Ausnahmewert hat, daß also zwar 

alle ö(z) =0, aber doch ein A(z) >0O 
ist. Handelt es sich speziell um einen endlichen Wert a, für den A(a) > 0 ist, so gilt ein 
zu Satz Vla analoger 

Satz VIb: Hat eine algebroide Funktion wenigstens einen endlichen Valironschen 
Ausnahmewert a, so daß A(a) > ıst, so hat notwendig auch ihre Ableitung die Nullsorte 
als Valironsche Ausnahmesorte, und zwar ıst (in ähnlicher Bezeichnung wie bei Satz Vla) 


j 1 | 
(59) 10) >y gay ze dla) +2, Hm}. 


aji+4a,% 


Die a; sind die eventuell neben a auftretenden endlichen Nevanlinnaschen Aus- 
nahmewerte. Der Satz geht aus (54) hervor, wenn man beim Grenzübergang das folgende 
Lemma beachtet: Sind U;{r) endlich viele nicht-negative Funktionen, die etwa auf der 
positiv reellen Achse definiert und stetig seien, dann gilt für r— oo die Beziehung 


lim 2 Ux(r) 2 lim U;(r) +,&lim Ur). 


Man darf also in einem — und allgemein nur in einem Posten — einen Limes superior 
bilden. Analoges besteht übrigens für die Abschätzung eines limes inferior nach oben 
und für Produkte. Wir haben dies stillschweigend schon mehrfach benutzt. 

22. Picard-Borelsche Ausnahmewerte. Man kann ähnliche Sätze auch über Picard- 
Borelsche Ausnahmewerte gewinnen. Den Weg dazu habe ich 1. e.5) angegeben. Ein 
Picardscher Ausnahmewert z bedingt ö(z) =, ein Borelscher A(z)=1. Satz Vla und VIb 


°) G. Valiron, Sur la distribution des valeurs des fonctions meromorphes. Acta math. 47 (1926). R. Ne- 
vanlinna hat l.c.?) den Beweis verbessert. Neuerdings hat Ahlfors einen Beweis ganz unabhängig vom zweiten 
Hauptsatze gegeben. Die Eigenschaft ist allein in der Struktur des Funktionals m(r, f) begründet. L. Ahlfors, 
Ein Satz von Henri Cartan und seine Anwendung in der Theorie der meromorphen Funktionen, Comm. Phys. Math. 


5 (1931), Heft 16. 
28* 
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zeigen, daß dann jedenfalls auch die Ableitung Ausnahmewerte haben muß, aber nicht 
notwendig ebenso starke. Damit auch die Ableitung einen Picard- oder Borelschen Aus- 
nahmewert in der Sorte 0 hat, muß die Defektschranke 2 + £ ganzzahlig sein und f(x) 
die höchstmögliche Anzahl 2 + & Picardscher oder Borelscher Ausnahmewerte haben. 

In der genannten Arbeit wurde auch gezeigt, daß bei eindeutigen Funktionen das 
Vorhandensein des Ausnahmewerts oo im Nevanlinna-Valironschen Sinne bei f(x) die- 
selbe Eigenschaft für f’(x) bedingt. Dies galt aber auch ohne weiteres für Picard-Borel- 
sche Ausnahmewerte. Bei Algebroiden ist das letzte nicht mehr richtig. Man denke 
an eine ganze Algebroide, deren Verzweigungsstellen sämtlich mit endlichen Werten 
in der Vielfachheit 1 belegt seien. Dann wird nach (30, 33) 


Nr, f) un Nyfr, f) ua; Nx(r) ’ 
und daher, wenn wieder ö’(o0) den Defekt der Sorte oo bei f’ bezeichnet, 


Nr f) „1 Nat) 1 : 

1 —6’(o) = lim —.— 2 lim —.—< ' — - —_ >. 

(®) Trf) 7 — Tr, f) lim Tr, f): Tr, f) 2k 

Dies ist jedenfalls dann + 0, wenn £ positiv ist; dann ist ö’(00) < 1, und © kann nicht 
Pıcard-Borelscher Ausnahmewert der Ableitung sein (für 1 — A’(») gilt die gleiche 


untere Schranke). 


Es sei noch bemerkt, daß die verschärfte Gestalt der Defektrelationen auch auf 
die Eindeutigkeitssätze bei Algebroiden von Einfluß ist; doch soll darauf nicht näher 
eingegangen werden. 








Eingegangen 27. August 1931. 
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Formale Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
(Erster Teil). 


Von Öystein Ore in New Haven (Conn.), U. S. A. 


Es soll in der vorliegenden Arbeit eine kurze Darstellung der Grundlagen der for- 
malen Theorie der linearen Differentialgleichungen gegeben werden. Man findet be- 
kanntlich solche Darstellungen in den Arbeiten von Herrn A. Loewy !), weiter in der 
Dissertation von H. Blumberg ?) und endlich noch in allgemeiner Form in einer Abhand- 
lung von E. Noether und W. Schmeidler ?). Die hier angewandte Methode scheint mir 
aber an verschiedenen Punkten übersichtlicher und wesentlich einfacher zu sein; dieselbe 
Methode ist überhaupt auf alle nicht-kommutativen Ringe mit euklidischem Algorith- 
mus anwendbar, so daß die gewöhnliche Übersetzung der Sätze der linearen Differential- 
polynome in Sätze z. B. über Differenzenpolynome sofort folgt. 

Es handelt sich hier um eine rein formale Darstellung ohne Voraussetzungen über 
die Existenz von Integralen; der Koeffizientenkörper ist ein beliebiger abstrakter Körper 
im Sinne von Steinitz und mit einer beliebigen abstrakten Definition der Differentiation. 
In $1 werden zunächst einige der wichtigsten Eigenschaften der allgemeinen Differen- 
tialkörper abgeleitet; dieser vorbereitende Teil enthielt ursprünglich eine vollständigere 
Theorie dieser Körper, aber ich habe mich hier mit einigen notwendigen Fundamental- 
eigenschaften begnügt, indem ich im übrigen auf eine Arbeit von Herrn Baer?) verweisen 
kann, auf die ich neulich aufmerksam wurde und worin derselbe Gegenstand behandelt 
wird. Nachdem in $2 einige notwendige Vorbemerkungen gemacht sind, wird in $3 
die Hülle von Polynomen eingeführt und ihre Existenz sowohl für linksseitige als rechts- 
seitige Teilbarkeit direkt aus dem euklidischen Algorithmus bewiesen, indem man da- 
durch die Heranziehung der adjungierten Polynome wie bei Loewy’’) vermeidet. Aus 
der Existenz der Hülle folgt die Möglichkeit einer Konstruktion des Quotientenkörpers 
für den Ring der Differentialpolynome. 

In $4 wird der neue Begriff der Transformation eingeführt und für diesen wird 
eine Reihe von Sätzen aufgestellt. Man erhält durch diese Sätze auch eine neue und 


!) A. Loewy, Über reduzible homogene Differentialgleichungen. Math. Ann. 56 (1903), S. 549-584. A. Loewy, 
Begleitmatrizen und lineare homogene Differentialausdrücke. Math. Zeitschr. 7 (1920), S. 568—128. Man vgl. weiter 
die Darstellung in L. Schlesinger, Handbuch der Theorie der linearen Differentialgleichungen. Leipzig 1897. 

2) H. Blumberg, Über algebraische Eigenschaften von linearen homogenen Differentialausdrücken. Göt- 
tingen 1912. 

®) E. Noether u. W. Schmeidler, Moduln in nichtkommutativen Bereichen, insbesondere aus Differential- 
und Differenzenausdrücken. Math. Zeitschr. 8 (1920), S. 1-35. 

*) R. Baer, Algebraische Theorie der differentiierbaren Funktionenkörper I. Sitzungsber. Heidelberger 
Akad. 1927. 

5) A. Loewy, Über die Zerlegungen eines linearen homogenen Differentialausdruckes in größte vollständig 
reduzible Faktoren. Sitzungsber. Heidelberger Akad. 1917. 
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genauere Darstellung verschiedener Resultate über Differentialpolynome derselben Art, 
wodurch auch der Beweis des Loewyschen Fundamentalsatzes in $5 vereinfacht wird. 
In $6 folgen zuletzt einige Bemerkungen über linkseitige Teilbarkeit sowie der Nachweis 
der Identität des linkseitigen und rechtseitigen Artbegriffs. 

In einer zweiten Abhandlung soll mehr eingehend das Restklassensystem für ein 
Differentialpolynom studiert werden und das Problem nach der Permutabilität der 
Differentialausdrücke unter Anwendung der sogenannten invarianten Transformatoren 
behandelt werden. 


$S 1. Grundbegriffe. 


Es seı X ein beliebiger Körper im abstrakten Sinne von Steinitz; die Charakteristik 
von K darf beliebig sein. In X soll eine Operation oder Korrespondenz vorliegen, die 
wir Differentiation nennen wollen und die eindeutig zu einem Element a von K ein Element 
a’ zuordnet. Die Differentiation ist durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert: 

1) Aus a=b+c fogt a =b’ + c.. 

2) Ausa=bec folgt a’ = b’c + be’. 

Aus diesen Regeln folgen einfach die gewöhnlichen Sätze über Differenzierung zusammen- 
gesetzter Ausdrücke. Eine Konstante ist eine Größe c von K, für die ce’ = (0. Die Kon- 
stanten in Ä bilden einen Körper K%, den wir Konstantenkörper nennen wollen. 

Es ıst zunächst klar, daß jeder Körper K Differentationen besitzt, indem man 
immer die triviale Definition hat, wobei a’ = 0 für jedes Element, d. h. X ist sein eigener 
Konstantenkörper. Es gibt aber auch wichtige Klassen von Körpern, in denen nur diese 
triviale Differentiation definiert werden kann. Dies folgt sofort aus dem Satze: 

Satz 1. Jede in K enthaltene absolute algebraische Zahl muß bei jeder Definition 
der Difjerentiation eine Konstante sein. 

Nach 1) und 2) folgt, daß jede rationale Zahl eine Konstante sein muß; eine 
absolute algebraische Größe a muß aber im rationalen Bereich einer irreduziblen Gleichung 


fa) =" +aan! + +m-1a+m=0 
genügen, und daraus folgt 

(na! Ha, (n - 1) a"? +: -- + @-ı)Ja =. 
Da nach Steinitz jede absolute algebraische Zahl einer irreduziblen Gleichung erster Art 
in bezug auf den Primkörper genügt, so ist f(a) = 0, und es muß a’ = ( sein. 

Eine Konsequenz von Satz 1 ist also, daß jeder absolut algebraische Körper nur 
eine triviale Differentiation besitzt. 

Die Differentiation der Körper der Charakteristik 0 und die der Körper von Prim- 
zahlcharakteristik p > 0 haben in manchen Weisen einen verschiedenen Charakter. 
Im letzten Fall gehört die p-te Potenz a? eines beliebigen Elements a immer zum Kon- 
stantenkörper, und Ä ist daher nach der Bezeichnung Steinitz ein Wurzelkörper in bezug 


auf K“. Daraus folgt wieder: Jeder vollkommene Körper der Charakteristik p > 0 be- 


sitzt nur eine triviale Difjerentiation, denn in einem vollkommenen Körper kommt mit 
1 
a auch immer a? vor, so daß jedes Element eine p-te Potenz ist. 


Man kann sich nun allgemein die Aufgabe stellen, bei gegebenem X und gegebener 
Differentiation D alle Erweiterungen X von K zu bestimmen, welche eine Differentiation 
D besitzen, die für Ä mit D übereinstimmt. Es sollen hier nur die wichtigsten Resultate 
für den einfachsten Fall angegeben werden, wo man eine einfache algebraische Erweiterung 
von K vornimmt. 
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Es sei zunächst p = 0 und «a eine Wurzel der irreduziblen Gleichung in Ä 
fe) sr +a,0n' +... +,=0. 
Wenn K = K(«) eine Differentiation D besitzen soll, die für X mit D übereinstimmt, 
so muß 
1) Metal -Van2t Hana tat +0 
sein, und da /’(&x) # 0 sein muß, berechnet man hieraus einen einzigen Wert von o’. Es 


ist dann leicht zu zeigen, daß man nur D so zu definieren braucht, daß, wenn A(x) eine 
Zahl in K(x) ist, (A(&))’ nach den gewöhnlichen Regeln der Differentialrechnung be- 
rechnet wird, indem man für &’ den aus (1) zu berechnenden Wert einsetzt. Der Kon- 


stantenkörper K“” von K(x) besteht bei dieser Definition aus allen Elementen von X(x) 
die algebraisch in bezug auf K'” sind. 

Für den Fall p > 0 sei nur folgendes erwähnt: Es sei & eine Wurzel der in Ä irre- 
duziblen Gleichung f(x) = 0; erhebt man diese zur p-ten Potenz, so folgt daß x? alge- 
braisch in bezug auf den ursprünglichen Konstantenkörper K“” ist ®). 

Für eine spätere Anwendung brauchen wir auch die folgenden Bemerkungen: 
n Elemente a,,...,a„ des Körpers X heißen linear abhängig in bezug auf K“, wenn 
eine Relation 

Ga, ++ =0 
mit nicht sämtlich verschwindenden Koeffizienten c,,...,c„ aus K“ besteht. Man 
beweist dann, wie in der gewöhnlichen Differentialrechnung, daß 


a, PER EER An | 
/ [2 I 
ee a | 
Dlay.. a) = |Arı0.:0@ [+0 
ar) ar» 


die notwendige und hinreichende Bedingung für die lineare Unabhängigkeit in bezug auf 
K ist. 


$ 2. Differentialpolynome. 


Nach diesen einleitenden Bemerkungen, die sich leicht in verschiedener Weise 
vervollständigen lassen, gehe ich zu dem eigentlichen Gegenstand dieser Arbeit, den 
linearen Difjerentialpolynomen über. 

Ein lineares Differentialpolynom ist ein formaler Ausdruck von der Form 


(2) Aly) = ay" + a y + + an-ıYy" + any, 
wobei sämtliche Koeffizienten a; zum Körper K gehören. Die Zahl n heißt der Grad des 
Polynoms A(y); wenn a, = 1, heißt A(y) reduziert. 

Wenn 

(3) B(y) = buy” + buy») + + bm-ıy" + dm 
ein zweites Polynom ist, so ist die Summe oder Differenz A(y) -- B(y) definiert als das 
Differentialpolynom, das man aus (2) und (3) erhält, wenn man die Koeffizienten ent- 
sprechender Glieder addiert oder subtrahiert. 

Das Produkt 

A(y) x B(y) = A(B(y)) 

zweier Polynome definiert man in der üblichen Weise, indem man A(y) als Operator 
auffaßt und auf B(y) wirken läßt, wobei die formalen Größen y, y’,.... denselben Differen- 


*) Man vgl. die in *) erwähnte Arbeit von Baer. 
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tiationsgesetzen wie die Elemente von Ä gehorchen sollen. Die Multiplikation ist ge- 
wöhnlich nicht kommutativ; für einen Konstantenkörper hat man aber immer 
A(y) x B(y) = B(y) x Aly). 

Für diese Multiplikation bestehen das assoziative Gesetz 


(Ay) x B(y)) x Cly) = Aly) x (By) X C(y)) 
und das beiderseitige distributive Gesetz 


Ay) x (By) +CWy) =AWY) x By) + A) x Cly) 
(Biy) +CW) x Ay) = Bly) x Ay) + Cly) x A). 


Wir definieren: A(y) =0 dann und nur dann, wenn sämtliche Koeffizienten a; in (2) ver- 
schwinden. Man zeigt sofort, daß aus einer Gleichung A(y) x B(y) = 0 entweder 
A(y) =0 oder B(y) = 0 oder beides folgt. 

Die Difjerentialpolynome mit Koeffizienten aus einem gegebenen Körper K mit vor- 
geschriebener Differentiation bilden einen assoziativen und distributiven Schiefring ohne 
Nullteiler. Wir werden später zeigen, daß dieser Ring durch Quotientenbildung zu einem 
Schiefkörper ergänzt werden kann. 

Die Teilbarkeit der Differentialpolynome wird in gewöhnlicher Weise eingeführt. 
Es heißt A(y) durch B(y) rechtseitig (r. s.) teilbar, wenn ein C(y) existiert, so daß A(y) = 


C(y) x B(y), was wir auch gelegentlich C(y) = A(y) X B(y)' schreiben werden. Es 
ist dann offenbar 


Aly) x (Bı(y) x By)) = Al) x By)" x By), 


wenn A(y) durch B,(y) X B,(y) rechts teilbar ist. Die linkseitige Teilbarkeit wird in 
entsprechender Weise definiert. 
Wenn in (2) und (3) n = m, kann man A(y) durch B(y) r. s. dividieren. 


A(y) = Q(y) x By) + RW), 


wo Q(y) vom Grade n — m und A(y) höchstens vom Grade m — 1 ist. Aus dieser recht- 
seitigen Division folgt in bekannter Weise das Bestehen eines r. s. Euklidschen Algorithmus; 
weiter folgt daraus die Existenz eines eindeutig bestimmten, reduzierten größten ge- 
meinsamen r. 8. Teilers oder Durchschnitts D(y) von A(y) und B(y), in Zeichen 


Diy) = (Ay), B(y)). 
D(y) ist ein r. s. Teiler von A(y) und B(y), und jeder gemeinsamer r. s. Teiler dieser Poly- 
nome ist ein Teiler von D(y). Wenn D(y) =y, heißen A(y) und B(y) r. s. relativ prim. 
Aus dem euklidischen Algorithmus folgt: 
Wenn A(y) zu B(y) relativ prim ist, so kann man, wenn C(y) ein beliebiges Polynom 
vom Grade <n + m ist, eindeutig solche Polynome P(y) und Q(y) von Graden p < m, 
q <n bestimmen, daß 


(4) P(y) x Aly) + Q(y) x By) = Cly). 


Setzt man in (4) für P(y) und Q(y) beliebige Polynome der Grade m — 1 und 
n — 1 ein, so erhält man durch Vergleichung der Koeffizienten n + m lineare Gleichungen 
zur Bestimmung der Koeffizienten dieser Polynome. Die Determinante A(a,, .. ., An, 
Dos: -, dm) dieses Systems muß dann von Null verschieden sein; sie läßt sich einfach 
mittels der Koeffizienten von A(y) und B(y) und ihrer Derivierten ausdrücken und 
spielt bekanntlich die Rolle einer Resultante der beiden Polynome. 

Rechtseitige Kongruenzen 


(5) A(y) = Aı(y) (mod M(y)) 
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bezeichnen, daß die Differenz A(y) — A,(y) r. s. durch M(y) teilbar ist. Solche Kon- 
gruenzen (5) können addiert und subtrahiert werden, und bleiben auch richtig, wenn 
sie linkseitig mit einem beliebigen Polynom multipliziert werden. Später soll auch unter- 
sucht werden, welche Polynome als r. s. Multiplikatoren einer Kongruenz (5) gestattet 
sind. 

Das in (4) ausgesprochene Resultat kann dann in der folgenden Weise ausgedrückt 


werden: 
Satz 2. Wenn A(y) zu B(y) r. s. relativ prim ist, so besitzt die Kongruenz 


(6) x(y) X A(y) =C(y) (mod B(y)) 


immer eine Lösung für ein beliebiges C(y). 

Die Verhältnisse bei der linkseitigen Teilbarkeit sind fast, aber nicht völlig analog. 
Man zeigt leicht die Ausführbarkeit einer l. s. Division, woraus wie früher die Existenz 
eines 1. s. euklidischen Algorithmus folgt. Der I. s. Durchschnitt von A(y) und B(y) wird 
durch 


Di(y) = (Al), Biy))ı 
bezeichnet und kann natürlich wie der r. s. Durchschnitt auf eine beliebige Anzahl von 
Polynomen ausgedehnt werden. Wenn D;(y) =y so sind A(y) und B(y) l. s. relativ 
prim, und aus dem euklidischen Algorithmus folgt, daß man die Polynome P(y) und O(y), 
deren Grade höchstens gleich m — 1 und n — 1 sind, so bestimmen kann, daß 


(7) A(y) x P(y) + B(y) x Q(y) = y. 


Multipliziert man diese Identität I. s. mit C(y), so erhält man solche Polynome P,(y) 
und Q,(y), daß 


(8) Ay) x Py) + BW) x Qly) =CWy), 
wo C(y) ein beliebiges Polynom ist. 

Soweit sind die l.s. Verhältnisse ganz den r.s. analog; es muß aber beachtet werden, 
daß der Begriff einer Resultante sich nicht direkt übertragen läßt, denn wenn man in 
(7) für P(y) und Q@(y) beliebige Polynome einsetzt, so werden die resultierenden Glei- 
chungen für die Koeffizienten nicht linear, indem sie auch die Derivierten der Unbekannten 
enthalten werden. 

Zuletzt sei erwähnt, daß man auch |. s. Kongruenzen einführen kann; eine Kon- 
gruenz 


(mod M(y)) A(y) = Aı(y) 


bedeutet, daß A(y) — A,(y) l. s. durch M(y) teilbar ist. Aus (8) folgt für I. s. Kon- 
gruenzen das Analogon zu Satz 2, nämlich wenn A(y) zu B(y) l. s. relativ prim ist, so 
hat die Kongruenz 


(mod B(y)) Ay) x xy) =Cly) 
für beliebige C(y) immer eine Lösung. 


$ 3. Hülle und Quotientenkörper. 


Wir betrachten nun vorläufig nur die rechtseitigen Teilbarkeitseigenschaften, 
und wenn nichts anders bemerkt wird, handelt es sich also um r. s. Begriffe. 

Das reduzierte Polynom kleinsten Grades, das sowohl durch A(y) als B(y) teilbar 
ist, heißt das kleinste gemeinsame Vielfache oder Hülle von A(y) und B(y) und soll durch 


M(y) = [A(y), B(y)] 


bezeichnet werden. Es ist also immer 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 
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(9) M(y) = Bı(y) x Ay) = Aıly) X By), 
wo A,(y) und B,(y) passend gewählte Polynome sind. 

Um die Existenz der Hülle nachzuweisen, bemerken wir, daß es genügt, wenn man 
die Hülle für relativ prime A(y) und B(y) sicherstellt. Wenn aber A(y) zu B(y) relativ 
prim ist, und B,(y) und A,(y) Polynome von höchstens (rn — 1)-tem und (m — 1)-tem 
Grade sind, so kann eine Gleichung 

(10) Bı(y) x Aly) = Aıly) X B(y) 
nur dann bestehen, wenn A,(y) = B,(y) = 0, denn wenn man die unbestimmten Koeffi- 
zienten von A,(y) und B,(y) durch Vergleichung der Koeffizienten aus (10) bestimmen 
will, so erhält man ein lineares homogenes System mit einer Determinante, die gleich 
der früher erwähnten Resultante von A(y) und B(y) ist und daher nicht verschwindet. 
Setzt man aber in (10) 

A,ly) = boy” + Ayy), Buy) = Y” + Bay), 
so erhält man zur Bestimmung von A,(y) und B,(y) die Identität 


Bx(y) x Aly) — Asly) x By) = Chy), 
wo C(y) höchstens vom Graden + m — 1 ist. Nach $2 hat diese Gleichung immer eine 
eindeutige Lösung A,;(y), B,(y), und wenn A(y) zu B(y) relativ prim ist, wird die Hülle 
ein Polynom vom Grade n + m. 
Wenn A(y) und B(y) einen Durchschnitt D(y) besitzen 


A(y) = Aly) x Diy), B(y) = B(y) x Diy), 
so folgt sofort aus der Definition 
[A(y), By)] = [AW), By)] x DW). 
Umgekehrt hat man für beliebige Polynome A(y), B(y) und D(y) 
(11) [A(y), B(y)] x Diy) = d,[A(y) X Diy), By) x Di), 
wo d, der höchste Koeffizient in D(y) ist. Eine entsprechende |. s. Multiplikation der 


Hülle ist nicht gestattet. 
In entsprechender Weise definiert man die Hülle 


H(y)=[Ay), Bi), Ey), -- -] 
einer beliebigen Anzahl von Polynomen. Man bemerke, daß 


(12) (Ay), By)l, CW)l = TAW), [BWw), Cw)]] 
und weiter, daß 
(13) H(y) =[A(y), B(y), Dy)] = [AW), B(y)], 


wenn D(y) ein Teiler von H(y) ist. 

Die hier angewandte Methode bei der Einführung der rechtseitigen Hülle läßt 
sich, wie man aus den Bemerkungen am Ende von $2 leicht entnimmt, nicht sofort auf 
linkseitige Teilbarkeit anwenden. Die l. s. Hülle scheint nur von Loewy’’) studiert zu 
sein, und ihre Existenz wird unter Anwendung der Theorie der adjungierten Polynome 
bewiesen. Ich möchte daher hier die Hülle in einer neuen Weise einführen, die nur auf 
dem euklidischen Algorithmus beruht und daher sowohl auf r. s. als l. s. Verhältnisse 
ohne weiteres anwendbar ist. 

Es soll zuerst, ohne die Existenz der Hülle vorauszusetzen, eine notwendige Eigen- 
schaft für sie abgeleitet werden. Jedes durch A(y) teilbare Polynom hat die Form 


H(y) = B,(y) x Aly). 
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Wir wollen das kleinste B,(y) bestimmen, für das H#(y) auch durch B(y) teilbar wird, 
und dividieren zu diesem Zwecke A(y) durch B(y): 


A(y) = Q(y) x B(y) + R(y). 


Man erhält dann 


H(y) = By) X Q(y) x By) + By) X RWy), 
und es muß somit B,(y) x R(y) durch B(y) teilbar sein. Der kleinste Grad von B,(y) 
ergibt sich daher, wenn 
B,(y) x Ry) = By), Ry)), 
ein Resultat, das wir in dem folgenden Satz ausdrücken: 
Satz 3. Wenn A(y) = Q(y) x B(y) + R(y), so muß 


r . 
(14) Ay), B)] = TBW), Ry)] x RW” x AW), 
wo a, und r, die höchsten Koeffizienten von A(y) und R(y) sind. 


Der Faktor aus Ä ist notwendig, weil die Hülle nach Definition reduziert 
0 
sein soll. 
Die Relation (14) gestattet nun eine rekursive Definition der Hülle, oder man 
kann auch eine explizite Darstellung mittels des euklidischen Algorithmus erhalten. 


Es sei 
A,(y) = Qıly) X Agly) + Az(y) 


A,(y) = Qaly) X Azly) + Ayly) 
Be 0 een 


An-e(y) = An-2(y) X An-ıly) + Any) 

An-ı(y) = An-ıly) X Anly) 

der euklidische Algorithmus der beiden Polynome A,(y) und A,(y), also A„(y) ihr Durch- 
schnitt. Dann folgt aus (14), daß, wenn [ A,(y), Ag(y)] existiert, man 


(16) [A,(y), Asly)]= @aAn-ı X An X Ana X Anı X X AsX Ar XA,X AS xXA, 


haben muß, wo a ein passend gewähltes Element aus Ä ist. Wir wollen nun in der Tat 
zeigen, daß die rechte Seite von (16) immer ein sowohl durch A,(y) als durch A,(y) teil- 
bares Polynom darstellt. Der Beweis folgt durch Induktion: Zunächst ist nach der letzten 
Gleichung (15) 
(17) An-ıly) X Any) X An-2(y) = Qn-ı(y) X An-e(y) 

ganz und durch A„-s(y) teilbar; setzt man in (17) für A„-2(y) den vorletzten Ausdruck 
(15) ein, so erhält man 

Qn-ıly) X An-2ly) = (On-ıly) X On-2y) +Y) X An-ıly), 
und (17) ist daher auch durch A„-ı(y) teilbar. Es sei somit bewiesen, daß 

[Airı(y), Adly)] = aAn-ıly) X x Aily) 

ganz und durch A;(y) und A;;ı(y) teilbar sei. Dann ist 

[Aily), Ar-ıly)] = [Airıly), Aly)] X Arrıly) x Ar-ıly) 


sicher ganz und durch A;_ı(y) teilbar. Setzt man weiter A;_1(y) = Oi-ı(y) x Aıly)+ A:sıly) 
ein, so folgt auch die Teilbarkeit durch A;(y), wodurch der Beweis vollendet ist. Den Grad 
der rechten Seite von (16) berechnet man leicht zu n, + n, — d, wo d der Grad des Durch- 
schnitts A„(y) ist. 


29” 
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Man sieht sofort ein, daß man auch die linkseitige Hülle durch dieselbe Methode 
einführen kann. 

Aus der Existenz einer l.s. oder r. s. Hülle kann man ohne weiteres schließen, daß 
der Ring der Differentialpolynome durch Quotientenbildung zu einem Körper ergänzt 
werden kann?). 

Der Quotientenkörper besteht aus allen formalen Lösungen 


Ay)" BL. 
A) = Aw) X BW) = 7) 


der linearen Gleichungen 
(18) Aly) x Q(y) = By), 
wo A(y) #0 und B(y) beliebige Polynome sind. Die Summe von formalen Quotienten 
wird durch 
BY) 
A(y) 


Diy) _ Cıly) X By) + Aıy) X Dy) 
Ccy) M(y) 








B= 


definiert, wo 
M(y) = [A), Cy)] = Cıly) X Ay) = Ay) X CWy). 


Man kann dann zeigen, daß die so definierte Addition assoziativ und kommutativ ist. 
Weiter wird das Produkt durch 


Biy) „ Di) _ Bıly) x DW) 


Aly)  Cly) Cıy) x Aly) 





definiert, wo 


[B(y), C(y)] = Cıly) X B(y) = Bı(y) x C(y). 


Die Multiplikation ist assoziativ und beiderseitig distributiv. Da der hier eingeführte 
Quotientenkörper aus allen Lösungen der linearen Gleichungen (18) und nur aus diesen 
besteht, ist er der kleinste Schiefkörper, der den Ring der Differentialpolynome enthält. 


$ 4. Transformation. 
Für das folgende ist der Begriff der Transformation eines Polynoms besonders 
wichtig. Wir definieren: 
Das Polynom 


(19) A,ly) = a,b, [A(y), B(y)] X By)" 
heißt die Transformierte von A(y) durch B(y) und wird mit 

(20) A,(y) = BA(y) B' 
bezeichnet. 


In (20) heißt B(y) der Transformator von A(y); in (19) sind a, und 5b, die höchsten 
Koeffizienten von A(y) und B(y). 

Wir wollen im allgemeinen voraussetzen, daß in (19) B(y) zu A(y) relativ prim 
ist; und A,(y), das aus A(y) durch Transformation entsteht, soll ein Differentialpolynom 
von derselben Art wie A(y) heißen. Der Grad von A,(y) ist dann immer gleich dem Grad 
von A(y). Der so eingeführte Artbegriff stimmt mit dem gewöhnlichen, zuerst für spezielle 
Körper von Poincare ®) eingeführten Artbegriff vollständig überein. Wenn in (19) B(y) 
nicht zu A(y) relativ prim vorausgesetzt wird, so erhält man den etwas allgemeineren 





8) Die folgenden Resultate entnimmt man aus den allgemeinen Untersuchungen meiner Arbeit: Ö. Ore 
Linear equations in non-commutative fields. Ann. of Mathem. 82 (1931), S. 463 — 477. 
®) H. Poincare, M&moire sur les fonctions zetafuchsiennes. Acta Mathematica 5 (1884), S. 209—278. 
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Artbegriff von Loewy !°); in diesem Falle kann also A,(y) vom kleineren Grade als A(y) 
sein. Im folgenden wollen wir den ersten Artbegriff benutzen, aber ich bemerke aus- 
drücklich, daß unter den nächsten Sätzen die meisten für beide Begriffe richtig bleiben. 

Unter den direkt ablesbaren Eigenschaften der Transformation erwähnen wir 
zunächst: Es ist 


(1) MpboLAly), Biy)] = BAly)B”’ x B(y) = AB(y) AT’ x A(y) 
und für den einfachsten Fall B(y) = buy 


(22) BA(y)B”' = byA GG): 


und A(y) bleibt daher ungeändert, wenn b, dem Konstantenkörper gehört. 

Wir wollen nun verschiedene Sätze über die Transformation beweisen; darunter 
sind einige schon früher bekannte Resultate in einer neuen Form. Wir fangen mit dem 
folgenden Satz an: 

Satz 4. Wenn 

By) =B(y) (mod A(y)), 
so Ist 

B, A(y)Bi' = BA(y)B”'. 
Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge von Satz 3; bei der Transformation eines Poly- 
noms A(y) durch B(y) kann man also immer voraussetzen, daß der Grad von B(y) kleiner 
als der Grad von A(y) ist. 


Wir sind schon an dieser Stelle imstande, den folgenden, für die Anwendungen 
besonders wichtigen Satz zu beweisen "): 


Satz 5. Wenn ein Produkt A(y) x B(y) durch ein Polynom C(y) teilbar ist, und 
C(y) zu B(y) relativ prim ist, so muß A(y) durch BC(y) B”' teilbar sein. 
Da nämlich A(y) x B(y) sowohl durch B(y) als C(y) teilbar ist, so kann man 
A(y) X B(y) = K(y) X bu ao [B(y), C(y)] 
schreiben, woraus man nach Division mit B(y) 
A(y) = K(y) x BC(y) B"' 
erhält, w. z.b.w. Weiter folgt: 


Satz 6. Wenn der Transformator ein Produkt ist, kann man nacheinander mit 
den Faktoren von rechts nach links transformieren 


(23) (CB) A(y) (CB)"' = C(BA(y) B')C"". 
Es ist nämlich nach (12) und (13) 
[Aly),C(y) x By)] = ITAW), By), CW) x BW)] 
und folglich nach (11) 
(CB) Ay) (CB) = age BA(y) BT, Cy)] x CT, 
woraus der Satz sofort folgt. Es ist nach diesem Satz klar, daß, wenn C(y) x B(y) zu 
A(y) relativ prim ist, C(y) zu BA(y)B”' relativ prim sein muß, was man auch direkt 


leicht einsieht. Denn wenn C(y) und BA(y)B”' einen Durchschnitt D(y) hätten, so 
würde D(y) x B(y) ein gemeinsamer Teiler von C(y) x B(y) und [A(y), B(y)] sein; 


10) In der ersten unter !) zitierten Arbeit. 
11) Vgl. den entsprechenden Satz in A. Loewy, Zur Theorie der linearen homogenen Differentialausdrücke. 
Math. Ann. 72 (1912), S. 203—210. 
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D(y) x B(y) ist aber ein Teiler von C(y) x B(y) und daher zu A(y) prim, und es muß 


daher nach Satz 5 AB(y)A" durch A(D(y) x B(y))A”" teilbar sein, was offenbar nicht 
möglich ist. 

Den Satz 6 kann man auch als einen Nachweis der Transitivität des Artbegriffes 
auffassen. Die Symmetrie dieses Begriffs folgt aus dem nachstehenden Satz, der wohl 
in anderer Form auf Fuchs!?) zurückgeht. 


Satz 7. Wenn A,(y) mü A(y) von derselben Art ist, so ıst auch A(y) mit A,(y) 
von derselben Art, d. h. wenn 
A,(y) = BA(y)BT', 
wo B(y) zu A(y) relativ prim ist, so kann man immer ein B,(y) so bestimmen, daß 
Ay) = B, A,(y)Br". 
Nach Satz 6 genügt es, wenn man B,(y) so bestimmt, daß 
A(y) = (B,B)A (y\(B,B"). 
Nach $ 2 kann man aber B,(y) so bestimmen, daß 
B,(y) x B(y) =y (mod A(y)), 
und das so abgeleitete B,(y) hat dann nach Satz 4 die gewünschte Eigenschaft. 


Wir beweisen ferner die folgende Verschärfung des Satzes 2: 
Satz 8 Es sei B(y) zu A(y) relativ prim und x,(y) eine Lösung der Kongruenz 


x(y) x By) =C(y) (mod A(y)). 
Die allgemeinste Lösung dieser Kongruenz ist dann 
x(y) = X0ly) + Kiy) x BA(y)BT, 


wo K(y) eın beliebiges Polynom ist. 
Wenn nämlich x,(y) eine zweite Lösung ist, so muß 


(Kıly) — Xoly)) X B(y) =0 (mod A(y)) 
sein, und aus Satz 5 folgt die Behauptung. 
Satz 9. Die Transformierte einer Hülle ist gleich der Hülle der Transfor- 
mierten, in Zeichen 


(24) CTAWY), By)]C” = [CAY)CT", CB(y)C”]. 
Man hat nach (11), (12) und (13) 
LAY), Biy), Cy)] x Cy)" = LAY), Cy)), [By), CW1x cw)" 
und daher 
CLA(y),By)JC”" = TLAY), Cy)] x Cy)",LBWY, cCW1 x Cy)"), 

woraus (24) folgt. 

Wir wollen zuletzt die Transformation eines Produkts untersuchen. Da man ein 
Produkt B(y) x A(y) auch als [B(y) x A(y), A(y)] schreiben kann, so muß nach 
Satz 10 C(B(y) x A(y))C”' durch CA(y)C”' teilbar sein, und wir können 


(25) C(B(y) x AY))CT" = Kly) x CAy)C”". 


setzen. Um das Polynom KÄ(y) zu bestimmen, multiplizieren wir (25) mit C(y), 
woraus 


Apdgcol By) X Aly), Cl(y)] = Kly) X agcol A(y), C(y)] 


resultiert. Dividiert man hier r. s. mit A(y), so kommt 


12) L. Fuchs, Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. Sitzungsber. d. Berliner Akad. 1888. 
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bucol Biy), AC(y)A'] = K(y) x AC(y)A" 


und endlich 
K(y) = C, B(y) CT", C(y) = ACy)AT. 
Satz 1012). Für die Transformation eines Produkts besteht die Regel 


(26) C(Biy) x Ay))C" = C,BWy)Cr x CAY)CT, 
wo 
(27) C(y) = ACy)AT. 
Durch Induktion beweist man die allgemeinere Formel 
(28) CA) X x Asly) X Ay))CT 
= C,Aly)CH x: X C,A,ly)Cz' X C,A,ly)CT', 
wo 
(29) C(y) = (A:-ı X: X A,)Cy)(A:-ı X X A,) - 
Aus Satz 10 leitet man auch für beliebige A(y), B(y), C(y) die Relation 
(AC(y) AT) B(y)(AC(y) A) = ClBly) x AY))C”" x (CAy)CT) 
her. 


$ 5. Zerlegung in Primfaktoren. 


Wir sind nun imstande, den Hauptsatz über die Zerlegung der Differentialpolynome 
in Primfaktoren in einfacher Weise abzuleiten. Ein primäres Polynom P(y) vom Grade 
n = A heißt ein Primpolynom in K wenn P(y) außer sich selbst und y keine weitere 
primäre Teiler mit Koeffizienten in X hat. Aus Satz 7 und Satz 10 folgt sofort: 

Die Transformierte eines Primpolynoms ist wieder ein Primpolynom. 

Aus Satz 5 schließt man weiter, daß, wenn ein Produkt B(y) x A(y) durch ein 


Primpolynom P(y) teilbar ist, aber A(y) nicht durch P(y) teilbar, B(y) durch AP(y) A" 
teilbar sein muß. 

Weiter brauchen wir den Begriff der Umstellbarkeit; ein Polynom A(y) heißt mit 
einem zweiten B(y) umstellbar, wenn man ein drittes A,(y) so bestimmen kann, daß 


(30) A(y) = BA,(y)B. 


Das Produkt A(y) x B(y) kann dann als eine Hülle aufgefaßt werden, indem man 
nach (30) 


(31) A(y) x B(y) = agbolAıly), Biy)] = AıBly) Ar x Ayly) 
erhält. Man hat also in diesem Falle zwei verschiedene Zerlegungen für das Produkt, 
wobei die Faktoren paarweise von derselben Art sind, aber in umgekehrter Reihenfolge 
vorkommen. Wir wollen sagen, daß eine beliebige der Darstellungen (31) aus der anderen 
durch Umstellung gewonnen wird. 

Es soll nun der Loewysche Hauptsatz !*) über die Zerlegung der Differential- 
polynome in Primfaktoren bewiesen werden. Wir sprechen den Satz in der folgenden, 
etwas schärferen Form aus: 

Satz 11. Jedes Differentialpolynom besitzt in dem gegebenen Körper K eine Zer- 
legung in Primfaktoren. Wenn dasselbe Polynom zwei verschiedene Zerlegungen besitzt, 


13) Vgl. den weniger scharfen Satz 1 in A. Loewy, Über lineare homogene Differentialgleichungen derselben 
Art. Math. Ann. 70 (1911), S. 550—560. 

14) Vgl. die erste Abhandlung !) sowie: E. Landau, Ein Satz über die Zerlegung homogener linearer Difteren- 
tialausdrücke in irreduzible Faktoren. Journ. f. Math. 124 (1902), S. 115—120. 
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so ist die Anzahl der Primfunktionen in beiden Fällen dieselbe, die Faktoren sind paarweise 
von derselben Art, und man kann die eine Zerlegung aus der anderen durch sukzessive Um- 
stellungen der Faktoren ableiten. 

Daß jedes Polynom eine Primfaktorzerlegung besitzt, ist einleuchtend. Wenn 
für ein Polynom F(y) zwei verschiedene Zerlegungen vorkommen, so ist also 


(32) Fy) = aPıly) X x PıYy) = WAY) X X QıWYy). 
Das Primpolynom Q,(y) geht daher in dem Produkt links auf. Wenn schon P,(y) = Q,(y), 
kann kann man in (32) diesen Faktor auf beiden Seiten wegdividieren. Wenn aber 
P,(y) # Q,(y), so sei i, der kleinste Index, für den ein Produkt P;(y) x x P,(y) 
durch Q,(y) teilbar ist. Dann ist aber P,-ı(y) x x P,(y) nicht durch Q,(y) teilbar, 
und nach einer früheren Bemerkung muß also P;,(y) durch eine Transformierte von 
Q,(y) teilbar sein, folglich, weil P;(y) eine Primfunktion ist, 


(33) pP.) = (Pa-ı X X Pı) Qıly) (Pa-ı X X P,).. 
Nach (33) ist P;(y) mit P,-ıly) X» x P,(y) umstellbar, und man erhält 


(34) Pauly) x x Pıy) = QlPa-ıly) X X PıWY)) 9% xQWy), 
wo die Primfunktionzerlegung der rechten Seite leicht nach (28) und (29) berechnet 
werden kann. Setzt man (34) in (32)ein, so kann man beiderseitig durch Q,(y) kürzen; das 
übrigbleibende Produkt kann man in derselben Weise behandeln, woraus man den Satz 
erhält. 

Zuletzt wollen wir noch bemerken, daß Polynome von derselben Art nach Satz 10 
immer Primfunktionzerlegungen mit derselben Anzahl von Faktoren haben müssen, 
und zwar so, daß die Primfaktoren paarweise von derselben Art sind ®). 


$ 6. Linkseitige Teilbarkeitseigenschaften, adjungierte Polynome. 


Wir wollen zuletzt die linkseitigen Teilbarkeitseigenschaften etwas genauer stu- 
dieren. In $ 3 ist schon darauf aufmerksam gemacht, daß man dieselbe Beweismethode 
zum Nachweis der Existenz einer linkseitigen Hülle benützen kann. Die l. s. Hülle von 
zwei Polynomen A(y) und B(y) soll mit 


(35) Hy) = [A(y), B(y)], 


bezeichnet werden. Aus der Existenz der l. s. Hülle folgt auch die Möglichkeit einer |. s. 
Transformation, die durch 


(36) BT A(y),B = B(y) " x [Aly), B(y)h X Qpboy 
definiert wird. Zwei Polynome heißen linkseitig von derselben Art, wenn eines aus dem 
anderen durch ].s. Transformation hervorgeht. Man beweist wie früher, daß der |. s. 
Artbegriff symmetrisch und transitiv ist; sämtliche Sätze in $ 4 über Transformation 
lassen sich in entsprechender Weise für linkseitige Transformation beweisen. Daraus 
folgt ein zweiter Beweis des Hauptsatzes über die Zerlegung in Primfunktionen, wobei 
nur 1. s. Begriffe benützt werden. 

Man kann überhaupt meistens die linkseitigen Begriffe durch entsprechende 
rechtseitige ersetzen, wie aus den beiden folgenden Sätzen hervorgeht. 

Satz 12. Wenn A,(y) zu B,(y) linkseitig relativ prim ist, so wird 


(37) [A By)l =IAY), Bw) 


d. h. die Il. s. Hülle (37) kann auch als als eine r. s. Hülle aufgefaßt werden, und zwar kann 
man A(y) und B(y) so wählen, daß sie mit A,(y) und B,(y) von derselben Art sind. 


15) Vgl. Satz 2 in 18), 
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Nach der Definition der l. s. Hülle hat man 


(38) [A,ly), Biy)l = Aıly) X Baly) = Bıly) X Ayly), 
und wegen des Minimalgrades der Hülle muß hier auch A,(y) zu B,(y) r. s. relativ prim 
sein. Nach Satz 5 folgt dann aus (38) 

(39)  Aıly) = K(y) X ByAy(y) Bz', Bı(y) = L(y) X AgBu(y) Az; 


wenn man (39) in (38) einsetzt, kann man r. s. durch [A,(y), B,(y)] kürzen, und man 
erhält Ä(y) = L(y). Da aber nach Voraussetzung A,(y) zu B,(y) l. s. relativ prim ist, 
so muß Ä(y) vom Grade Null sein, und eine einfache Vergleichung der höchsten Ko- 


effizienten lehrt 

(40) K(y) = L(y) = ag boY- 
Wenn wir daher 

A(y) = ab, Aa(y), B(y) = agb, Ba(y) 
setzen, so folgt aus (38) 
[Aı(ly), Bily)l = [A2ly), Bely)] = [Aly), Biy)] 

und aus (39) und (40) 

(41) A,(y) = B,A(y)Bz', By(y) = AzB(y)Az', 
w. z.b. w. 

Es ist von Wichtigkeit zu bemerken, daß der linkseitige Artbegriff in der Tat 


nichts Neues bringt, indem man beweisen kann: 
Satz 13. Wenn zwei Polynome linkseitig von derselben Art sind, so müssen sie 


auch rechtseitig von derselben Art. sein. 
Nach der Definition (36) der l. s. Transformation folgt durch Vergleich mit (38) 


(42) By 'A,(y)ıBı = Asly) X apboy = a, du, AlayboY), 


und unser Satz ist bewiesen, wenn man zeigen kann, daß dieses Polynom rechtseitig 
mit A,(y) von derselben Art ist. Transformieren wir aber die rechte Seite von (42) mit 
a,b,y, so geht sie in A(y) über und nach (41) genügt es, wieder mit B,(y) zu transformieren. 

Ich möchte zum Schluß noch ein paar Bemerkungen über die adjungierten Diffe- 


rentialpolynome hinzufügen. Wenn 
Ay) =ay” +aYy" ++ aY 
ein beliebiges Polynom ist, so heißt 
adj. Aly) = Aly) = (ay)” - (ay)" "++ "any 
das zu A(y) adjungierte Polynom. Ich erwähne hier nur ohne Beweis einige der wich- 
tigsten Eigenschaften der adjungierten Polynome; sie können durch Nachrechnen leicht 
bestätigt werden. 


Die Adjungierte von A(y) ist wieder A(y). Jedes Polynom kann also als adjungiertes 
Polynom eines anderen aufgefaßt werden. 


Die Adjungierte eines Ausdrucks 
„Aıly) ++ mAnly), 
wo die c; dem Konstantenkörper gehören, ist 
Ay) ++ Any). 
Weiter besteht der Satz von Frobenius 
adj. (A(y) x B(y)) = By) x A). 


Journal für Mathematik. Bd. 167. 30 
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Man kann auch für den in $ 3 eingeführten Quotientenkörper adjungierte Elemente ein- 
führen, indem man 


adj. (40) = adi. (AWI" x By) = Biy) x A)" 


definiert. 

Unter Anwendung der Adjungierten kann man alle l. s. Teilbarkeitseigenschaften 
aus den entsprechenden rechtseitigen ableiten. Den]. s. Durchschnitt von A(y) und B(y) 
definiert man als 


(A(y), By); = adj. (Aly), By); 


und man sieht nach dem Satze von Frobenius leicht ein, daß diese Definition mit der 
früheren übereinstimmt. Die ]l. s. Hülle definiert man entsprechend als 


[Ay), Biy)l = adj. [Aly), Biy)], 
was auch mit dem früheren identisch ist. 
Ich erwähne zuletzt noch die Formeln für die Adjungierten einer 1. s. oder r. s. 
Transformierten: 


adj. (B”"A(y),B) = 
adj. (BA(y)B”') = 


B Aly) B"' 
B’A(y),B”" . 





Eingegangen 31. August 1931. 
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Über Abelsche Operatorgruppen. 


Von Toni Rella ın Graz. 





Einleitung. 

Der Gruppenbegriff hat in der letzten Zeit eine fruchtbare Erweiterung erfahren 
durch Einführung des Begriffes einer Gruppe mit Operatoren !). Wir beschäftigen uns 
im folgenden nur mit Abelschen Gruppen und schreiben die Gruppenverknüpfungs- 
operation als +, dann ist also bei einer Abelschen Gruppe mit Operatoren neben 
den Gruppenelementen, die mit großen lateinischen Buchstaben bezeichnet werden 
sollen, ein Bereich von Operatoren gegeben, die mit kleinen griechischen oder lateinischen 
Buchstaben bezeichnet werden sollen und von denen wir voraussetzen, daß sie einen 
kommutativen Ring mit Einselement bilden und daß dieses der Einheitsoperator ist, 
der jedes Gruppenelement durch sich selbst ersetzt. Solche Gruppen wollen wir kurz 
als Abelsche Operatorgruppen bezeichnen. 

Wir sagen von endlich vielen Gruppenelementen G,,G3,...,Gn, daß sie eine 
endliche Basis der Gesamtgruppe © bilden, wenn sämtliche Gruppenelemente in der 
Gestalt 

YyıCı + YaG2 + °°° + Yan 
dargestellt werden können, wenn die Operatoren y; alle möglichen Werte durchlaufen. 

Ist G ein beliebiges Gruppenelement, so bildet die Gesamtheit der Operatoren y, 

für die 

vG = 0 
ist, bekanntlich ein Ideal c im Operatorenring, welches das G annullierende oder zu G 
gehörige Ideal heißen soll. Ebenso soll G als zum Ideal c gehörig bezeichnet werden. 

r Elemente G,,G,, . . ., Gr sollen unabhängig heißen, wenn aus 


Yıcı + 9262 ++ 9,6 = 0 
folgt, daß 
nano = 0 =yor = 0 
ist, also 9; dem zu G, gehörigen Ideal angehört. 
Sind die Elemente einer endlichen Basis unabhängig, so sprechen wir von einer 
Minimalbasis. 
Gilt im Operatorenring der euklidische Algorithmus zur Bestimmung des größten 
gemeinschaftlichen Teilers zweier Elemente und läßt sich die Gruppe überhaupt durch 
eine endliche Basis darstellen, so besitzt sie auch eine Minimalbasis.. Die Elemente 


C1,C5,...,C, dieser Minimalbasis können so gewählt werden, daß für die annullierenden 
Ideale c,, €, - . -, €, die hier sämtlich Hauptideale sind, allgemein gilt 
G=l0 (Gy), ei. u,0 41, 


1) Vgl. für das folgende z. B. v. d. Waerden, Moderne Algebra (hauptsächlich Bd. I, S. 132 ff. und Bd. II, 
S. 109 £f.). 


30* 
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Aus dieserh Fundamentalsatz können die meisten Eigenschaften derartiger Gruppen 
leicht abgeleitet werden. 

Es entsteht nun die allgemeine Aufgabe, bei allgemeineren Operatorenbereichen zu 
untersuchen, ob eine Minimalbasis existiert. 

Als Beitrag zu dieser Frage werde hier ein Beispiel behandelt, das durch die Theorie 
der p-adischen algebraischen Zahlen nahegelegt wird. 

Es sei p eine Primzahl. Als Operatoren betrachten wir die Polynome von x mit 
ganzen p-adischen Koeffizienten mod x? — 1 oder den Erweiterungsring des Integritäts- 
bereiches der ganzen p-adischen Zahlen durch ein Symbol £, das mit allen p-adischen 
Zahlen vertauschbar sein soll und das durch &? = 1 definiert ist. Von dieser Abelschen 
Öperatorgruppe ® setzen wir voraus, daß sie 


1. überhaupt durch eine endliche Basis dargestellt werden kann, und daß 
2. in © kein Element G +0 vorhanden ist, für das pG = 0) wäre. 


Unter diesen Voraussetzungen läßt sich leicht zeigen, daß © eine Minimalbasis 
besitzt, und das Beweisschema läßt sich auch in allgemeineren Fällen anwenden. 


$ 1. Bezeichnungen und vorbereitende Sätze. 
Bilden G,, G,, - . :, G„ eine Basis der Abelschen Operatorgruppe ©, so schreiben wir 
& Su (G,, G,, u. Ga}: 


Eine beliebige Anzahl C,,C,,...,C, von Gruppenelementen definiert eine Unter- 
gruppe ©, von ® als Gesamtheit der Elemente 


Yılıt Ylat+'''+ 96, 
wobei die y; alle möglichen Operatoren durchlaufen, und es ist 
&, = {C,, Ca - : Cr}: 


Wir schreiben die Tatsache, daß ein Gruppenelement G einer Untergruppe ©, 
angehört, in bekannter Weise als 


G=0(Ö,). 


Ist G ein beliebiges Gruppenelement und ©, eine Untergruppe von ®, so bildet 
die Gesamtheit der Operatoren y, für die 


yG =0 (Ö,) 
gilt, also yG in ©, liegt, auch ein Ideal c,, welches das zu G mod ©, gehörige Ideal heißen 
soll. Ebenso soll wieder G als zum Ideal c, mod ©, gehörig bezeichnet werden. Ist c das 
anullierende Ideal von G, so gilt selbstverständlich 
e=0 (6) 
für jede beliebige Untergruppe ®),. 
Die sämtlichen Operatoren sind in unserem Fall Polynome in & mit ganzen p- 
adıschen Koeffizienten, wobei £ durch &’ =1 definiert ist. 
Setzen wir 
n=e—1 
er. ++, 
so ist a auch im Bereich der p-adischen Zahlen ein irreduzibles Polynom. 
Es gilt 


no =. 
Jedes Polynom in & kann auch als Polynom gleichen Grades in x geschrieben 
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werden. Als Polynome in x sollen hier nur solche mit ganzen p-adischen Koeffizienten 


bezeichnet werden. 
Für x gilt die Definitionsgleichung 


(zn +1)? —1 = 0 + (P\o-ı + (Par +. +pr=0, 


daher 
= zp—1 + pre? + (A)m-3 = Dee —- p — zp—1 + pn: 
wobei 
’ = 1 [ par? 4 (2)r-: == ...o u. p] 
p 2 


ganzzahlig ist und 
n=1(r) 
gilt. 

Ein Ringelement ist als Polynom in x geschrieben dann und nur dann eine Einheit, 
wenn das absolute Glied nicht durch p teilbar ist. 

Jedes Polynom in z ist mod o einem Polynom kongruent, das den Grad p — 1 
nicht erreicht, definiert also eine ganze p-adische Zahl des Körpers der primitiven p-ten 
Einheitswurzeln und wird umgekehrt durch eine solche Zahl definiert. Da im Körper 
der primitiven p-ten Einheitswurzeln x eine Primzahl ist und im zugehörigen p-adischen 
(Henselschen) Körper x die Primzahl ist, so läßt sich jedes Ringelement «& in die Gestalt 
setzen 

a=ent+co, 
wobei e gleich Null oder gleich einer Einheit mod o ıst (Polynom in z, das den Grad p— 1 
nicht erreicht und dessen absolutes Glied nicht durch p teilbar ist), : eine ganze rationale 
Zahl > 0, c eine ganze p-adische Zahl. 


Diese Darstellung eines Ringelements ist eindeutig. 
Die Einheiten sind durch i=0, e eine Einheit charakterisiert. 


Die Ringelemente x, für die nx = 0 ist, erscheinen sämtlich in der Gestalt x = co, 
die Ringelemente ß, für die oß = 0 ist, erscheinen sämtlich in der Gestalt $ = en', i > 0, 
e eine Einheit mod o oder 0. 


$ 2. Über die zu den Gruppenelementen mod &, gehörigen Ideale. 


Da der größte gemeinschaftliche Teiler von x? — 1 und einem beliebigen Polynom 

p(x%) in x mit ganzen p-adischen Koeffizienten im Körper der p-adischen Zahlen nur 
gleich 1,2, 0 oder x? — 1 sein kann, so gilt eine Darstellung 

1 

oder 

oder o 

oder 0 

wobei 9(x) und x(x) im allgemeinen gebrochene p-adische Koeffizienten besitzen. Multi- 

plizieren wir mit dem Generalnenner dieser gebrochenen Koeffizienten p‘, so haben wir 

daher eine Darstellung 


= olz)yla) + (a? 1), 


pi 
oder pn 
oder p'o 
oder O 


= plz) ylx) + (a? —1)x(le), 
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wobei jetzt y und y Polynome mit ganzen p-adischen Koeffizienten bedeuten und y(x) 
den Grad p, x(x) den Grad von (x) nicht erreicht. 

Jedes Ideal a + (0) enthält daher ein Polynom niedrigsten Grades, das entweder 
p' oder p'r oder p'o ist. Es wird daher jedes Element, dessen annullierendes Ideal = (0), 
auch schon durch p? oder pr oder p‘o annulliert und, da der Voraussetzung nach in $ 
kein Element G # 0 vorkommt, das durch p annulliert wird, so wird G auch schon durch 
1 bzw. x oder o annulliert. Ein nicht verschwindendes Element G besitzt daher als zu- 
gehöriges Ideal immer ein Hauptideal und zwar (z) oder (co) oder (0). 

Dies gilt dagegen nicht mehr von den Idealen, zu denen ein Element mod einer 
Untergruppe gehört, wie schon folgendes einfachstes Beispiel zeigt: Es seien G, und G, zwei 
zum Ideal (x) gehörige Elemente und es sei 

p6; = G,. 

Bezeichnet dann ®, die durch G, definierte Untergruppe, so gehört G, mod ®, 
zum Ideal (p, z). 

Jeder echte Teiler von (x) enthält ganze p-adische Zahlen, daher auch eine durch 
eine möglichst niedrige Potenz von p teilbare ganze p-adische Zahl, daher auch eine 
möglichst niedrige Potenz von p und hat daher immer die Gestalt 


pP, = (Pf; rt). 

Ist i = (0, so liegt das Einheitsideal vor. 

Ein beliebiges Ideal a enthält lauter Elemente, die in der Form en’ + co geschrieben 
werden können. Kommt darunter eine Einheit vor (i=(, e eine Einheit mod o), so 
ist das Ideal das Einheitsideal. In einem vom Einheitsideal verschiedenen Ideal ist 
daher, falls e #0 ist, v’stets eine natürliche Zahl > 1. Es sei jetzt a + (1), a # (0). 
Das Ideal a(rz) enthält dann nur Elemente enx*+t! mit : >21, ist also das Ideal (0), falls 
a ein Multiplum von (o) und nur dann und sonst gleich dem Hauptideal (=’*!) mit r 1. 
a muß daher im letzteren Fall ein Element x’ + co enthalten. Das Produkt a(o) ent- 
hält nur Elemente co? = cpo und ist daher das Ideal (0) dann und nur dann, wenn a 
ein Multiplum von (x) ist, und enthält, falls dies nicht der Fall ist, auch ein Element p**!o 
mit möglichst kleinem Exponenten s +1 >1. a enthält daher in diesem Fall ein Ele- 
ment en! + po mit ir. Wenn a also kein Multiplum von (z) oder (o) ist, so enthält 
a Jedenfalls die Elemente z’+! und p**!o und ein Element n’ + cp*o. 

Ist ce=0(p), c = c,p, so kommt sicher auch ein Element vor en + pomitizr, 
daher auch das Element 

(a + cpo) — co(en + po) = ar, 
weil c,p?o? = cp? '!o = cp’o und on = (0. Daher enthält a auch das Element p°o und 
es ist a = (a’, po), wobei r>21,s >02). 

Ist inn’-+ cpo czu p teilerfremd, so ist es möglich, daß in a nur weitere Elemente 
vorkommen, welche mod (z’+!, p®+!o) kongruent Vielfachen von z’ + cp’o sind. In 
diesem Fall ist a = (n’ + cp?o), wobei c&0(p), r21,s 20. 

Kommt dagegen in a ein Element vor, welches mod (z’+!, p®‘'o) nicht einem Viel- 
fachen von rn” + cp’o kongruent ist, dann enthält a wieder n’ und p*o und ist daher 
gleich (=, po) mt r21,s 220. 

Damit haben wir nun auch einen vollständigen Überblick über die Ideale c,, zu 
denen ein Gruppenelement G mod ®, gehören kann, wenn ©, eine beliebige Unter- 
gruppe ist. 

2) It r<p—1, so folgt aus o=nP"!+ mp, dB p=n !o— n !nrt!<o— n!nP! und da- 
her (r’, po) = (r’, p*t!). 




















Rella, Über Abelsche Operatorgruppen. 239 


Ist das annullierende Ideal von G (z), so ist c, = (x) oder = (p’, z),r 0. 

Ist das annullierende Ideal von G (o), so ist c, = (o) oder = (a”, o),r 0. 

Ist das annullierende Ideal von G (0), so ist c, = (0) oder = (1) oder = (n” + ep’ o), 
r>21,s20,e=0(p) oder = (a, po), r2z1,s>0. 


S 3. Beweis der Existenz einer Minimalbasis. 

Ist eine Abelsche Operatorgruppe durch ein einziges Basiselement darstellbar 
(zyklisch), so bildet dieses Basiselement schon eine Minimalbasis. Wir können daher 
annehmen, daß die Behauptung der Existenz einer Minimalbasis von höchstens so viel 
Basiselementen wie in der ursprünglichen Basis schon für alle Abelschen Operatorgruppen 
des betrachteten Typus erwiesen sei, die sich durch n oder weniger Basiselemente defi- 
nieren lassen und dann den Nachweis führen, daß die Behauptung auch für Gruppen 
richtig ist, die durch n + 1 Basiselemente definierbar sind. 

Da die annullierenden Ideale der Basiselemente nach $2 nur (x), (0) oder (0) sein 
können, so können und wollen wir die Elemente einer Basis stets so anordnen, daß zuerst 
alle Elemente stehen, die zu (x) gehören, dann alle Elemente, die zu (co) gehören, und 
schließlich die Elemente, die zu (0) gehören. Wir sprechen dann von einer geordneten 
Reihe von Basiselementen. 

Es sei 


Für die Untergruppe 
Ö, . {G,, G;, ... Gn} 
existiert dann der Voraussetzung nach eine Minimalbasis bestehend aus m <£n Ele- 


menten GG,» . ., Gm- 
Da nun 


= {Co Gy... Gm}; 
so existiert der Voraussetzung nach auch für © eine Minimalbasis, wenn m <n. Wir 
haben daher nur den Fall m = n weiter zu betrachten. 

Bilden G,, 61 - - -, Gn keine geordnete Reihe von Basiselementen, so ordnen wir 
sie so um, daß sie eine geordnete Reihe bilden, und wiederholen den eben skizzierten 
Schritt. Entweder kommen wir dadurch zur Erkenntnis, daß auch ® eine Minimalbasis 
von höchstens n Elementen besitzt, oder wir gelangen nach höchstens nochmaliger Wieder- 


holung des Verfahrens zu folgendem Resultat, das wir, indem wir die Basiselemente 
immer wieder mit Gy Gy, .,Gn als geordnete Reihe bezeichnet denken, folgender- 


maßen aussprechen können: 
Es sei 


® = GG, :.. Gel, 
& = {Gy =: Gn} = {G : : -» On}; 
wobei G,,..., G„n eine Minimalbasis bilden, dann ist 
G = {G, Gy... Ga}; 


und es sei dies schon eine geordnete Reihe. Es ist dann nachzuweisen, daß auch © eine 
Minimalbasis besitzt. 

Der größeren Übersichtlichkeit wegen wollen wir Elemente, die zu (x) gehören, 
mit A, solche, die zu (co) gehören, mit B und Elemente, die zu (0) gehören, mit C be- 
zeichnen. 
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Dann haben wir nur die drei Fälle zu betrachten: I.G, = A, 11l.G, = B,IIl.G, = C, 


wobei im Falle II. unter den Elementen G,,.. ., G„ kein Element A, im Fall III. kein 
Element A und kein Element B vorkommt. 

FallIl. G,= A. 

Da A mod ©, zu einem Teiler von (x) gehört, so kann dieses Ideal nur (rz) oder 
(p', a),r ZA oder (1) sein. Im ersten Fall ist G,@G,,-..,G„n schon eine Minimalbasis 
von ®, im letzten Fall liegt G,in &, und es ist daher ® = ®,und G,,..., G„ eine Minimal- 
basis von ©. 

Wir haben daher weiter nur den Fall zu betrachten, daß G, = A mod ©, zu (p”, x) 
gehört. Die Basis G,,... .,G„ werde mit Ay... Bu:---,C1 - - . bezeichnet, wobei even- 
tuell eine oder zwei dieser drei Mengen von Basiselementen fehlen können. Die einzige 
von den Gleichungen 





(A) nA =, nA, =0,..,.0B, =0,..,0:6,=0,... 
unabhängige Gleichung hat dann die Gestalt 
(1) pA=aA, + +fBı tr +nlttr rel. 


Aus nA = folgt 

0=nßBı, + +aylıt 
und daher, weil A,...,„2Dy---,C]... eine Minimalbasis bilden, 

aß, B, = 0, ... ryıC, — 0, ..n 
folglich 

np, =0o),..,2Yı =0,..., 
und daher weiter, da ß,,... mod o genommen werden kann, 
Pp, =... = 00...» 

Die Gleichung (1) hat daher die Gestalt 

(2) pPA=@a4A, +: +golı +, 
wobei @,,...,Cy,... ganze p-adische Zahlen sind. 

Kommt unter den Zahlen a; eine Einheit vor, so können wir die Bezeichnungs- 
weise so annehmen, daß a,=0(p). Dann läßt sich A, durch A, A,...,C,,... aus- 
drücken und es ist 

($ = {A,A,„Ay:: 3 Bun: 40: ++} ={A,Au:..„Bu- ER ROBBE. © 
Die letzteren n Elemente bilden aber schon eine Minimalbasis von ®, weil (2) die einzige 
von den Gleichungen (A) unabhängige Gleichung zwischen A, A,...„Bu::,Cn--- 
ist. Es besitzt daher in diesem Fall auch & eine Minimalbasis von n Elementen. 

Sind alle Zahlen a; durch p teilbar, so können nicht alle Zahlen c; durch p teilbar 
sein weil sonst (2) einmal durch p gekürzt werden könnte gegen die Voraussetzung, daß 
A mod ©, zu (p’, x) aber nicht zu (p’-!,r) gehört. Wir können daher annehmen, dab 
4 =#0p). 

Setzen wir in diesem Fall a; = pa; und beachten, daß pA = oA, so können wir 
die Gleichung (2) in der Gestalt schreiben 


(3) p!oA = 0A, +'''+col, ee. 
oder 

(4) o[la4Cı +: +4, +: —- pr'4]=I. 

Setzen wir 


(5) B=c«aC, + :::+0A,+:::—- pA, 
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so läßt sich C, durch B,C,,...,A],..., A ausdrücken, und es gilt daher 
BEER, A ar ein a FA, Au a Ban + cn: }e 

Die letzteren n + 1 Basiselemente bilden aber schon eine Minimalbasıs von ©, 
weil «B = 0 offenbar die einzige von den Gleichungen (A) unabhängige Gleichung ist, 
wie man erkennt, wenn man B nach (5) durch C,,..., A]. .., A ausdrückt. 

Fall II. G,=B. 

Da B mod ©, zu einem Teiler von (co) gehört, so kann dieses Ideal nur (co) oder 
(7,0),r = oder (1) sein. Im ersten Fall bildet wieder Gy, G,, - . -, Gn eine Minimal- 
basis von ®, im letzten Fall ist © = ©,. Es ist daher wieder nur der Fall weiter zu 
untersuchen, daß B mod ©, zum Ideal (z’, o),r 21 gehört. Die Basis Gy +: :, Gn werde 
mit By. .,C1... bezeichnet, wobei eventuell eine dieser beiden Mengen von Basis- 


elementen auch fehlen kann. 
Die einzige von den Gleichungen 





(B) oB=0, oB,=0,..,0:6, =(,... 
unabhängige Gleichung hat dann die Gestalt 
(6) „B=BB, +: +yCı+---. 


Aus oB = folgt 
0=oyCı +‘; 
und daher, weil B,,...,C],... eine Minimalbasis bilden, 
96, =0,...; 
folglich 
oY=0,..., 
und daher 
„on, KhahM,... 
Ist eine der Zahlen £; eine Einheit, so kann angenommen werden, daß dies für ß, 
der Fall ist. Dann läßt sich B, durch B,,...,C,,.. ., B ausdrücken, und es ist 
De uud ri 
Die letzteren n Basiselemente bilden aber schon eine Minimalbasis von ©, weil (6) die 
einzige von den Gleichungen (B) unabhängige Gleichung zwischen B, A,,.. „Bu -- -, 


Eu: 
Ist keine der Zahlen ß; eine Einheit, so haben sie sämtlich die Gestalt d;r. In diesem 


letzteren Fall können aber nicht alle Exponenten k,,... größer als 1 sein, denn sonst 
könnte man aus (6) durch Multiplikation mit r?-2 folgern 

(7) apHt—B = PinPIB, +: + eo, nptkn2l, +, 
und wegen 

o=nP1I+n, 09=n®P+pan 
 naıpB=—-PranpB, + - amfn'pl, — 

und daher weiter nach Multiplikation mit — =! und Division durch p 

(8) aB=BAB, +: +amhric, +... 
Das ist aber im Widerspruch gegen die Voraussetzung, daß B mod &, zum Ideal (n’, o) 
gehört. Es muß daher in diesem Fall einer der Exponenten k,,... gleich 1 sein und 


wir können annehmen, daß k, = 1 ist und e, eine Einheit. Dann kann die Gleichung (6) 


geschrieben werden 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 31 
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(9) a-@B=aliB + +aCıt] 
oder 

(10) n[&,C; + +ABı +: -amıB]=0. 

Setzen wir 

(11) A=&C0, +::-+ßB, +: —-anıB, 


so läßt sich €, durch A,C,,..., B,,.. ., B ausdrücken, und es ist daher 
BA A ae en ET A aa 


Die letzteren n + 1 Basiselemente bilden aber schon eine Minimalbasis von ©, weil offen- 
bar nA = 0 wieder die einzige von den Gleichungen (B) unabhängige Gleichung zwischen 
A,B, A)... By: .,Cy . . . ist, wie man wieder erkennt, indem man A nach (11) durch 
B,B,...,C,),... ausdrückt. 


Fall III. G=C. 
Da G, =C in diesem Fall zu (0) gehört, so kann C mod ©, zu einem beliebigen 
Ideal gehören. Nach $2 sind daher für dieses Ideal c, folgende Möglichkeiten zu betrachten: 





1. co = (0) 
2.0 = (eo) 
3. 69 = (7) 
4.0 = (1) 
5.0 = (a +epo), r21,s 20, #0 (p) 


6.0 = (a, po), rzi1,s2>0. 

Im Fall 1. bilden wieder G,, G,,- . -, G„ eine Minimalbasis von ©. Im Fall 4. ist 
& — Go 

Im Fall 2. ist die einzige unabhängige Gleichung zwischen C, C,, . . ., Cn, wobei wir 
Cyy...,Cn statt G,,. . ., Gn schreiben, 

(12) oC = y,Cı +: + Ca: 

Durch Multiplikation mit r erkennt man wegen der Minimalbasis-Eigenschaft von 
Cy..,Cm,daßBy, =c«0,i=1,2,...,n; die Gleichung (12) kann daher in der Gestalt 
geschrieben werden 

(13) ol — al, — :''— a6.) =0. 

Setzen wir 

C — cal, -—'''—- al =B, 
so gilt ersichtlich 
6= {C, C,, u Ca} . {B, C, .. „Cn}, 
und die letzteren n + 1 Basiselemente bilden bereits eine Minimalbasiıs. 

Im Falle 3. ist die einzige unabhängige Gleichung zwischen C, C,,.. ., C„ von der 
Gestalt 

(14) nl = Yıcı ı he > YnCn; 
wobei man durch Multiplikation mit o erkennt, daß y, = y;n. Die Gleichung (14) 
kann daher in der Gestalt geschrieben werden 

(15) a(C — yılı = — ln) = 0. 

Setzen wir 


Ce — yılı aNYe -„„n=A, 
so bilden offenbar die Elemente A,C,,...,C„ eine Minimalbasis von ©. 








en 
»h 


t 


Ir 
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Im Fall 5. ist die einzige unabhängige Gleichung zwischen C, C,,.. ., C„, aus der 
sich alle andern Gleichungen zwischen diesen Elementen ableiten lassen, 


(16) (aT +ep'o)C = yıCı ++ YnCn 

Wäre keines der Elemente y,,..., %„ eine Einheit, so könnten wir setzen 
4 yırz + (10, ...Yn = Ya + (10. 

Aus (16) folgt dann durch Multiplikation mit n?-1 


(17) nptr-1C = ynPl, ++ yanPC, 
und wegen 
nn +prn =0 
18) 2 —nmipl = — nyınpl, —nyarplz = —nyarpCn, 
und daher durch Multiplikation mit — 7! und Division durch p 
(19) "C=yırnl, + +Yyrnla, 


gegen die Voraussetzung, daß x’ nicht in dem zu G mod ®, gehörenden Ideal liegt. 
Es muß daher in (16) einer der Koeffizienten y, eine Einheit sein, und wir können 
annehmen, daß dies für y, zutrifft. Dann bilden aber ersichtlich C, C,,, . . ., C„ eine Mini- 


malbasis von n Elementen für ©. 
Im Fall 6. sind alle Gleichungen zwischen C, €, ... ., C„n Folgen von zwei Gleichungen 


der Gestalt 

(20) aC+yıCı + °°° + YnCn = 0 

(21) p’oC + YyıCı ++ mon =. 

Durch Multiplikation von (20) mit o und von (21) mit z erkennt man, daß 

y=yır für i=1,2..,0 
und 
=6co für i=1,2..,R. 

Wären in (20) r 2 2 und alle Koeffizienten y; durch n? teilbar (y; = n?y;’), so würde 
aus (20) durch Multiplikation mit n?? folgen 

(22) ara C+yClı + +9mln) = 

= — naple2C + yilı + tm) =0, 

und daher nach Division durch p und Multiplikation mit — =! auch 

(23) al +yı nl, + + nCc,„=0, 
gegen die Voraussetzung, daß x’-! nicht in dem zu C mod ©, gehörenden Ideal liegt. 
In (20) ist daher mindestens einer der Koeffizienten y; nur durch x aber nicht durch 
n? teilbar, und wir können dann annehmen, daß dies für y, zutrifft, oder esistr=1. In 
beiden Fällen setzen wir 

(24) al ty + + =A, 
dann gilt nA =. 

Die Gleichung (21) kann im Fall r = 1 in die Gestalt gesetzt werden 

25) profA - yılı = mE) tact + tm, —d. 

Ist y, =ci(r) für i=1,2,...,n, so reduziert sich (25) auf 

(26) poA+(cı -pa)oCı +: +(m -pan)oCn=0. 

In (26) können nicht alle Klammern c; — p'c; durch p teilbar sein, weil dann aus 
(26) im Fall s> O0 nach Division durch p 


p'oC =0(Ö,) 
31* 
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folgen würde, gegen die Voraussetzung. Ist aber s = 0, so würde aus (26) mit Berücksichti- 
gung von oA = pA nach Division durch p folgen 
IC =0Ö,), 
wieder im Widerspruch gegen die Voraussetzung. 
Wir können daher annehmen, daß 


(27) 4 —-pa=&0lp). 
Setzen wir 
(28) p’C 4 GC, + ee E— ACH = B y 


so lautet (21) einfach oB = 0. Die Gleichungen (24) und (28) lassen sich aber nach C 
und C, auflösen, da die Koeffizientendeterminante wegen r =1 
a -pyı=a-pa&0lp,r) 

und daher eine Einheit ist. 

Es ist daher 

® =fC,C,C...3,C00} ={A,B,C„.:4,C0; 

und die letzteren n + 1 Elemente bilden bereits eine Minimalbasis. 

Im Falle r > 1 ist also yı der Voraussetzung nach eine Einheit, und (21) kann in 
dıe Gestalt gesetzt werden 


(29) Pa +.oyA— ac —yl,.— '- —- C,) 

+0,00, +'''+00,=0, 
und weiter, wenn wir wieder 7 =cj(r) annehmen, 

(30)  aTtoA +poCt +, — a aTTcs)l, + +, - a aTc)c, =0. 

Ist s=0 und setzen wir 

(31) C+aC, +: +aCGan"=B, 
so lautet (21) oB = 0), und die Gleichungen (24) und (31) lassen sich wegen r > 1 nach 
C und C, auflösen, da die Koeffizientendeterminante 

ia -a=-a=FlIlp,r) 
eine Einheit ist. Es ist also in diesem Fall wieder 
® = {C,C,Cy...4C0} = {A,B, Ca : 4, Ca}, 
und die letzteren n + 1 Basiselemente bilden schon eine Minimalbasis. 

Ist s 1, so können nicht alle Klammern e, — cı=!c’ durch p teilbar sein, weil 
sonst im Falle c, =0(p) die Gleichung (30) durch p gekürzt werden könnte und daraus 
in Verbindung mit (24) 

p!ot =0(6,) 
folgen würde, gegen die Voraussetzung. Im Falle c, & 0(p) ist aber wieder oA = pA zu 


berücksichtigen, (30) könnte wieder durch p gekürzt werden, und aus (30) und (24) 
würde folgen 


(Tat +prio)C =0(6,), 


wieder gegen die Voraussetzung. 


Wir können daher im Falls 21 «-— ec, c=!d=0(p) annehmen; dann ist auch 


C1Cg —Cı& #E0(p) und, wenn wir setzen 

(32) pc +aCı +%6, ++ =B, 
so lautet (21) oB = (), und (24) und (32) lassen sich nach C, und C, auflösen, weil die 
Koeffizientendeterminante 
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ti- NG —- pa = - BG E0 (pr), 
also eine Einheit ist. 
Es ist daher in diesem Fall 
® = 1C,C,Cu::4C0} = {A,B,C,Cz + Cal 
und die letzteren n + 1 Elemente bilden wieder eine Minimalbasis. 


&4 Invarianz der Anzahl der Elemente einer Minimelbasis, die zu den Idealen (x), 
(c) und (0) gehören. 


C Wir wollen m Elemente G,, G,, . . ., G„m unserer Gruppe linear unabhängig nennen, 
wenn aus einer Gleichung 
mit ganzen p-adischen Koeffizienten c,, C,.. „m folgt, daß a =, =...= m =d ist. 


Unsere Gruppe © möge eine Minimalbasis besitzen, die aus r Elementen A,, A;, 
..., Ar besteht, die zum Ideal (r) gehören, aus s Elementen B,, BD, ..., D,, die zum 
Ideal (0) gehören, und aus it Elementen C,,C,,... .,C;, die zum Ideal (0) gehören. 


Die Maximalzahl linear unabhängiger Elemente in © ist dann offenbar 





n 
N=r+(p-1s+ pt. 
Die Gruppe ©, aller Elemente, die durch x annulliert werden, besitzt offenbar 
eine Minimalbasis 
A, eo. A,, oC,, en: oC, 
und enthält daher als Maximalzahl linear unabhängige Elemente 
N,=r-+t. 
Die Gruppe ®, aller Elemente, die durch o annulliert werden, kann durch die 
h Minimalbasis 
Dany Ba ln 
dargestellt werden und enthält daher als Maximalzahl linear unabhängiger Elemente 
N = (p Zu 1)s + (p Eu 1)t. 
| Es gt N=N,.+N.. 
Bezeichnen wir mit x® respektive o® die Gruppen aller Elemente, die als Produkte 
| | mit z resp. mit o dargestellt werden können, so besitzt 7®& offenbar eine Minimalbasis 
I Bu en U 


und o® eine Minimalbasis 
pAy : : +, PAn 00 : » +, 064 
Die Gruppe x® enthält wegen der Identität 
=! pn, n=lira) 


offenbar die Elemente pB,,.. ., pB, aber nicht die Elemente B,,..., B,, ebenso wie die 
Gruppe o& wohl die Elemente pA1, - - -, pAr aber nicht die Elemente A,,..., A, enthält. 


r 


u NE 





Er 


Die Faktorgruppe ©,/0® ist eine endliche Abelsche Gruppe vom Typus p, p, :- -, P; 


ME VER 





u‘ 


die Faktorgruppe ®/r® ist eine endliche Abelsche Gruppe vom Typus p,P,...,p- 


Dadurch sind die Zahlen r und s invariant definiert und, da offenbar auch N, N,, N, 
Invarıant sind, so ist auch ? invariant. 
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$5. Anwendungen. 


1. Der eben bewiesene Satz über die Existenz einer Minimalbasis gewisser Abel- 
scher Operatorgruppen läßt sich sofort als Satz über ganzzahlige zyklische Matrizen 
aussprechen. Wir wollen Matrizen mit großen lateinischen oder griechischen Buch- 
staben mit zwei Indizes bezeichnen, von denen der erste die Anzahl der Zeilen, der zweite 
die Anzahl der Spalten der Matrix angibt. 


Es sei Sy,» eine ganzzahlige Matrix, deren p-te Potenz die Einheitsmatrix derOrdnung 
N ıst. Diese Matrix kann immer aufgefaßt werden als Definitionsmatrix eines Auto- 
morphismus & für den Modul der linearen Formen von N Unbestimmten mit ganzen 
p-adischen Koeffizienten. 


EXynı = Aynı = Syn Anı: 


Diesen Modul können wir mit Rücksicht auf den durch diesen Automorphismus 
& definierten Operatorenbereich von Homomorphismen auch als Abelsche Operator- 
gruppe auffassen. Dann spricht sich der Satz, daß diese Abelsche Operatorgruppe eine 
Minimalbasis mit r zu (z), s zu (0) und t zu (0) gehörenden Elementen besitzt, so aus: 


Es gibt N Linearformen von %,,...,y die wir als Spalte Yy,ı schreiben und die 
mit den Ausgangsunbestimmten Xy,ı durch ein Gleichungssystem Yy,ı = Ty,vXx, 
zusammenhängen, — wobei die Matrix 7y,y ganze p-adische Zahlen als Elemente und eine 
nicht durch p teilbare Determinante hat, also p-adisch ganzzahlig invertierbar ist, so 
daß auch Yy, eine Basis unseres Moduls ist, — so daß der Automorphismus £ die Ele- 
mente Yy,ı folgendermaßen ersetzt: 


EYsnı=RusY’nı 








1 
1 
1 0 
2,—1,9-1 
Rus = 
Zp-1,9-1 
0 T ,,» 
T pn 
5 Br 0 ı 9..:0 
00 4 0 00141 0 
1-1 =’: 110. ‚ Ta=1:::::--- 
BE WB 0 0...1 
—1 1 -1...—1 ww 


Ry,» enthält nur von Null verschiedene Elemente, die um die Hauptdiagonale in Teil- 
matrizen der Ordnungen 1, p — 1 und p angeordnet sind, und zwar kommen unter den 
gemachten Voraussetzungen r Elemente 1, s Matrizen 2,_ı,»-ı und ti Matrizen 7,, vor. 


Da 


EYnı = Tus&Xnı = TysSn»Tss Ynı, 
so ist 


Rn,s = TuS Tyx: 








bein un bu 


BP EB BE 
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Wir können also sagen, daß Sy,» durch eine Matrix mit ganzen p-adischen Zahlen 
und nicht durch p teilbarer Determinante in diese Normalform Ay,v transformiert 
werden kann. 

2. Es sei K ein Galoisscher Körper über dem Körper der p-adischen Zahlen vom 
Grad n, p der Primteiler dieses Körpers von der Ordnung e und vom Grade f also ef =n, 
Np = p', n durch p teilbar, & ein Automorphismus von K von der Ordnung p. Dann 
bildet die Gesamtheit der Polynome von & mit ganzen p-adischen Koeffizienten einen 
Homomorphismenring, und wir können diese Homomorphismen als Operatoren auf- 


fassen. 

Jede Zahl A von K gehört dann entweder zu & —1 oder zu &"' +2”? ... 
+£+41=o oder zu Null in dem Sinn, daß entweder (E -1)A=ZA-A=(0 
oder A=EPTA+ETAt:-- +EA+A=0, während A, EA, &A,...,&’””A linear 
unabhängig sind oder A,&A,...,£’”'A linear unabhängig sind. 

Es gibt dann nach dem Satz von der Existenz einer Minimalbasis ein Fundamental- 


system @1, @g, +. ., @„ dieses Körpers von der Beschaffenheit, daß im Falle, daB w; zu 
o gehört, neben &; auch Ew,,... .,£’"*@; in diesem Fundamentalsystem vorkommen ®), 
und wenn «@; zu Null gehört auch &oy, . . ., £°”"o, in diesem Fundamentalsystem vor- 
kommen. 


3. Die Gesamtheit der Einseinheiten von K läßt sich durch eine Basis darstellen, 
und es möge der reguläre Fall vorliegen, daß K keine p-ten Einheitswurzeln enthält. Dann 
erscheinen alle Einseinheiten eindeutig in der Gestalt 

E) E2 RE Er, 
wobei die Exponenten c; ganze p-adische Zahlen sind. Jede Einseinheit gehört zu einem 
symbolischen Exponenten, der Polynom in £ ist, und dieser Exponent kann nur & — 1 
oder ET 1 877? 2... 2 &-+4 = o oder Null sein in dem Sinn, daß 


Hr) en a +%9-1 _ Bu H°(EH)“" ... (ErH)%r-1 —4 
für ganze p-adische Koeffizienten entweder dann und nur dann erfüllt ıst, wenn (x) 
durch x —1 teilbar ist oder wenn g@(x) durch a?! + .aP-2 +... —+x+ 1 teilbar ist 
oder schließlich nur wenn g(x) = 0 ist. 

Der Satz von der Existenz der Minimalbasis sagt aus, daß die Basiseinheiten so 
gewählt werden können, daß neben E; auch £E,,...,&’””E; in der Basis vorkommen, 
wenn E; zum symbolischen Exponenten o gehört, wobei wieder sinngemäß die Anmerkung 
bei 2. gilt, und daß neben diesen Konjugierten auch noch &””’E; in der Basis vorkommt, 
wenn E; zu Null gehört ®). 


®) Dies gilt natürlich nur für eine bestimmte Zahl unter den p relativ-konjugierten Zahlen. 
*) Diese letzten Überlegungen haben den Ausgangspunkt dieser Arbeit gebildet. 





Eingegangen 31. August 1931. 
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Über Verzweigungspunkte bei Körpern von algebraischen 
Funktionen mehrerer Veränderlicher. 


Von Werner Schmeidler in Breslau. 


Einleitung. 

Die folgenden Ausführungen stellen eine Weiterführung meiner Arbeit „Grundlagen 
einer Theorie der algebraischen Funktionen mehrerer Veränderlicher‘“ (Mathematische 
Zeitschrift Bd. 28, S. 116 —141), im folgenden zitiert mit G., dar. Ernstliche Schwierig- 
keiten gegenüber dem Fall einer unabhängigen Veränderlichen entstehen bekanntlich ins- 
besondere durch diejenigen Primideale aus Polynomen der m unabhängigen Veränderlichen, 
deren Mannigfaltigkeit kleiner als m — 1 ist, und zwar vor allem deshalb, weil die Zerlegung 
der durch diese im Körper der algebraischen Funktionen erzeugten Ideale in Potenzprodukte 
von Primidealen im allgemeinen nicht mehr gilt. Im folgenden wird die Theorie dieser Ideale 
auch dann, wenn ihnen „Verzweigungspunkte‘‘ des Körpers über dem Körper der un- 
abhängigen Veränderlichen entsprechen, mit neuen Methoden weitergeführt. Im Mittel- 
punkte des ganzen steht eine Transformation innerhalb des Körpers der unabhängigen 
Variablen, durch die das gegebene Primideal in ein solches der Höchstmannigfaltigkeit 
übergeht; diese Transformation, so einfach sie ist, scheint mir neu und grundlegend zu 
sein. Wichtig ist ferner natürlich die bereits a. a. O. ausgesprochene invariante Definition 
des Punktbegriffes und der Vielfachheit einer Funktion des Körpers in einem Punkte. 
Bemerkenswert scheint mir ferner die Übertragung einer im Grunde von Dedekind- 


Weber, und zwar für die spezielle Transformation 2’ = - geprägten Begrifisbildung des 


„Exponenten‘“ einer ganzen Funktion des Körpers auf die hier vorliegenden andersartigen 
Verhältnisse. Mit diesen Mitteln gelingt es, einmal ein Diskriminantenkriterium für 
solche aus Primidealen niedrigerer Mannigfaltigkeit erzeugten Verzweigungspunkte 
herzuleiten in Ausdehnung des bekannten Diskriminantenkriteriums für Verzweigungs- 
punkte, die aus Primidealen der Höchstdimension entstammen (Satz I), sodann aber 
den Satz von der Produktzerlegung in Primidealpotenzen bei einer gewissen Klasse der 
oben bezeichneten Ideale niedrigerer Mannigfaltigkeit durch einen allgemeiner formu- 
lierten zu ersetzen, wobei die einfache Charakterisierung eines dabei auftretenden Primär- 
teilers durch das zugehörige Primideal und einen Exponenten erhalten bleibt, der Ver- 
zweigungscharakter also auch hier durch die Idealzerlegung gegeben ist (Satz II). 


$ 1. Zur Idealtheorie des Körpers. 


Es sei P ein Körper von der Charakteristik Null im Sinne von Steinitz, Y,, - - -, % 
ein System von algebraisch unabhängigen Variablen über P, deren rationale Funktionen 
den Körper P(y,...,%n) = 8, bilden, und K(y) ein algebraischer Körper über 8,. Im 
Gebiete der ganzen algebraischen Funktionen von %,,...,Y„ läßt sich dann, wie a.a. 0. 
gezeigt wurde, eine Idealtheorie entwickeln, die weitgehende Analogien mit der Theorie 
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der Polynomideale aufweist und als deren Verallgemeinerung aufgefaßt werden kann. Man 
unterwirft die Variablen y,,..., %, zunächst der unbestimmten linearen Transformation 


(1) Y; = 2 uw (=1,...0), 


wodurch &(y) in einen Körper &(x)=& über P(u;.) und jedes Ideal a(y) in &(y) ein trans- 
formiertes Ideal a ın $ übergeht. Von Wichtigkeit für das folgende ist vor allem der 
Begriff der Norm von a; hierzu definiert man zunächst das „Grundideal k-ter Stufe g,“ 


von a als die Menge aller ganzen Größen y in $, für die ein Polynom DF+d von Zur, +, Im 


allein existiert, so daß d* +" -y =( (a) ist. g, wird ein transformiertes Ideal, und speziell 


wird 9, = 0, 9, =0(g,_,) 9, = a. Es folgt die Definition der „Elementarteilerform k-ter 
Stufe 2° von a‘, die ein in x; reguläres Polynom von z;, ..., &„ und den größten gemein- 
samen Teiler aller derjenigen Polynome B'® über dem Grundbereich P(u; &:1,..., %n) dar- 
stellt, für die die Kongruenz B®” .y =0(a) für jedes y =0(g,_,) gilt. Die „Teilnorm 
k-ter Stufe N® von a‘ enthält dieselben irreduziblen Faktoren wie E® ist in 


P(u; X%&+1, -- +, 2m) durch E“® teilbar und ebenfalls regulär in x. Der Grad von N® in x 
ist gleich der Anzahl der linear unabhängigen Restklassen von q,_, mod g, über dem 


Grundbereich Pu; 241, . :,2m). Das Produkt N = N”... N heißt die Norm von 


a. Ist insbesondere nur eine der Teilnormen N” von 1 verschieden, so heißt das Ideal 
„ungemischt“; bei einer kürzesten Darstellung von a durch größte Primärteiler sind 
alle diese von derselben ‚„Mannigfaltigkeit‘‘ m — k, die hierdurch definiert ist und die 
Bedeutung hat, daß #%+1,.. ., 2m mod. a algebraisch unabhängig sind, während zwischen 
%y +, %m eine Relation mod. a besteht. Sowohl N als auch die ‚„‚Elementarteilerform 


E = E®”...E"”“ gehören stets zu a. 


Spezielle für das folgende wichtige Ideale sind außer der Gesamtheit aller ganzen 
Funktionen von 2,,...,2m in $, die wir mit o(x) oder mit o bezeichnen: 


1. Das Führerideal a,(x), das zu einer den Körper & über $t, definierenden ganzen 
Größe » gehört und die Gesamtheit aller Größen & des Körpers 8 umfaßt, für die Jedes 
Produkt xw* ein Polynom von ®, 2, . . -, %„ Ist, falls &* ganz ist. Der größte gemein- 
same Teiler A aller Führerideale für beliebige Größen » ist von der Mannigfaltigkeit 
sm —2. 

2. Das Verzweigungsideal 3(x), das mit Hilfe des komplementären Moduls e(x) 
definiert ist. Dieser umfaßt die Gesamtheit aller Größen e aus $, für die S(ew) ganz ist, 
wenn w ganz ist. 3(x) bedeutet die Gesamtheit aller ganzen Größen w, für die ew ganz 
ist, wenn € zu e(x) gehört. 


3. Au(x) und 3(x) erweisen sich als ungemischte Ideale von der Höchstmannig- 
faltigkeit. Bezeichnen wir mit r das kleinste gemeinsame Vielfache aller zugehörigen 
Primideale von 3, mit r die (aus lauter verschiedenen irreduziblen Faktoren der Höchst- 
mannigfaltigkeit bestehende) Elementarteilerform von t, so gilt die Darstellung er = r. 


In G. $1 Nr. 10 ist bewiesen worden, daß alle transformierten Hauptideale unge- 
mischt von der Höchstmannigfaltigkeit sind. Dies gilt insbesondere für die Ideale 
o(z)P, wo 9 ein transformiertes Polynomideal in x&,,...,2„ von der Mannigfaltigkeit 
m — 1 bedeutet, das als solches ein Hauptideal ist, und speziell insbesondere dann, wenn 
p ein Primideal der Höchstmannigfaltigkeit ist. Es sei jetzt allgemeiner 9 ein trans- 
formiertes Polynomprimideal der Mannigfaltigkeit m —k. Wir behaupten, daß das 
Ideal o(z)$ in ® ungemischt ist. 
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Zum Beweise bemerken wir zunächst, daß das Ideal transformiert ist. Wir fassen 
nun eine kürzeste Darstellung o(z)p =[4,, - . -, 9,] durch größte Primärteiler q,,...,q, 


ins Auge und beachten, daß wegen der Existenz einer Relation 3” = 0($), also auch mod. 
o(z)P, die Grundideale g,,..., 9,_, von o(z)P gleich o sind. Bedeutet nun p, das zugehörige 


Primideal von q,(o =1,..., A), also die Menge der ganzen Größen, für die eine Potenz 
zu q, gehört, so ist die Mannigfaltigkeit dieser beiden Ideale dieselbe und <m — k. 
Ist nunt=[p,...»,] das kleinste gemeinsame Vielfache dieser Primideale, so ist 
auch 1, =: =t;-ı = 0, wenn t; das Grundideal i-ter Stufe von r darstellt. Zum 
Beweise unserer Behauptung gehört daher nur der Nachweis, daß tr; =t ist. 
Es gilt nun für ein beliebiges y aus t;: 
Wr. y=0It); 


dann ist für einen genügend großen Exponenten » 


Aa j y’ = (op), Br; y’ en o,P,  söc 2 op, 


wenn P,,..., P.„ eine Basis des Polynomideals p und w,,..., ®, ganze Größen aus |i 
sind. Denkt man sich y, ®,,..., @„ durch eine Erzeugende » des Körpers ausge- 
drückt und geht in dieser Gleichung zu den konjugierten Größen von w über, so 
bleibt sie bestehen. Durch Bildung einer beliebigen elementarsymmetrischen Funktion 
S(y’, y’”’,...) erhält man daher: 


BE Sy", y”,..) = 00) 
und folglich, da B**” = 0(f) ist, 
Sy, y”,..)=0). 
Stellt man daher die Gleichung n-ten Grades für y’ auf, so erhält man 
y” =0op), 





also 
y*r =0(q)(e =1,...,4). 
Nach der Definition der zugehörigen Primideale ist daher 
y =((p,) =1,..,.4), 
also y =0(t). Also ist x =0(rt), und damit „=r!). 
Nach G. $1 Nr. 8 ist daher NM(o(z)p) = N(q,) : :: N(q,), und diese Funktion ent- 
hält dieselben irreduziblen Faktoren wie E(o(x)p). Da nun die Elementarteilerform # 


des Polynomideals p irreduzibel ist und zu o(z)P gehört, so ist sie gleichzeitig die Elemen- 
tarteilerform von o(x)p; daher ist N(ox)(p) ebenso wie N(q,),..., N(q,) je eine Potenz 
dieses irreduziblen Faktors. Es sei etwa N(o(z)P) = E*, N(q) =E*(o =1,..., 4); 


4 


dann ist x = 2 u. 
Om 


$2. Die Punkte oder Stellen des Körpers. 
Wir denken uns für das folgende die Unbestimmten u, durch Werte innerhalb des 
Grundbereichs P ersetzt, die aber so allgemein gewählt sein sollen, daß die für das jeweils 
in Betracht gezogene Ideal bestehenden Aussagen erhalten bleiben. 





!) Wie man sieht, lassen sich dieselben Schlüsse durchführen, wenn wir nur voraussetzen, daß p ein trans- 
formiertes Polynomideal der Mannigfaltigkeit m— k und ungemischt ist. 








st 
e- 
so 
In 
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Unter einem Punkt ® des Körpers &y) = ® verstehen wir eine Anordnung der 


Elemente von ® in Systeme, die einen zu ® isomorphen Körper ® bilden, dessen Trans- 
zendenzgrad über P gleich m —1 ist. 

Diese bereits in G. $3 aufgestellte, wenn auch anders ausgesprochene Definition 
besagt also, daß für je zwei der durch den Punkt gegebenen Systeme Addition, Sub- 
traktion, Multiplikation und Division definiert ist und zwar so, daß diese Operationen 
je wieder zu einem ganz bestimmten dritten System führen. Wir ziehen dabei, wie Dede- 


kind-Weber, ausdrücklich auch das Element 2 = & mitin Betracht, das ebenfalls einem 


bestimmten System angehört. Mit diesem System sind nur diejenigen Operationen de- 
finiert, die auch im gegebenen Körper mit dem Element & definiert sind. Im einzelnen 
ist noch folgendes festzustellen: 

Das Nullsystem eines Punktes, d.h. dasjenige System, in dem die Zahl Null vor- 
kommt, ist insofern von besonderer Wichtigkeit, als durch seine Angabe bereits die ganze 
Einteilung bestimmt ist. Sind nämlich n, und n, irgend zwei Elemente von $t, so gehören 
sie zu demselben oder zu verschiedenen Systemen, je nachdem die Differenz 7, — Na 
zum Nullsystem gehört oder nicht. Das Nullsystem N hat außerdem noch die Eigen- 
schaft, daß das Produkt zweier Elemente, von denen eins zum Nullsystem, das andere 
nicht zum System Unendlich gehört, wieder zum Nullsystem gehört, ebenso wie die 
Differenz von zwei Elementen, die beide zum Nullsystem gehören (Idealeigenschaft 
des Nullsystems). Gehört ferner ein Produkt von zwei Elementen zum Nullsystem, so 
kann man schließen, das mindestens ein Faktor dazu gehören muß (Primeigenschaft 
des Nullsystems). Alles dies ergibt sich ohne weiteres aus der Definition des Punktes. 

Ist jetzt umgekehrt ein System N von Elementen von $ gegeben, das sowohl die 
Idealeigenschaft als auch die Primeigenschaft besitzt, so fassen wir die dadurch erzeugte 
Anordnung der Elemente des Körpers in Systeme ins Auge, bei der zwei Elemente zu 
demselben System gehören, wenn ihre Differenz zu N gehört; die Systeme lassen sich 
dann addieren, subtrahieren, multiplizieren und dividieren und ergeben einen zu $ iso- 


morphen Körper 8. Es wird also durch Angabe von N ein Punkt ® bestimmt sein, wenn 
$ den Transzendenzgrad m — 1 besitzt. 

Wir nennen die Elemente von N die in dem Punkte verschwindenden Funktionen 
von 8. Die Vielfachheit des Verschwindens bestimmen wir wie in G. $3. 

Die reziproken Werte sämtlicher in ® verschwindender Elemente bilden das System 
U; in ihm ist die Zahl & enthalten. Die Vielfachheit des Unendlichwerdens einer Funk- 
tion aus Kin ® bestimmt sich durch die Vielfachheit des Verschwindens ihres reziproken 
Werts in ®. 

Selbstverständlich kann man die Definition eines Punktes wie für den Körper $ 
auch für den Körper $, aussprechen. Es sei ®, ein Punkt von $,; fassen wir dann ein 
beliebiges System y,, . . ., 4, von Erzeugenden von St, ins Auge, so heißt ®, ein endlicher 
Punkt in bezug auf die Erzeugenden %,, - - -; Y„, wenn keine der Größen %ı, - . -, Y„ dem 
System U angehört, im andern Falle ein unendlicher Punkt in bezug auf das System 
Y1 +++, Ym. Führt man, falls ®, unendlich in bezug auf y,,.. . ., 4, Ist, an Stelle der zu U 
gehörenden Erzeugenden ihre reziproken Werte ein, so wird ®, in bezug auf das neue 
System von Erzeugenden ein endlicher Punkt. 

Zu jedem Punkte ® von $ gehört ein eindeutig bestimmter Punkt ®, von 

Zum Beweise dieses Satzes fassen wir im Nullsystem N von ® alle Elemente ins 
Auge, die zu 8, gehören; es gibt solche Elemente, weil z. B. mit jedem Elemente von & 


seine Norm zum Nullsystem gehört. Für das entstehende System aus Elementen von 
32* 
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8, gilt die Ideal- und die Primeigenschaft; es ist also damit ein Punkt ®, von 8, bestimmt, 
wenn die Mannigfaltigkeit der Systeme gleich m — 1 ist. Um dies zu zeigen, bezeichnen 


wir den Körper der Systeme von Elementen aus $, mit 8 ‘und behaupten, daß & als 
algebraischer Körper über einem zu $, isomorphen Körper 8,* aufgefaßt werden kann, 


nämlich zu dem Körper &,*, der alle diejenigen Systeme von ® umfaßt, in denen ein 
Element von $, enthalten ist. Daß dieser Körper unter Erhaltung des Grundbereichs 


P zu St, isomorph ist, ist trivial; da ferner ® über &, algebraisch ist und wegen der 
Isomorphie von 8 zu & alle Relationen erhalten bleiben, so ist auch & über &,* al- 
gebraisch. Damit ist aber gezeigt, daß der Transzendenzgrad von ®* über P, also 


von 8, über P, gleich dem von $& über P ist, also gleich m — 1. Der Grad von ® über 
X ist bei gegebenem 8 und $, natürlich nur von ® abhängig. 

Zu jedem Punkte B,von K, gehören A Punkte B,,...,‚Bıvon 8, wobal <SA<ı. 

Um diesen Satz zu beweisen, erinnern wir zunächst daran, was ja ohne weiteres 
klar ist, daß jedem Punkte ®B, von St, nach Auswahl eines bestimmten Systems %,,- - -, %,, 
von Erzeugenden, in bezug auf welches ®, endlich ist, ein Primideal P(y,, . - -, Y„) aus 
Polynomen in %,..-, 4, entspricht, das alle in %, verschwindenden Polynome der y 
umfaßt. Dieses Primideal ist daher durch ®%, eindeutig bestimmt und kann, wie a.a.0. 
gezeigt, eine beliebige Mannigfaltigkeit besitzen. Ja, es gilt sogar folgendes: 

Jedem Polynomprimideal p(yı, - - -, Y.) entspricht genau ein Punkt ®, von Ky. 

Dieser Satz, dessen Richtigkeit bekannt ist, falls p die Mannigfaltigkeit m — 1 be- 
sitzt, ist zunächst allgemein zu beweisen. Wir gehen zu diesem Zwecke von den Erzeu- 
genden % über zu den genügend allgemein gewählten Erzeugenden &,, ... ., m, und zwar 
vermöge der Transformation (1.) und nehmen an, daß die Mannigfaltigkeit von 
P(X, +, 2m) gleich m — k sei. Wir fassen den Körper der Restklassen von S$, mod » 
über dem Grundbereich P(2;1, . . -, 2m) ins Auge; dieser kann als algebraischer Körper 
durch eine einzige Größe erzeugt werden, z. B., weil p transformiert ist, durch x. Es gibt 
also Polynome P,(2;) über P(r+ı,.. .,2,) füro =1,..., k —1, so daß u — P.(xx) = 0 
in diesem Körper ist. Das Polynom x, — P, gehört daher zu $ über P(&t+ı,.. ., 2.) 
Bilden wir nun das Ideal (x, — P,, - - -, &-ı = Pi-ı, E), wobei E = E(x;) die Elementar- 
teilerform von $ bedeutet, und ist P(z,,..., x) ein beliebiges zu # gehörendes Poly- 
nom, so liefert darin die Ersetzung von x, durch P, ein Polynom von z; allein, das zu 
p gehört, also in P(24 +1, . . -, 2m) durch E teilbar ist. Daher ist in P(&x+1, - - -, &,) 

= (7, — Pu. 44-1 — Pı-, E), 

und eine beliebige Potenz p* wird in demselben Grundbereich dargestellt durch alle 
Potenzprodukte A-ter Dimension aus diesen Polynomen. 

Wir behaupten nun, daß wir die im Körper der Restklassen von $, mod 5 unbe- 
stimmten Größen 





u P:-ı(%) 
E(x:) 
als algebraisch unabhängige Größen diesem Körper der Restklassen mod p adjungieren 
und diesen dadurch zu einem Körper vom Transzendenzgrad m — 1 erweitern können. 
Dazu ist nur zu zeigen, daß eine Relation 
P(z,, 4 Tk) 


Q(z,, ... X) 





mit P =0(), 0 +#0() 





L(2,, ..n %-ı) — 
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mit ganzen rationalen Koeffizienten in x; über P(#%41,...,2%m) nur bestehen kann, 
wenn jeder dieser Koeffizienten zu p gehört. Ist aber eine solche Relation gegeben und 
ist die linke Seite in z,,. . .. 2-ı vom Grade /, so multiplizieren wir mit Q - E* und er- 
halten links ein homogenes Polynom der Dimension A in &, — Py-: „s-ı — Prı-ı, E, 
multipliziert mit Q@, während rechts ein zu p*+! gehörendes Polynom steht. DaQ = 0(#) 
als Polynom in x; allein über P(ax;1), ..., x, angesehen werden kann, so zeigt Koeffizienten- 
vergleichung in z,, . . ., 2%-ı, daß dies nur möglich ist, wenn jeder Koeffizient von Z zu p 


gehört. 
Setzen wir daher 








% —-Pı 
| Fl a a =P, +tzı'E 
%-ı — Pı-ı 
(2) 2-1 = E %-ı = Pı-ı + &-ı 'E 
Zk = % Ik: = % 
Zm = Im Im = Zm; 





so ist damit eine birationale Transformation des Körpers $t, in sich definiert, bei der der 
durch Adjunktion von 2,,...,2£-ı erweiterte Körper der Restklassen von $, mod p 
übergeht in den Körper der Restklassen von $, = P(z1, -. .,2„) mod. E(z,). Dieser 
ist vom Transzendenzgrad m — 1 über dem Grundbereich und erzeugt einen Punkt ®%, 
von $,, dessen Nullsystem in 2,,. . ., 2m geschrieben durch das eingliedrige Polynom- 
primideal E(z;) erzeugt wird. In der Darstellung durch z,, . . -, 2m erscheint in diesem 
Nullsystem als Gesamtheit aller Polynome, die in dem Punkte verschwinden, das Prim- 
ideal 9. Alle Größen des Nullsystems entstehen durch Bildung aller Quotienten 


Plan: 20) _ Er Mu 
Oase. Min ie 
B=0(E) und A> u ist. Die Vielfachheit wird gleich A — „ und ist, wie es 
sein muß, von der speziellen Wahl der Erzeugenden von $, überhaupt unabhängig. 

Indem wir uns nun auf die bekannten Tatsachen bezüglich eines Primideals der 
Höchstdimension stützen, können wir feststellen: 

Ist o(z) die Gesamtheit aller ganzen Größen in $, betrachtet als Funktionen von 
2 über dem Grundbereich P(z,, - - -, 2&-1, Z£+15 - - -, Zm), so ist das Ideal o(z)E in Prim- 
idealpotenzen zerlegbar, etwa in der Form: 


02) -E=pil.-- 1, 
Jedem der entstehenden Primideale p,,..., p, entspricht dann in bekannter Weise ein 
Punkt ®,,..., PB, von 8 über 8,. Da ferner die Norm von o(z)E gleich E”, die von 
n n. Pa gleich 8,8, ++ P,g, ist, wobei g,...,g, die Grade der Primideale 
PP, bedeuten, so ist 


‚ wobei P durch p*, Q durch p* teilbar, A = 0(E), 








Baı rt +Ag=n 


und daher in jedem Falle 1 <A <n. Damit ist unsere obige Behauptung vollständig 
bewiesen: g, bedeutet für den durch das Primideal p, erzeugten Punkt ® = %, den 
Grad von 8 über $%* in der früheren Bezeichnung, ®, für jedes ®, den gemäß dem Satz 
auf S. 252 eindeutig bestimmten zugehörigen Punkt von &,. 

Wir bezeichnen die zu ®, gehörigen Punkte ®,,. ., ®ı als die zugehörigen kon- 
Jugierten Punkte von ®,. Zu bemerken ist noch, daß sich dieselben Punkte ®,,.. ., ®ı 
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und damit auch dieselben Anzahlen ß,, gs und A ergeben würden, wenn wir statt zu den 
Variablen z,,.... ., 2m zu irgendwelchen anderen in ®, endlichen Variablen i,,.. . ., 1m über- 
gehen würden, für die der Punkt ®, durch ein Primideal der Höchstdimension darge- 
stellt sein würde. Wieder wird nämlich dann das Nullsystem von ®, gegeben sein durch 
Pl, + sie) 
Qlt,, .. im) 
F(t,,...,2tm) teilbar ist, der Nenner nicht. Da auch z,,.. ., 2” alle in ®, endlich sind 
P(t) 
Qa(t) ' 
keiner der Nenner durch F teilbar ist. Ist nun etwa ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit F in £, regulär und bedeutet o(t) die Gesamtheit aller ganzen Funktionen 
von t, über P(t,,..., 4m) in $, so gilt eine Darstellung von o(t) - # durch Potenzprodukte 
von Primidealen in o(t). Zu jedem £ in o(z) gibt es nun eine in PB, weder verschwindende 
noch unendliche Größe r aus $,, so daß ör = # zu o(t) gehört und umgekehrt. Bezeichnet 
daher p* das Ideal der in ®, verschwindenden, in o(t) ganzen Größen von $, und ist 
Ey he VERS en. EhA 
E hr hd 





alle Größen in denen der Zähler durch eine bestimmte irreduzible Funktion 


’ 


so können wir die Transformation der z in die it in der Form schreiben z, = worin 





9, =0(p*), so ist in leicht verständlicher Bezeichnungsweise 


zu u in P,,...,®, nicht unendlich, weil dies für a gilt, also ist für ein geeig- 
netes Polynom at) #0(F) das Produkt a: tl (o(t)F); wegen der Irredu- 
zıbilität von F folgt hieraus pri pP —=0(o(t)F). Nun haben wir bereits fest- 


gestellt, daß der Grad von p, und pf derselbe, nämlich g, ist; daher ist die Norm von 


#...p#Pr gleich Fr rt tPar _ 7", also dieselbe wie N(o(t)F). Daher ist schließ- 
lich p* 1... 9%*P2 — o(t)F, und unsere Behauptung ist bewiesen. 


Jede Größe aus $,, die in ®, verschwindet, ist dort mindestens ß,-fach Null; die 
Größe E (und ebenso F usw.) verschwindet in ®, genau ß,-fach. Da 2,,...,%-ı in PB, 
weder Null noch unendlich sind, verschwindet auch z — Pl) in PB, genau ß.,-fach. 
Wenn ß, größer als 1 ıst, so heißt PB, ein Verzweigungspunkt von $ über 8,. Da die Punkte 
PB}, -- -, PBı durch ®,, KR und St, eindeutig bestimmt sind, die Vielfachheiten ß,,:- -, fa, 
wie wir soeben sahen, ebenfalls, so ist die Eigenschaft von ®,, Verzweigungspunkt von & 
über $, zu sein, unabhängig von der Auswahl der Erzeugenden in $,. 

Im folgenden Paragraphen sollen allgemeine Kriterien über den „Verzweigungs- 
charakter‘‘ des Punktes ®,, d. h. über die Frage, ob unter den zugehörigen konjugierten 
Punkten ®,,..., PB, Verzweigungspunkte sind, aufgestellt werden. 


$ 3. Der Verzweigungscharakter eines Punktes ®, von 8, 


Indem wir die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen beibehalten, fassen wir 
zunächst noch einmal den Fall ins Auge, daß das Primideal p, das den Punkt ®, erzeugt, 
von der Mannigfaltigkeit m — 1 ist. Dann gilt bekanntlich der Satz, daß jede Diskrimi- 
nante einer Basis w,,..., ®, aus ganzen Größen von $ über 2,,.. ., m, aufgefaßt als 
Polynom von x, über P(z,,..., 2m) durch # teilbar ist dann und nur dann, wenn unter 
den Punkten ®,,..., ®ı ein Verzweigungspunkt vorhanden ist. Es handelt sich ım 
folgenden darum, eine sinngemäße Übertragung dieses Satzes auf den Fall zu finden, 
daß » von beliebiger Mannigfaltigkeit ist. 

Es sei jetzt also 5 von der Mannigfaltigkeit m — k, und wir betrachten wie oben 
die Transformation (2), wodurch ®,in den durch Z£(z;) erzeugten Punkt von $, übergeht. 
Es liegt nahe, den Grundbereich P* = P(z,,. . ., 22-1, 2&413 -- -,2m), der bei der Zu- 
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grundelegung der Variablen z,,.. ., 2, naturgemäß auftritt, auch bei Benutzung der Va- 
riablen &, . - -, %„ einmal ins Auge zu fassen. Bezeichnen wir wie oben mit o(z) die Ge- 
samtheit aller ganzen Funktionen von z; über P* in $, so ist jede Größe aus o(x) in o(z) ent- 
halten. Wir erweitern nun den Bereich o(x) zunächst dadurch, daß wir alle ganzen Funk- 
tionen VON X, - » ., über P(&r+1, - - -, 2m) hinzunehmen. Diese Erweiterung ist unwesent- 
lich, nachdem wir in $1 bewiesen haben, daß die bei der Zerlegung von o(xz)p auftretenden 
Ideale ungemischt sind und die Mannigfaltigkeit m — k besitzen. Wir bezeichnen also 
den erweiterten Bereich nach wie vor mit o(x). Eine wesentliche Erweiterung entsteht 
nun aber, wenn wir jetzt noch alle Größen der Form 

(3) =410, +'''+ a, 
hinzunehmen, worin ®,,..., ®„ beliebige Größen aus o(z), cs = «,(2;) aber Polynome 
von 2% über dem Grundbereich P* bedeuten. Diese Größen » sind sämtlich in o(z) ent- 
halten, daher alle in ®,,..., %, endlich; ihre Gesamtheit bezeichnen wir mit ö(z), so 
daß ö(x) =0 (o(z)) gilt. Es zeigt sich nun aber, daß nicht etwa umgekehrt stets auch 
o(z) =0 (ö(x)) gilt, sondern daß ö(x) einen echten Zwischenbereich zwischen o(x) und 
o(z) darstellen kann und daher im allgemeinen darstellen wird. Wir betrachten zu diesem 
Zwecke das folgende 

Beispiel. Es sei m=2, k=2, 8=P(w, x, 2), wobei & — 2230 +27 =0ist. Es 
wird o(z) = (1, ®), d. h. jede ganze Größe von $t über x,, x, ist von der Form a + bo, wo 
a und 5 Polynome in x, und x, sind. ®, werde erzeugt durch das Primideal p = (x,, %,); 
dann ist © =0(o(x)p), dagegen nicht »® = 0 (o(x)p), weil sonst ® = a + bw sein müßte, 
wobei a und 5b =0(p) wären. Die Transformation (2.) wird wegen 2, = E: 


T A 

“1 = _— 7 = Zı2e 
Tg 

22 =— Tg Tg — 29» 


ö(z) wird die Gesamtheit aller Größen # = c, + (530, wobei c,(z,) ein beliebiges Polynom von 


z, mit Koeffizienten sein darf, die rational in z, = = ‚ also Quotienten von zwei homo- 
2 


genen Polynomen in x, und x, von derselben Dimension sind. Zu diesen Größen » gehört 


die Größe £ = = nicht, die andererseits in o(z) enthalten ist, wie die Gleichung 
2 


e-X24+2=0 
zeigt. 


Die Beziehungen zwischen den beiden Bereichen ö(x) und o(z) genauer kennen 
zu lernen, wird die Aufgabe des folgenden sein. Wir stellen zunächst folgendes fest: 
Ist Z eine beliebige Größe aus o(z), so zeigt die Transformation (2), daß immer eine 
Potenz von E existiert, deren Produkt mit £ in o(x) enthalten ist. Daher gibt es auch 
stets eine Potenz von E, deren Produkt mit £ in ö(x) enthalten ist. Ist r die kleinste 
ganze Zahl, so daß £-E’ =: in ö(x) enthalten ist, so nennen wir r den Exponenten 
von &?2). Wir können dann ähnlich wie Dedekind-Weber (Crelle 92, S. 255 ff.) eine 
Normalbasis £,,..., &, von o(z) mod o(z)E definieren und zwar folgendermaßen: 

Es sei ö, = 1,r, = 0. Unter allen Größen von o(z), die nicht = a(z;) - 1 mod. o(z)E 
sind, wobei a(z,) ein Polynom von 2; über P* bedeutet, sei £, eine Größe vom kleinsten 
Exponenten r,>0. Dann ist £, und £, mod. o(z)E linear unabhängig, d.h. aus 





®) Das Beispiel zeigt, daß der Fall eines positiven Exponenten vorkommen kann. Die dort mit £ bezeichnete 
Größe hat den Exponenten 1. 





256 Schmeidler, Verzweigungspunkte bei algebraischen Funktionen mehrerer Veränderlicher. 


a,(22) &ı + Qy(2) &, =0NNo(z)E) folgt a, =0, a,=0(E). Denken wir uns weiterhin 
die Größen Z,,...,&s-ı bereits definiert und sind die zugehörigen Exponenten 
r, S'' Sr, folgt ferner aus ala) +°'' + %-1l2)%-ı =0(0(z)E) stets 
a =(,...,%-ı =0(E), so sei £, unter allen Größen aus o(z), die nicht = a, (2), +: : 
+ 4,-1(22)&s-ı(0(z2)E) sind, eine Größe von kleinsten Exponenten r, 2r,-ı. Dann 
ist auch £,,...,&, linear unabhängig mod. o(z)E. Ferner gilt, daß jede Größe Z aus 
o(z) vom Exponenten kleiner als ,inder Form = a,(z)d, ++ %-1(3)&s-ı(0(z)E) 
darstellbar ist. Wegen N(vo(z)E) = E” ist dies Verfahren bis s = n fortsetzbar und liefert 
eine Normalbasis £,, . . -, &, von o(z) mod. o(z)E. Insbesondere bilden die Größen Z,,.. .,£, 
eine Basis des Körpers $ über $,, und jede Größe Z£ aus o(z) ist darstellbar in der Form 
5 _ ala) 4°: + anlao)En 
N (2) 
worin N = 0(E) ist, weil sonst nach der Definition der £,,..., {, auch a,,..., a, durch 
E teilbar wären und der gemeinsame Faktor gekürzt werden könnte. 
Wir bilden nun weiterhin die Größen 


(4) a,=(, Eiı,..„a =L{u'E” 
und behaupten, daß diese Größen linear unabhängig mod. ö(z)E sind, d.h. daß eine Be- 
ziehung 





a(&)aı ++ ml) =0OR)E) , 
worin 4,(&%), - - «, @dn(2) Polynome in x; über P* bedeuten, die Folgerung a,=(0),..., „u=0(E) 
nach sich zieht. 

Sei in der Tat eine solche Beziehung vorgelegt und sei t die Anzahl der r, welche 
gleich Null sind; es ist dann also zuerst r.;ı > 0, während , =: :=n=0ist. (Der 
Fall i=n ist denkbar, aber nicht immer vorhanden, wie das Beispiel zeigt; dort ist 
t=1.) Setzen wir für @, den Wert £,:- E’* in die obige Beziehung ein, so ergibt sich 


4% +" +9. =0lok)E), 
und damit nach der Definition der Normalbasis a, =(,...,% =0(E). Somit verbleibt 
die Beziehung 


YrıSHı ++ mn =0ölR)E). 
Wir setzen nun &zı de ++: Ertı =; dann wird &-E"tt=o-E mit 


o =((ö(x)), also & - E’t+17" — m, und daher £ von einem Exponenten < r;;1, also in der 
Form 


S=b(a)ı ++ bilze)kı (o(z)E) 


darstellbar, woraus sich ergibt 


andren Et ebli ++ bebilolz)E). 


Hieraus folgt nun neben 5b, =(,...,b=0(E) auch &4ı =(,..., a, =0(E), wenn 
u die Anzahl der Exponenten r bezeichnet, die den Wert Null oder r.;ı besitzen, so daß 
R4ı='''=r, ist, dagegen ru+1> ru. Nunmehr bleibt nur noch die Beziehung 
Aut Dur ++ mn =0 (ölr)E) übrig, von der aus man in derselben Weise weiter- 
schließen kann, bis schließlich a, =(),..., a, =0(E) bewiesen ist. 

Es gibt demnach n mod. ö(x)E linear unabhängige Größen #,,..., ©, die natür- 
lich auch eine Basis des Körpers 8 über $, bilden, und von denen speziell gilt, daß jede 
Größe ® in d(x) in der Form 

_ pl) a, +: + me) On 
un N (z) 
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dargestellt werden kann, worin N =# 0(E) ist, weil sonst auch a, =(0,...,% =(0(E) 
wäre und der gemeinsame Faktor gekürzt werden könnte. Demnach ist jedes ® in ö(x) 
in der Form 
o =b(m)@, +: + bdulze) @n(ö(z)E) 
darstellbar, d.h. ®,,..., ©, bilden eine Basis von ö(x) mod. d(x)E. 
Speziell gelten diese Darstellungen für jede Größe » aus o(x); ist daher w,,..., @, 
eine Basis des Körpers fl über $, aus Größen in o(z), so kann die Darstellung 


en EEE nie (mi... 


mit N„=&0(E) im Grundbereich P* behauptet werden. 
Hieraus ergibt sich nun für die Diskriminante von @,,..., @n: 


Sta 1 Sm) 
(6) 
|S(0.05) | ee 7 TE 


Diese Gleichung zeigt, daß das ENGHREEN | $S(®, ®s) | in dem Grundbereich P* be- 
trachtet den Faktor E mindestens 2(r, +: + r„)-mal öfter enthält als | S(.£5) |, 
daN,,..., Nn diesen Faktor nicht enthalten. Nun ist | S(®,@s) | ein Polynom P(z,,..., X) 
über P(&+1, ' ' , &m). Enthält ein solches über P* als Grundbereich den Faktor [ da- 
gegen nicht den Faktor E’*', so bedeutet dies, daß P =0(f*) ist, dagegen nicht 
P =0(p**'). In der Tat ist alsdann 


P(z,,...,2) = E’- Alu) = E’  &, Ha — Pu 42-1 — Pı-ıE): af, 


worin 7, den Quotienten zweier homogener Funktionen derselben Dimension der an- 
gegebenen Argumente bedeutet. Ist der Hauptnenner N aller dieser Glieder von der 
Dimension u in 1 — Py::., 2-1 — Pı-, E, so ist NP =0 (p"*’), also P =0(f}). 
Wäre aber P =0($**'), so wäre in P*: P =0(E”*'), wie die Einsetzung der Werte 
% —P, = z,E usw. unmittelbar erkennen läßt. 

Ist Jetzt ®, ein solcher Punkt von $,, daß einer der zugehörigen Punkte ®,,.. ., ®; 
ein Verzweigungspunkt von $t über $t, wird, so ist nach dem oben erwähnten bekannten 
Satze die Diskriminante |S(£,{,)| durch E teilbar. Demnach ist in diesem Falle jede 
Diskriminante |S(w,@;)| von n ganzen Größen ®,,..., @, aus o(x) durch eine höhere 
Potenz von $ teilbar als yt tm 

Wir behaupten nun weiterhin, daß diese soeben als notwendig erkannte Bedingung 
für das Vorhandensein eines Verzweigungspunktes unter den Punkten ®,,.. ., P, auch 
hinreichend dafür ist. 

Hierfür genügt es zu zeigen, daß für eine geeignete Wahl von w,,..., @n die Dis- 
kriminante |S(w,@;)| genau durch pt" "++? teilbar ist, wenn |S(£,£,)| durch 
E? teilbar ist, da die letztere Diskriminante der Normalbasis von o(z) mod. o(z)E durch 
keine höhere Potenz von E teilbar sein kann als die Diskriminante einer Basis der ganzen 
Größen des Körpers $ als Funktionen von 2; über P*. Ein solches System w,, . . -, @u 
erhalten wir offenbar dann, wenn in (5) die Determinante |a,;(x:)| den Faktor E nicht 
enthält. 

Diese Bedingung läßt sich aber realisieren. Denn wäre für jedes System ®,, . . -, @n 


stets | a,,(2;)| = 0 (E) in P*, so wären unter den Größen aus o(x) weniger als n mod. o(x)E 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 33 
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linear unabhängige, und jede Größe aus o(x) durch » <n dieser Größen mit Koeffi- 
zienten c(x:) über P* mod. o(x)E linear darstellbar. Dann wären aber auch alle Größen 
aus (x) ebenso darstellbar, und dies widerspricht dem oben Bewiesenen, daß @,,...,o, 
mod. ö(z)E linear unabhängig sind. 

Hiermit ist der folgende Satz bewiesen: 

Satz I. Jede Diskriminante |S(w,;)| einer aus Größen in o(x) bestehenden Basis 
von K über $, ist durch + mt°geilbar. Dabeisind die ExponentenO<r, <-:-<r, 
mit Hilfe der Transformation (2) als die Exponenten einer Normalbasis von v(z) mod. 0(z)E 
durch das gegebene Primideal p, das den Punkt ®, erzeugt, eindeutig bestimmt und Ö ist 
>0. Unter den zu ®, zugehörigen konjugierten Punkten ®,,. . -, Pı befindet sich dann 
und nur dann ein Verzweigungspunkt, wenn 6 > ist. 

Wählen wir wie oben ®,,..., ©. linear unabhängig mod. d(x) E, so ist auch eine 
Beziehung a,(2,,...,%)0ı + + Al&yı-- ., %)@n =0(v(z)p) unmöglich, außer wenn 
alle Koeffizienten a,(X,,...,%:) zu P gehören. Denn jede solche Beziehung, in der etwa 
a, == 0(p) ist, würde durch Einsetzen der Transformation (2) zu einer Beziehung mod. ö(x)E 
führen, in der 4,=0(E) in P* wäre. 

Wir fassen ferner irgendeine Größe w aus o(x) ins Auge. Die Potenzen 1, w,.. ., w' 
können mod. o(z)E nicht linear unabhängig sein, da alle vom Exponenten Null, also 
mod. o(z)E durch die t Größen £,,..., &: linear darstellbar sind. Für t <n besteht also 
mod. o(z)E stets eine Gleichung niedrigeren als n-ten Grades für jedes ® aus o(x). Es 
gibt also unter diesen Größen im Falleit <n keine Größe „vom Maximalgrad n‘‘ mod. o(z)E, 
für die also die Gleichung r-ten Grades gleichzeitig von niedrigstem Grade mod. o(z)E 
wäre. 

Wir fassen jetzt den Sonderfallt=n ins Auge?°). 

Dieser Fall ist dadurch charakterisiert, daß die Größen (4) mit den Größen {,,.. ., £n 
der Normalbasis direkt übereinstimmen, da die Exponenten r,,...,7„ ja sämtlich Null 
sind. Dann gilt für jede Größe £ aus o(z) eine Darstellung in P*: 

z — al) 4° + ml) On 
N (xt) 
mit N = 0(E); ja wir können sogar an Stelle von ®,,..., ©, eine Basis w,,... ., ©, aus 
ganzen Größen in o(x) einführen, für welche die oben erwähnte Determinante | a,,(2:)| #0(E) 
ist, und erhalten für jedes £ aus o(z) die Darstellung 
a()0ı + + Amer) on 
(6) Fr N (2) 


mit N = 0(E) ın P*. Insbesondere gilt dies für jedes & = w aus o(x); die Koeffizienten 
Ay 
N 
die in B},..., ®, endlich ist, und umgekehrt sind alle Größen, die in der Form (6) 
darstellbar sind, in ®,,- - -, ®ı endlich. 

Wir behaupten nun weiterhin: 

Im Fallet = n gibt es eine Größe w in o(x), die mod. v(z)E vom Maximalgrad n ist. 


Zum Beweise gehen wir von einer Größe £’ in o(z) aus, die mod. o(z)E vom Maximal- 
grad n ist, was stets möglich ist. Es gibt wegen (6) eine Darstellung im Grundbereich P*: 


"=a(2)0, + '°' + An(2) on (0(z)E), 








sind sämtlich in ®, endlich. Ferner gilt dieselbe Darstellung für jede Größe aus $, 


*) Ersetzt man in dem obigen Beispiel das dortige Primideal # durch 5 = (x, — 1, 2,— 1), so erhält man ein 
Beispiel für den Fall t= n. 
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und dann wird auch die Größe 
= a(2)0, + + an(2r) ®n 
vom Maximalgrad n mod. o(z)E. Wir wählen nun ein Wertsystem 2, = 2,, : - -, #-ı = &-ı 
im Grundbereich P*(&;+1,.. ., 2m) derart aus, daß gewisse Bedingungen bestehen. Vor 
allem soll die Diskriminante | S(w,@;)| für z, = 21, - . -, 22-1 = &-ı nicht verschwinden; 
eine solehe Wahl ist stets möglich. Betrachten wir dann den durch das Primideal 
(21 — 21» »2&-ı — 2-1) aus Polynomen von 2,,.. ., 2 über P(2+1, . . ., 2m) erzeugten 
Punkt ® von S,, so sind für diesen Punkt die zugehörigen Exponenten r,, . . ., ”„ sämt- 
lich Null, da sonst nach unserm Satze jede Diskriminante aus ganzen Größen von $ 
über 21, . -,2x, also speziell auch die Diskriminante |S(w.@;)| in diesem Punkte ver- 
schwinden müßte. Alsdann sind daher alle ganzen Größen von $ über z,, . . ., 2 gemäß 
unsern früheren Ausführungen (vgl. insbesondere Formel (6) für {= w) in der Form 
a @ ++ @ @„ darstellbar, wo die Koeffizienten Größen aus $t, darstellen, die 
in ® sämtlich endlich bleiben; die gleiche Darstellung gilt ferner für alle Größen aus $, 
die in allen zu ®o konjugierten Punkten endlich bleiben. 
Setzen wir ferner jetzt allgemein 
= alt) 0; + + Anl) On + La E (.=0,1,..,2 —1), 
(a1 . Q5), 

so können wir von 2}, .. . ., 2£-ı weiterhin verlangen, daß alle Polynome a,s(x;) über P* 
in ®5 endlich bleiben, und daß ihre Determinante, die in P* = 0(E) ist, auch dann nicht 
durch E teilbar wird, wenn wir darin z, = 2,.. .,2-ı = %-ı setzen. Da Z in allen zu 
%, konjugierten Punkten endlich bleibt, so gilt dies auch für {*; demnach ist £, - E und 
somit auch Z, in allen zu ®, konjugierten Punkten endlich. Es wird dann 


© = Aıl)wı 4° + AnlXe) On, 
wenn A,9(X;) die aus a,5(X.) vermöge 2, = 2, - : -, 2-1 = &-ı entstehende Funktion be- 
deutet, eine Größe aus o(x), und in d&—-o=L(z —-2)+'''+ &-ı (a-ı — &-ı) 


wird &-..,&#-ı endlich in allen zu ®, konjugierten Punkten. Wegen {? — 0 = 
(E — wirt +. + om) = Lalzı — 2) ++ Sa-ıla-ı — %-ı) gilt dasselbe auch 
von den Größen 6413: : -, Ca-ı- 

Wir führen jetzt endlich noch für »* die Darstellung ein: 


w* = as (2) ++ a3n(X:) On + GE 
und wollen dafür sorgen, daß auch a%(x:) in ®5 endlich bleibt. Für x = 1 ist die Be- 
dingung bereits erfüllt, für x = 0 besagt sie, daß die in der Darstellung von 1 auftretenden 
Koeffizienten in ®, endlich bleiben sollen, was wir durch geeignete Wahl der Werte 
21. ..,2%-ı erreichen können. Die übrigen Koeffizienten a% werden dann von selbst 
die Bedingung erfüllen, wenn wir dafür sorgen, daß die in den Gleichungen 


0: 09 = & alt) @,(0(z) E) 


auftretenden Koeffizienten a,5,(2) in ®5 endlich bleiben. Ist dies erreicht, so sind auch 
die Größen £$E und damit £* in allen zu ®; konjugierten Punkten endlich. 

Nach all’ diesen Vorbereitungen bilden wir jetzt die Differenz 
(Qsı — 41) wı > de 1 (Aan sch An) On . Ca, (21 —2ı) u e-1(2:-1 nei 2-1) 62 (da 2. 62) E 
und setzen ferner 


n 
Car = 2 Dam Du; 
x»—1 


wobei die Koeffizienten nach dem Gesagten sämtlich in ®, endlich sind. Dann ergibt sich 
33* 
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k—1 k—ı 
(as — ayı - ‚Dazu (2a — 2))) 0 ++ (an— Gsn -Z Dain(2ı — 21)) ©, =0(0(2) E). 


Hieraus folgt nun aber, weil ®,,..., ©, eine Basis von o(z) mod. o(z)E bilden, daß die 
Größen aus $;: 
k—1 
A; — A — er baia(2ı — 2) 
sämtlich in ®, verschwinden, d.h. als rationale Funktionen von 2: in P* betrachtet im 
Zähler den Faktor E enthalten. Setzt man in diesen Funktionen 2, = 2,,.. , #-ı = %--ı, 
so ergibt sich 


Az5(Xr) — As) =O(E) 


wenn ass das Resultat dergenannten Substitution für a bedeutet. Wegen | a,s(x,)| & 0(F) 
ist daher auch | a5 | # O(E); wäre aber | a%(x&:) | =0(E) in P*, so würde die Substitution 
2, = 21, -- ,2&-ı = %-ı einen Widerspruch ergeben. Daher ist | a5(x:) | = 0(E) und 
somit » vom Mazximalgrad n mod. o(z)E, q.e.d. 

Wir behaupten ferner, daß die soeben bestimmte Größe » vom Maximalgrad n 
mod. vo(z)E einer Gleichung n-ten und nicht niedrigeren Grades mod. o(z)p genügt. Jede 
Gleichung niearigeren Grades dieser Art würde nämlich vermittels der Substitution (2) 
zu einer Gleichung desselben Grades mod. o(z)E führen. 


Um nun die Frage der Zerlegung des Ideals o(x)p in Primärteiler genauer zu unter- 
suchen, setzen wir entsprechend wie oben: 


n 
Z | 
5 Qan(Xk) ©p 








= N.) ‚N.=£0(E) in Pr, (=0,A,...,n —A). 
Hiernach wird 
| a. |? |S(w..0p) | 
&+ß == 
FT En u 
und darin ist |a,s| # 0(E), weil sonst ® nicht vom Maximalgrad n mod. o(z)E wäre. 
Folglich ist die Diskriminante |S(w*+P)| genau durch Z° oder als Polynom in z,,.... ., & 


betrachtet durch genau p? teilbar. 


Wir bezeichnen nun mit 3(x), 3(2) die Verzweigungsideale in o(x) und o(z), mit 
Au(X), Au(z) die Führerideale von » in o(x) und o(z). Dann gilt 


IS") = N(z(e))  N(au(2)) = N(3(2))  N(ao(2)). 


Hierin ist N (a,(z)) $ 0(E), weil ® mod, o(z)E vom Maximalgrad n ist, und N(3(z)) 
genau durch EZ? teilbar. Wie sich dagegen die ö Faktoren E auf die beiden Polynome 
N(3(2)) und N(a,(x)) verteilen, ist ohne genauere Untersuchung nicht ohne weiteres 
angebbar. 


Nach der Definition des Führerideals besteht für jedes »&* in o(x) eine Darstellung 
N(ao(2)) : ©@* = @pl2) + a2) + + a-ıla) art, 


worin. .ag(X), - . ., @-1(x) Polynome von &,,..., über P(#%:1,. . -, m) bedeuten. Ist nun 
N(a,(x)) genau durch 9, also in P* durch E* teilbar, so gilt dasselbe von allen Koeffi- 
zıenten a,(x), weil vom Maximalgrad n mod. o(z)E ist. Hiermit ist eine Darstellung 
aller Größen in o(x) gewonnen, die gleichzeitig eine obere Grenze für die Anzahl der 
Restklassen von o(z) mod. o(x)p anzugeben gestattet. 


Insbesondere ergibt sich für & = 0, wenn also N(a,(x)) und damit die Elementar- 
teilerform von a„(2) nicht durch p teilbar ist, für jedes ®* in o(x) eine Darstellung: 
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o* = alt) + am) + + Mm-ılae) @*I(o(z)Pp) 

im Koeffizientenbereich P(z4+1,...,%m), und die Anzahl der Restklassen von o(x) 
mod. o(z)p wird gleich np, wenn p der Grad von E ist, N(o(z)p) = E". Diese letztere 
Aussage ist gleichbedeutend mit der Annahme N(a,(z)) = 0(P) für ein geeignetes » 
aus 0(X). 

Wir können in diesem letzteren Falle nun auch über die Zerlegung von o(x)p in 
größte Primärteiler genauere Angaben machen. Schreiben wir nämlich die Gleichung 
n-ten Grades für »® in der Form 


0 =6(o,2) =6(0,%) =G,(o, u) Gl, %)Pr (0(2)P), 


worin die Polynome G,(w, x;) Koeffizienten haben, die Polynome in x; über P(2;; 1, - - -, m) 
sind, und irreduzibel im Körper der Restklassen von P(z;,...., &„) mod. E sind, so sind 
sie auch irreduzibel im Körper der mod. E reduzierten rationalen Funktionen von 2; 
über P*. Daher ıst das Ideal p, = (P,G,) nicht nur ein Primideal in o(x), sondern auch 
als Ideal in o(z) betrachtet ein Primideal, und ebenso wird 9 = (9, G.fr) ein Primär- 
ideal mit dem zugehörigen Primideal p, sowohl im Bereiche o(x) als auch im Bereiche 
o(z2). Es tritt daher neben die Zerlegung 


o(z)E = pi PAR 
jetzt die entsprechende Zerlegung 
o(z)p = [9ı, +40], 


und in beiden stimmen die Grade der zugehörigen Primideale q,, die Exponenten ß, 
und die Anzahl / der Primärteiler respektive überein. In diesem Falle kann daher der 
Verzweigungscharakter des Punktes ®, direkt aus der Zerlegung des Ideals o(x)p ın 
größte Primärteiler im Bereiche o(x) abgelesen werden. 

Die Anzahl ö wird im vorliegenden Falle 


= (fr, -Yg +: + (fr - 8; 


ö : p gibt die Anzahl der linear unabhängigen Restklassen von o(z) mod. (0(z)E, 3(2)) ebenso 
an wie von o(x) mod. (v(z)p, 3(x)), da die Zerlegung der Diskriminante erkennen läßt, 
daß N(3(x)) genau durch EZ? teilbar ist. 


Wegen der G. S. 131 bewiesenen Gleichung a,(z2) = e(x) 2 gibt es ferner im 


komplementären Modul e(x) eine Größe e(x), die in jedem Punkte P, genau (ß, — 1)- 
fach unendlich wird ; mittels der ebenda Seite 135 abgeleiteten Gleichung t(x) = r(x) - e(x) 


folgt daraus die Existenz eines Quotienten = mit o(x) =0(t(x)) von derselben Eigen- 
schaft. Diese Bedingung ist einmal dann erfüllbar und zwar mit ö = 0, wenn p in keinem 
der irreduziblen Faktoren von r(x) enthalten ist; dann gibt es auch ein o(x) =0(t(x)), 


das nicht in allen ®, verschwindet. Ist aber einer oder mehrere Faktoren von r(x) durch 
p teilbar, so kommen diejenigen Fälle in Frage, in denen ein Quotient ee existiert, 
der in jedem Punkte ®, genau (8, — 1)-fach unendlich wird, und ö wird > 0. Wenn 
insbesondere nur ein Faktor von r(x) durch # teilbar wird, so bedeutet dies, da r(x) als- 
dann genau ,-fach unendlich wird, daß ein o(x) existiert, das in jedem Punkte ®, genau 
einfach verschwindet. 


Die Bedingung der Existenz eines Quotienten ee) der in jedem Punkte ®, genau 


r(x) 


(?s —1)-fach unendlich wird, ist nun im Verein mit der Bedingung i=n auch hin- 
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reichend für das Vorliegen des hier besprochenen Sonderfalles. In der Tat ist in diesem 
Falle gemäß pie Definition des Verzweigungsideals 3(x) jede Größe »* aus 3(x) in der 


Form »®* = —— darstellbar, wo » zu o(x) gehört, also, wie die Auswahl der genannten 


- ) 
Größe e(x) zeigt, in jedem Punkte ®, mindestens (8, — 1)-fach Null. Da nun jede Größe 


ause(z) = Er ‚in P. höchstens (8, — 1)-fach unendlich wird, so ist jedes Produkt &* - &(z) 


in allen Punkten ?P,,..., ?ı endlich, also wegen t =n darstellbar in der Form 7 mit 
N =0(E) in P*. Daher ist für ein geeignetes N aus $, mit N = 0(E) in P* stets 


N (2) =0(3(2)). 
Nun gibt es ö Größen £,,...,£s, die eine Basis von o(z) mod. (0(z)E, 3(2)) dar- 
stellen; für diese existiert eine Darstellung 
= al „ mit. Ni 0(E) 
_ daula)oı + + dal) wu 
ri N,(%) 
wo die Koeffizienten-Polynome im Bereiche P* gebildet sind. Daher gibt es auch ö 
Größen wf,...,o$ in o(x), für die keine Beziehung 
a(u)of ++ a()wf =0(0(2) E, t(2)) 
bestehen kann. Würde aber eine Relation 
a(2)@f +: + ala)o$ =0(0(z)B, 3(2)) 
mit Polynomen in z,, . . ., & über P(&+;1, . - -, &m) existieren, so ergäbe die Multiplikation 
dieser Gleichung mit N $&0(E) wegen N -3(x) =0(3(z)) wiederum N -a,(z) =0(E), 
also a,(x) =0(E), und daher a,(x) =0(p). Die Anzahl der linear unabhängigen Rest- 
klassen von o(x) mod. (o(z)p, 3(x)) ist daher mindestens ö - p, also ist N (3(x)) mindestens 
durch p? teilbar. Da aber eine größere Potenz wegen der Zerlegung der Diskriminante 
nicht in Frage kommt, so ist N (3(x)) genau durch p? teilbar; dann wird aber N (a.(z)) $0(p). 
Hiermit ist der Anschluß an die früheren Überlegungen erreicht, insbesondere die Dar- 
stellung des Ideals o(z)5 durch die Primärteiler q, = (0(x)P, G?) sichergestellt. 

Wir bemerken noch, daß der Fall N(a,(x)) = 0($) sicher dann, aber auch nur dann 
nicht vorliegen wird, wenn das Ideal t = (..., a„(&), .. .), der größte gemeinsame Teiler 
aller Führerideale a„(x), die Eigenschaft hat, daß sein zugehöriges Polynomideal t=0() 
ist. 

Durch die vorstehenden Ausführungen sind also die im allgemeinsten Falle vor- 
liegenden Schwierigkeiten in zwei Klassen eingeteilt: einmal in diejenigen, die aus dem 
Vorhandensein positiver Exponenten, zweitens in die, die aus der Teilbarkeit des Ideals 





t durch das gegebene # entstehen. 

Satz II. Wenn das gegebene Polynom-Primideal $ die Eigenschaft hat, daß die 
zugehörigen Exponenten r,,...,ru sämtlich verschwinden, und wenn außerdem im kom- 
plementären Modul e(x) eine Größe existiert, die in jedem der durch $ gegebenen konjugierten 
Punkte ®,,.. ., ®ı, deren Vielfachheiten oder Verzweigungszahlen als Stellen des Körpers 
K über R, durch ß,,- - ., Bı gegeben sind, genau (ß. — 1)-fach unendlich wird, so existierl 
für das Ideal o(x)p eine Darstellung 


o(z)p er [91 ..-. 1], 








lar- 
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wobei das Primärideal q, = v(z)(#,G) das zugehörige Primideal o(x)($,G,) besitzt, also 
durch dessen Angabe und die Angabe des Exponenten ß, allein charakterisiert werden kann. 
Es kann daher in diesem Falle der Verzweigungscharakter des durch » definierten Punktes 
von 8, aus der Idealzerlegung von o(xz)p abgelesen werden. 

Die zweite oben genannte Bedingung ist gleichbedeutend damit, daß das Ideal t, der 
größte gemeinsame Teiler aller Führerideale au(x), nicht durch P teilbar ist. Dies gilt ins- 
besondere für alle p, die nicht Teiler von r(x) sind. 

Das auf S. 255 behandelte Beispiel zeigt, daß die oben genannte erste Bedingung 
notwendig dafür ist, daß im obigen Sinne aus der Idealzerlegung der Verzweigungs- 
charakter abgelesen werden kann: Das Ideal o(x)(z,, &;) wird dort primär, nämlich gleich 

— D(2)(X,, X, ®@®) mit dem zugehörigen Primideal o(z)(x,, 2, ®). Hiernach müßte 
erwartet werden, daß der durch (z,, X,) definierte Punkt ein Verzweigungspunkt mit $ = 2 
wäre. Wie die Darstellung durch die Variablen z,,2, aber zeigt, wird 0(z) 'z, ein 
Primideal, der Punkt ist also kein Verzweigungspunkt. 


Breslau, den 28. 8. 1931. 


Technische Hochschule. 


Eingegangen 31. August 1931. 
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Einige Bemerkungen über die Diskriminante 
eines algebraischen Zahlkörpers. 


Von I/!. Schur in Berlin. 





1. Es sei K ein algebraischer Zahlkörper des Grades n mit der Diskriminante D. 
Ist p eine Primzahl, so soll die höchste Potenz von p, die in D aufgeht, im folgenden stets 
mit p° bezeichnet werden. 

In seinem Bericht über die Theorie der algebraischen Zahlkörper !) hat Herr Hilbert 
bewiesen, daß für Galoissche Körper K der Exponent ö unterhalb einer alleın von der 
Gradzahl n abhängenden Schranke y(n) gelegen ist. Der Beweis wird von Herrn Hilbert 
mit Hilfe seiner Theorie der zu einem Primideal gehörenden Trägheitsgruppe erbracht. 
Ein expliziter Ausdruck für die Schranke y(r) wird nicht angegeben. 

Eine Abschätzung für y(n) ergibt sich unmittelbar aus einem allgemeineren Satze 
des Herrn Hensel ?): Ist X ein beliebiger Zahlkörper des Grades n mit der Differente d 
und gelten für ein in der Primzahl p aufgehendes Primideal p die Beziehungen ?) 

p’Tp, p’Te, p“Tb, 
so ist stets 

(1) dsse-+te—1. 

Ist K insbesondere ein Galoisscher Körper, so wird bekanntlich e ein Teiler von 
n und eöe =nd. Aus (1) folgt daher 

öossn+tn — - 
und etwas weniger genau 

(2) össn+n—1. 

Bezeichnen wir die höchste Potenz von p, durch die n teilbar ist, mit p“, so wird wegen 
e!n jedenfalls s< a. Aus (2) ergibt sich daher 
(3) öSan+n—i, 


und dies liefert, weil der Exponent a höchstens gleich je sein kann, den Hilbertschen 


Satz in der präziseren Fassung 


!) Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 4 (1897), Satz 80. 

?) Über die Entwicklung der algebraischen Zahlen in Potenzreihen, Math. Ann. 55 (1902), S. 301—8356. — 
Vgl. auch M. Bauer, Über die Differente eines algebraischen Zahlkörpers, Math. Ann. 83 (1921), S. 74—76; M. Bauer, 
Verschiedene Bemerkungen über die Differente und die Diskriminante eines algebraischen Zahlkörpers, Math. Zeit- 
schrift 16 (1923), S. 1—12, und Ö. Ore, Bemerkungen zur Theorie der Differente, Math. Zeitschrift 25 (1926), S. 18. 

®) Sind a und b zwei ganze Zahlen oder Ideale, so soll das Zeichen aTb zum Ausdruck bringen, daß ak die 
höchste Potenz von a ist, die in b aufgeht. 





on 


en 


en 
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n log n 
2. Diese für Galoissche Körper gewonnene Ungleichung gilt auch für beliebige 
Körper. Das ergibt sich aus einem schönen Satz des Herrn Ore '), dem es gelungen ist, 
den größten Wert u(n, p), den der Exponent ö für Körper n-ten Grades annehmen kann, 


genau ZU bestimmen: Lautet die Darstellung der Zahl n im Ziffernsystem mit der Basis p 
n= ap" + apa +. +0p" l1sasp-IN), 
so wird 
un, p) = ala, + 1)pı + la, + 1)p® + + la + 1)pr — r. 

Will man von dem Oreschen Satz keinen Gebrauch machen, so kann man schon 
aus der Ungleichung (3) eine allein von n abhängende obere Schranke für ö ableiten. 

Ist nämlich X* der zu X gehörende Galoissche Körper, so sei n* der Grad und D* 
die Diskriminante von X*. Nimmt man an, es sei 


p’TD*, p"Tn*, 
so wird wegen (3) 
ö* < a*rn* + n*. 
Nun ist aber n* ein Teiler von n! und, da der Exponent der höchsten in zn! aufgehenden 


Potenz von p bekanntlich kleiner als ist, so wird 





n 
p-i 


Andererseits ist aber (vgl. Hilbert, a. a.0. S.206) D* durch D* teilbar. Folglich ist 
für jeden Körper K 


to rate 
rn. p-i BE 


3. Die Ungleichung (3) läßt sich auch ohne Benutzung des Henselschen Satzes 


sehr einfach beweisen. Sie folgt unmittelbar aus einer etwas allgemeineren Regel: Für 
einen Galoisschen Körper K läßt sich die Zahl 


a 

o=|- 

n 

als der größte ganzzahlige Exponent charakterisieren, für den p” in der Spur S(w) jeder 
ganzen Zahl w des Körpers aufgeht. 


Ist nämlich wieder p ein Primidealteiler von p und bedeuten p’,p’’,..., pr=» 
die zu p konjugierten Primideale, so wird bekanntlich 
(5) p = (pp! pferde, d= (pp! -per=d)tg, 
wobei das Ideal q zu p teilerfremd ist. Da nun 
eö=nd, BE ze 4 = 0 
e n 





ist, so wird 
(6) d=oe-+te, se se-—1. 





1) Existenzbeweise für algebraische Körper mit vorgeschriebenen Eigenschaften, Math. Zeitschrift 25 (1926), 
S. 471—489. — In neuerer Zeit hat Herr W. R. Thompson, On the possible forms of diseriminants of algebraic fields I, 
American Journal of Mathematics 53 (1931), S. 81—%, auf Grund der Oreschen Untersuchungen sogar alle für ö 
in Betracht kommenden Werte angegeben. 


Journal für Mathematik. Bd. 167. 34 
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Aus (5) folgt nun | 
d = pr(pp’ ---peonyea, | 
und diese Gleichung setzt in Evidenz, daß p° die höchste Potenz von p bedeutet, durch 


die d teilbar ist. Das ist identisch mit der Aussage, daß r die höchste Potenz von : ist, 


die unter den Zahlen des gebrochenen Ideals z vorkommt. Nach Dedekind ist aber 


5 nichts anderes als die Gesamtheit aller Zahlen £ des Körpers K, für die S(&w) einen ganz- 
zahligen Wert erhält, wie auch die ganze Zahl win K gewählt wird. Da für & = 2 


(ko) = „$(0) 


ist, so erkennen wir, daß die Zahl o die erwähnte Eigenschaft besitzt. 
Insbesondere muß p’ in S(1) =n aufgehen. Wegen p*Tn muß also o Sa sein. 
In Verbindung mit der Formel (6) erhalten wir 


' 


(7) m<sö-m+ Smtn--<atn-1. 


4. Die von Herrn Ore für beliebige Körper Ä gelöste Aufgabe, den größten Wert 
zu bestimmen, den der Exponent ö annehmen kann, wenn der Grad rn und die Primzahl 
p vorgeschriebene Werte haben, ist für Galoissche Körper noch nicht erledigt. Daß die 
obere Schranke an + n — 1 im allgemeinen nicht das gesuchte Maximum liefert, folgt 
schon aus den Bemerkungen, die Herr M. Bauer (Math. Zeitschrift, Bd. 16, S. 4) über 
das Auftreten des Falles 

d=sete—1 


bei Galoisschen Körpern veröffentlicht hat. Es sollen hier noch einige Ergänzungen 
hinzugefügt werden. 
Soll bei einem Galoisschen Körper 


(8) ö=an+n —i 
sein, so muß, wie aus (7) folgt, 
(9) en (= =A4 


sein. Dies erfordert offenbar, daß 

(10) p=p", Np)=p 
wird. 

Die Zahlen n und » müssen folgenden Bedingungen genügen: 

1. Die Zahl an muß durch p — 1 teilbar sein. 

2. Setzt man n = p“m, so muß m ein Teiler von p —1 sein. 

Das erstere findet sich schon bei M. Bauer a. a.0. Das zweite folgt noch einfacher 
aus derselben Quelle. In jedem Fall ist nach Hilbert der Exponent e die Ordnung der 
zum Primideal gehörenden Trägheitsgruppe T und die Potenz p* die Ordnung der Ver- 
zweigungsgruppe ®. Außerdem ist der Index von ® in bezug auf T ein Teiler von 
N(p) —1. In unserem Fall liefert dies wegen (9) und (10) die angegebene Forderung 


für die Zahl m. 
Diese beiden Bedingungen sind aber noch nicht ausreichend, um die Existenz eines 
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Galoisschen Körpers n-ten Grades mit der Eigenschaft (8) behaupten zu können. Dies 
zeigt das Beispiel 
n=9, p=3. 


Der zu betrachtende Körper müßte (wie in jedem Falle n = p?) ein Abelscher sein. Die 
Abelschen Körper K, die für eine vorgegebene Primzahl p der Forderung (8) genügen, 
lassen sich aber genau bestimmen: 


Man verstehe unter E, den durch eine primitive A-te Einheitswurzel erzeugten 
Kreisteilungskörper. Für p > 2 hat man, wenn n ein beliebiger Teiler von p — 1 ist, 
den Teilkörper n-ten Grades 7 von E, zu bilden und für jede zu p teilerfremde positive 
Zahl r die Teilkörper X des Grades n von E,, zu bestimmen, die der Bedingung ÄE,= TE, 
genügen !). Ist ferner p = 2, so mögen, wenn a eine beliebige positive ganze Zahl ist, 
T, und 7, die beiden von E,.+ı verschiedenen Teilkörper des Grades 2° von E,.;2 be- 
deuten. Für jede ungerade Zahl r hat man alsdann diejenigen in E,.+2, enthaltenen 
Körper K des Grades 2° aufzustellen, für die entweder KE, = T,E, oder KE, = T,E, 
wird. 

Daß die hier aufgezählten Kreiskörper X die einzigen Abelschen Körper der ver- 
langten Art sind, erkennt man ohne Mühe auf Grund bekannter Ergebnisse über die Dis- 
kriminanten der Kreiskörper. Der Beweis soll hier nicht näher ausgeführt werden. 


5. Durch den Satz über Abelsche Körper erledigt sich zugleich der Fall a =. 
Denn soll für einen Galoisschen Körper Ä, dessen Grad n zu p teilerfremd ist,ö =n — 1 
sein, so muß wegen p = p" die Galoissche Gruppe © von mit der zu dem Primideal p ge- 
hörenden Trägheitsgruppe 7 übereinstimmen und die Verzweigungsgruppe (wegen a = 0) 
die Ordnung 1 besitzen. Dann ist aber T = © nach Hilbert eine zyklische Gruppe, 
also Ä ein zyklischer Körper. 

Soll ferner a = 1 sein, so führen die beiden in Nr. 4 aufgestellten Bedingungen nur 
auf den Fall 


n=p(p —1). 

Es gibt unendlich viele Galoissche Körper dieses Grades, für die (8) gilt, alsoö = 2n — 1 
wird. 

Ist nämlich c eine beliebige zu p teilerfremde ganze rationale Zahl, so betrachte 
man die im Gebiete AR der rationalen Zahlen irreduzible Gleichung 

(11) e=cD. 
Der zugehörige Galoissche Körper X wird, wenn & eine Wurzel der Gleichung und £ 
eine primitive p-te Einheitswurzel bedeutet, durch £ und £ erzeugt. Sein Grad n ist 
gleich p(p — 1). 


Setzt man 
u 
= KR ’ (1 _. “ a = pe, 
so wird e eine Einheit des Körpers R(Z£). Wir erhalten 
(12) ge? — u; 


woraus insbesondere folgt, daß # eine ganze algebraische Zahl ist. Versteht man unter p 
das Ideal (9, p) des Körpers X, so lehrt uns die Gleichung (12) ferner, daß p = p*, also 








1) Unter dem Produkt zweier Zahlkörper A und B hat man hierbei, wie oft üblich ist, den durch die Zahlen 


von A und B erzeugten Körper zu verstehen. 
34* 
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p ein Primideal sein muß. Zugleich ergibt sich, daß 9 nur durch die erste Potenz von p 
teilbar ist. 
Hieraus schließt man in bekannter Weise, daß die n Zahlen 
1,8,9,... 97 
im Gebiete R mod. p linear unabhängig sein müssen. Dies zeigt, daß 9 in AR einer irredu- 
ziblen (ganzzahligen) Gleichung 
fa) = tr ta" +.  +9-127 +, =0 

genügt, deren Diskriminante 4 sich von der Diskriminante D des Körpers X nur um einen 


zu p teilerfremden Faktor unterscheidet. Um also die höchste Potenz p? der Primzahl p 
zu finden, die in D aufgeht, hat man nur die analoge Aufgabe für 


(13) A=+N(f(#)) 
zu lösen. 
Setzt man 
n—1 


fa)= H@-9, (d=9) 
so folgt aus (12) für jedes », daß 9%” durch p, also 9, durch p teilbar sein muß. Daher 





sind die Koeffizienten a,, @,, ... ., @„, durch p teilbare ganze Zahlen. Außerdem ist 
go _ A p 
p? 


eine Größe des Körpers R(Z), die also in R einer Gleichung des Grades p — 1 genügt. 
Wir erkennen demnach, daß f(x) von der Form 
fa) = Pr +pbe er + ph. + pb,-i 
sein muß, wobei b,, da, . . ., &»-ı ganze rationale Zahlen bedeuten. 
Dies liefert aber 


P(x) = (pP? — p)ar-1 + p’g(2), 
wo auch g(x) ein ganzzahliges Polynom ist. Folglich ist wegen p = p" 
f (8) = (p? — p) 9”? (mod p””) (n=p:-p), 
also genau durch die Potenz 
pr . pr! = pa-1 
des Primideals p teilbar. Da bei uns N(p) = p ist, folgt aus (13), daß für den Körper K 
in der Tat ö =2n — 1 wird. 


Dies gilt für jede zu p teilerfremde ganze Zahl c. Ist c insbesondere eine von p ver- 
schiedene Primzahl, so schließt man in bekannter Weise, daß die Diskriminante D des 


zugehörigen Körpers X = K“ von der Form + p*g' mit 2> 0 sein muß. Die Körper 
ER (1 +p) 


liefern daher unendlich viele voneinander verschiedene Galoissche Körper des Grades 
n=p"—-pmitö=2n —1. 

6. Die einfache Überlegung, die in dem Falle X = R(£, £) zur Bestimmung des Ex- 
ponenten ö geführt hat, legt noch eine weitere Bemerkung nahe. 

Es sei p eine Primzahl und n = p“m eine vorgegebene positive ganze Zahl mit 
zu p teilerfremdem m, wobei der Exponent a auch gleich Null sein darf. Man betrachte 
eine ganzzahlige Gleichung 


Fa) =#r ta !+4 +1 +m=0, 





von p 


redu- 


einen 


ahl p 


aher 


es 


it 





Schur, Einige Bemerkungen über die Diskriminante. 269 


deren Koeffizienten folgenden Bedingungen genügen: 

1. Es ist pTc„, d.h. c«, ist durch p, aber nicht durch p? teilbar. 

2. Für »=#n ist c, durch p und (n — v)c, durch p“*+! teilbar. 
Die Gleichung ist nach Eisenstein in R irreduzibel. Ist & eine Wurzel der Gleichung, so 
wird, wie schon Herr Perron !) für beliebige, dem Eisensteinschen Kriterium genügende 
Gleichungen gezeigt hat, im Körper X = R(«a) das Ideal (x, p) = p ein Primideal ersten 
Grades, dessen n-te Potenz gleich p ist. Hieraus folgt wieder, daß die Diskriminante D 
des Körpers X die Primzahl p in derselben Potenz p? enthält wie die Diskriminante 


(14) A= + N(F'(e)) 
der Gleichung. Auf Grund der gemachten Voraussetzungen wird aber 
F'(xz) = na"! (mod p**!), 
also 
F'(«) = p®moa"-! (mod p***). 
Da hier die rechts stehende Zahl genau durch p@"+"-1 teilbar ist, gilt dasselbe auch für 
F'(«x). Das liefert wegen (14) in Verbindung mit p = p* 
ö=an+n —1. 

Auf Grund der früheren Resultate über das Auftreten dieses Falles bei Galoisschen 
Körpern ergibt sich insbesondere: 

Ist nicht gleichzeitig p — 1 durch m und an durch p — 1 teilbar oder liegt der Fall 
p=3,n =9 vor, so kann eine Gleichung F(x) = 0 der hier betrachteten Art niemals eine 
Galoissche Gleichung sein. 

Allgemeinere Klassen von Gleichungen, die diese Eigenschaft aufweisen, liefern die 
weitergehenden Methoden der Herren Bauer und Ore. Herrn Bauer und anderen Autoren 
ist es bekanntlich sogar gelungen, allein mit Hilfe von Kongruenzbedingungen Glei- 
chungen ohne Affekt zu konstruieren. Der hier behandelte Fall scheint mir aber als be- 
sonders einfaches und leicht zugängliches Beispiel einiges Interesse zu verdienen. 


1) Über eine Anwendung der Idealtheorie auf die Frage nach der Irreduzibilität algebraischer Gleichungen, 
Math. Ann. 60 (1905), S. 448—458. 


Eingegangen 31. August 1931. 
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Über Kontinua von endlicher Ordnung. 


Von Artur Rosenthal in Heidelberg. 





In einem n-dimensionalen euklidischen Raum A,, der allem folgenden zugrunde 
liege, heißt eine Menge M von endlicher (bzw. beschränkter) Ordnung, wenn jede (n — 1)- 
dimensionale lineare Mannigfaltigkeit &,—ı mit M höchstens endlich viele Punkte gemeinsam 
hat (bzw. wenn die Anzahl dieser Punkte unter einer festen Schranke bleibt). M heißt ferner 
von endlicher (bzw. beschränkter) Relativordnung!) in bezug auf ein bestimmtes Büschel 
von 6, (eigentliches Büschel oder Parallelbüschel [ Richtung ]) !*), wenn jede &,-ı dieses 
Büschels mit M höchstens endlich viele (bzw. beschränkt viele) Punkte gemeinsam hat. 

Hier soll der Satz bewiesen werden: 


Satz 1a. Jedes beschränkte Kontinuum von endlicher Ordnung (eines R,) ist 
eine stetige Kurve !’) (also eine Parameterkurve). 


Und darüber hinaus beweisen wir gleich den wesentlich allgemeineren 


Satz 1. Jedes beschränkte Kontinuum, das auch nur in bezug auf ein einziges Büschel 
endliche Relativordnung besitzt, ist eine stetige Kurve. 


Dieser Satz 1 folgt unmittelbar ?) aus dem von uns nachzuweisenden 


Satz 1*. Jedes Kontinuum C?°), das auch nur in bezug auf ein einziges Büschel endliche 
Relativordnung besitzt, ist zusammenhängend im kleinen. 


Wir schicken den folgenden Hilfssatz voraus: 


Hilfssatz. Ein Kontinuum C (des R,„) enthalte sowohl innere wie äußere Punkte 
eines beschränkten ®) Bereiches®) 9. Dann muß jede Komponente des Durchschnitts 
C - 3, die innere Punkte von ®enthält, ein zum Rand B von ®führendes Kontinuum sein. 


1) Begriff und Name der Relativordnung in bezug auf ein Büschel ist von O. Haupt, Math. Ztschr. 19 (1924), 
S. 284,5 eingeführt worden. Unsere oben gegebene Festsetzung weicht besonders insofern von der des Herrn Haupt 
ab, als dieser die Punkte der Büschelachse (bzw. in der Ebene das Büschelzentrum) nicht mitzählt. 

12) Büschel von &„—ı =- einfach-unendliche Gesamtheit aller C„—ı, die entweder zueinander parallel sind oder 
eine C„—2 gemeinsam haben. 

ıb) Stetige Kurve — stetiges Bild einer abgeschlossenen Strecke. 

?) Daß „zusammenhängend im kleinen‘ notwendig und hinreichend dafür ist, daß ein beschränktes Kon- 
tinuum eine stetige Kurve sei, haben bekanntlich unabhängig voneinander H. Hahn [Jahresber. d. Deutsch. Math.- 
Ver. 23 (1914), S. 318/322; Sitzgsber. Akad. Wien 123 IIa (1914), S. 2433/89] und St. Mazurkiewiez |C. R. Soc. sc. 
Varsovie, classe III, 6 (1913), S. 305/11; 9 (1916), S. 429/42 (polnisch); Fundamenta math. 1 (1920), S. 166/209] 
gezeigt. 

3) € braucht nicht beschränkt zu sein. 


*) Daß man hier die Voraussetzung der Beschränktheit von ® (oder wenigstens von C ®) nicht entbehren 
kann, zeigt folgendes Beispiel: In der Ebene sei ein hyperbolisches Kreisbüschel $ gegeben, dessen Chordale mit R, 
dessen Zentrale mit Z und dessen Grenzpunkte mit g,, 9, bezeichnet seien. Durch g,, 9, als Scheitel lege man eine 
gleichseitige Hyperbel H, deren Hauptachse Z sei. Dann ist (® + H) ein Kontinuum C. Ferner sei H, eine gleich- 
seitige Hyperbel mit Z als Hauptachse und mit R als Nebenachse, deren Scheitelabstand kleiner als g, 9, sei. ® sei 
das (R enthaltende) abgeschlossene Außengebiet von H,. Dann ist R eine Komponente von C- ®, die den Rand 
H,„ von B nicht trifft. | 


°) Bereich -- abgeschlossenes Gebiet — Gebiet einschließlich Begrenzung. 
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Beweis. a sei ein innerhalb ® gelegener Punkt von C :8. Wir wollen zeigen, daß 
die a enthaltende Komponente von C - B ein B treffendes Kontinuum ist. B werde in 
das Innere eines n-dimensionalen Quaders ®, eingeschlossen, und ®, werde mittels eines 
Netzes &, von n-dimensionalen Quadern von der Kantenlänge e, unterteilt. Wir behalten 
nur diejenigen (als abgeschlossen betrachteten) Quader bei, die in ihrem Innern oder 
auf ihrer Begrenzung mindestens einen Punkt von C - 3: ®, enthalten. Diese Quader 
schließen sich zu einem oder mehreren (polyedral begrenzten) Bereichen zusammen. Der- 
jenige von diesen Bereichen, der a enthält, sei mit ®, bezeichnet. Durch beständige Unter- 
teilung des Quadernetzes setzen wir das Verfahren unbegrenzt fort. ®, sei bereits mit 
Hilfe von €&, definiert. Durch Unterteilung von CE, gehen wir zu einem Netz E,,, von 


n-dimensionalen Quadern von der Kantenlänge g,.,| = 2 = = ‚über. Von &,;, behalten 


wir nur diejenigen abgeschlossenen Quader bei, die mindestens einen Punkt vonC :-B: ®, 
enthalten. Von den Bereichen, zu denen sich diese Quader zusammenschließen, sei der- 
jenige, der a enthält, mit ®,+ı bezeichnet. Die ®, bilden eine monoton abnehmende 
Folge von Bereichen. Die Begrenzung jedes ®, enthält nach Konstruktion keinen Punkt 
vonC:%9. Deshalb kann kein ®, ganz im Innern von ® gelegen sein, sondern jedes ®, 
muß B treffen; denn andernfalls wäre (C -%,) + (C —C : ®,) eine Zerlegung von C 
in zwei fremde, nicht-leere, abgeschlossene Teilmengen. Die Grenzmenge Ä einer monoton 
abnehmenden Folge von beschränkten Kontinuen ist entweder ein Kontinuum oder 
ein Punkt. Im Falle unserer ®, muß Ä ein Kontinuum sein, das außer a mindestens 
einen Punkt von B enthält. Da schließlich die Entfernung jedes Punktes aus ®, von 


C 3 höchstens e, :Yn beträgt, so ist X ganz in C - ® enthalten. 
Wir bringen nun den 


Beweis von Satz 1*. Das vorgegebene Büschel von (rn — 1)-dimensionalen Ebenen 
G„—ı sei mit ß bezeichnet; ist 8 ein eigentliches Büschel, so sei A; die (n — 2)-dimen- 
sionale Büschelachse. a sei ein beliebiger Punkt von C'; wir zeigen, daß C in a zusammen- 
hängend im kleinen ist. Wäre dies nicht der Fall, dann müßte es eine abgeschlossene n- 
dimensionale Vollkugel & mit dem Mittelpunkt a geben, derart, daß in beliebiger Nähe 
von a Punkte a* von C liegen, die sich mit a nicht durch ein ganz ın $ enthaltenes Teil- 
kontinuum von C verbinden lassen. Es existiert also eine gegen a konvergierende Folge 
solcher Punkte a*, nämlich a%, a%,...,@%,.... (8:C) zerfällt deshalb in mehrere 
Komponenten, von denen eine, C,, den Punkt a, aber kein a; enthält. Die aX (v = 1,2, ...) 
müssen sich auf unendlich viele Komponenten C, (u =1,2,...) von (8 :C) verteilen; 
denn andernfalls gehörten unendlich viele a derselben Komponente C, von (8 :C) 
an, und dann läge auch ihr Häufungspunkt ain C,. Nach dem Hilfssatz sind C, und die 
C„Kontinua, die alle zum Rand X von & führen. s”; bezeichne einen bestimmten Punkt 
von (C„-K) (u =1,2,...) und s einen Häufungspunkt der {s}};s ist also ein Grenz- 
punkt der Mengenfolge {C,- K}. Dann sei {sı} (k =1,2,...) eine gegen s konver- 
gierende Teilfolge der {s}}. 

Wir betrachten nun erstens den Fall, daß a nicht in A; liegt. Gehört dann zunächst 
s nicht der durch a in $ bestimmten (n — 1)-dimensionalen Ebene n an, dann sei e eine 
G„_ı von ß, die s und a trennt. Für hinreichend große Indizes werden durch e auch die 
Su, von den a, getrennt. Deshalb wird e von unendlich vielen C,, getroffen, im Wider- 


spruch zur vorausgesetzten endlichen RelativordnungvonC. Liegt dagegen sinn, dann kann 
man entweder einen von s verschiedenen, nicht in n liegenden Grenzpunkt der {C,: K} 
finden. Oder andernfalls führe man die ganze Betrachtung für die zu 8 konzentrischen 








272 Rosenthal, Über Kontinua von endlicher Ordnung. 


Kugeln $“ mit kleinerem Radius durch. Von den dabei sich jedesmal ergebenden Grenz- 
punkten s(® der Mengenfolgen {c” K”} (u =1,2,...) können (wegen der end- 
lichen Relativordnung von C) nur endlich viele in n liegen; es wird also nicht zu 
gehörende Punkte s( geben, für die man den vorigen Schluß durchführen kann. 


Nun ist noch zweitens der Fall zu betrachten, daß ain A; liegt. Von den Punkten 
s®%, die sich für alle möglichen 8@ ergeben, können nur endlich viele zu Azgehören. Wir 
können uns daher $ von vornherein so gewählt denken, daß s nicht in A; liegt. Die 
durch A; und s bestimmte (n — 1)-dimensionale Ebene n kann ebenfalls nur endlich 
viele Punkte von C enthalten; es gibt also eine zu X konzentrische (rn — 1)-dimensionale 
Kugeloberfläche X’ (von kleinerem Radius als X), so daß kein Grenzpunkt der Mengen- 
folge {C„- K’} in 7 liegt. Es sei dann s’ ein bestimmter Grenzpunkt der Mengenfolge 
(C,:K'} (k=1,2,...); und es bezeichne {C,}(i=1,2,...) eine Teilfolge der 
Folge {C,,}, so daß eine bestimmte, aus den {C,, : X’} ausgewählte Punktfolge {s;,} 


gegen s’ konvergiert. Durch eine (n — 1)-dimensionale Ebene e aus 8 kann man 
nun s und s’ trennen; für hinreichend große Indizes werden dann durch e auch die Punkte 
s;, und s,, getrennt. Deshalb wird e von unendlich vielen C,,, getroffen, im Widerspruch 


zur endlichen Relativordnung von C. 


Wegen des bekannten Satzes®), daß in jedem im kleinen zusammenhängenden 
Kontinuum, das zwei verschiedene Punkte a, b verbindet, ein von a nach 5 führender 
Jordanbogen enthalten ist, folgt aus Satz 1* der 


Satz 2. Jedes Kontinuum, das auch nur in bezug auf ein einziges Büschel 
von endlicher Relativordnung ist, enthält zu irgend zweien seiner Punkte einen sie verbin- 
denden Jordanbogen. 

Bezüglich des Verhältnisses von Satz 2 zu Satz 1 sei bemerkt: Aus der Tatsache, 
daß irgend zwei Punkte eines beschränkten Kontinuums C sich durch einen in C ent- 


haltenen Jordanbogen verbinden lassen, folgt noch nicht, daß C eine stetige Kurve 
ist. Beispiel: C bestehe aus 


1.y = sin (57) für O0 <z si, 

2. der Strecke: <=0; -1sys+Hi, 

3. dem Halbkreis: (x — - ”+(y+1)? -ı =0;ys —1. 

Der Satz 2 ist kürzlich auf ganze andere Weise von Herrn A. Marchaud ?) bewiesen 
worden, allerdings unter der einschränkenden Voraussetzung, daß das beschränkte Kon- 
tinuum C des A, in bezug auf n (linear unabhängige) Richtungen (= Parallelbüschel) von 
beschränkter Relativordnung sei. Herr Marchaud hat a.a.O. gleich noch gezeigt, daß 
unter seinen Voraussetzungen der (die beiden Punkte verbindende) Jordanbogen J rekti- 
fizierbar ist. Diese Rektifizierbarkeit kann nicht mehr behauptet werden, wenn (im R,) 
J nur in bezug auf n — 1 Richtungen (oder gar, wie etwa bei uns, nur in bezug auf eine 
Richtung) von beschränkter Relativordnung vorausgesetzt wird. Beispiel für n =3: 
Auf einen Kreiszylinder mit zur z-Achse parallelen Erzeugenden werde eine ebene, 


durch eine eindeutige Funktion z = f(x) dargestellte, nicht-rektifizierbare Kurve auf- 
gewickelt. 





°) Dieser Satz ist von R. L. Moore, H. Tietze, St. Mazurkiewiez unabhängig voneinander gefunden worden 
bzgi, der Literaturangaben vg. Encykl. Math. Wiss. IIC 9a, S. 910, Fußn. 176 a—d. 
?) A. Marchaud, Acta math. 55 (1930), S. 69—76. 
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Aber die Rektifizierbarkeit des im R,„ gelegenen Jordanbogens J trifit i.a. auch 
nicht zu, wenn J in bezug auf n Richtungen von endlicher Relativordnung ist, und nicht 
einmal, wenn J überhaupt von endlicher Ordnung ist. Wir zeigen dies durch das folgende 
Beispiel eines ebenen Jordanschen Kurvenbogens von endlicher (aber nicht beschränkter) 
Ordnung, der nicht rektifizierbar ist: 


K, und X, seien zwei im Punkte a sich von innen berührende und in a endigende 
Kreisbogen; ihre Tangente in a sei 7. Wir geben uns eine gegen T konvergierende Folge 
von Halbgeraden {G,}, die sämtlich von a ausgehen. Jede G, treffe X, bzw. K, in den 
Punkten a; bzw. a}. Den Halbierungspunkt des Bogens a}a);ı bezeichnen wir mit bl}. 
Die aufeinanderfolgenden Punkte der Folge 


1 a2 Al 2 Al 2 hi 2 1 
baabzazbi...aabla?, bl ,.-- 


verbinden wir durch (hinreichend schwach gekrümmte) Kreisbogen, die, von den End- 
punkten abgesehen, sich nicht treffen. Diese Kreisbogen bilden nach Hinzufügung des 
Häufungspunktes a einen Jordanbogen C; und zwar ist C von endlicher Ordnung: Denn 
jede Gerade, die a nicht enthält, hat von a einen positiven Abstand und kann deshalb nur 
endlich viele Kreisbogen von C treffen. Jede Gerade durch a, die überhaupt X, noch in 
einem von a verschiedenen Punkt schneidet, kann erst jenseits dieses Schnittpunktes 
endlich viele Kreisbogen von C treffen. Läßt man die Folge der {G,} genügend langsam 
gegen 7 konvergieren, so kann man erreichen, daß die Streckensumme 2a,d, divergiert 


und deshalb € nicht rektifizierbar ist. 


Für einen Jordanbogen J von endlicher Ordnung gilt zwar demnach i. a. nicht die 
Rektifizierbarkeit, wohl aber — wie auch Herr Marchaud erwähnt — die Aussage, daß 
in jedem Punkt von J eine vordere und hintere Halbtangente existiert®) und daß infolge- 
dessen ®), höchstens mit Ausnahme von abzählbar vielen Punkten, eine Tangente vorhanden ist. 


Dagegen kann man die Existenz der vorderen und hinteren Halbtangenten i. a. nicht 
mehr für alle Punkte des Jordanbogens J behaupten, wenn J in bezug auf n linear unab- 
hängige Richtungen (oder überhaupt in bezug auf beliebig viele Richtungen oder Büschel) 
sogar von beschränkter Relativordnung ist. Beispiel fürn =2: y=x-sin (log|x|) 
für -1sxzs-+1. [Die Ableitung ist (für x # 0) beschränkt. ] 


®) Vgl. A. Rosenthal, Math. Ann. 73 (1912), S. 616—6517; A. Marchaud ’?), S. 83—84. 

®) Dies ergibt sich am winfachsten durch Projektion von J auf die 2-dimensionalen Koordinatenebenen 
diese Projektionen sind von endlichem Vielfachheitsgrad) und Anwendung eines bei A. Rosenthal ®), S. 503 be- 
wiesenen Satzes. 


Freudenstadt, den 29. August 1931. 





Eingegangen 1. September 1931. 


Journal für Mathematik. Bd. 167. 
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Ein allgemeines Prinzip der asymptotischen Entwicklung. 


Von Gustar Doetsch in Freiburg i. B. 





Ist eine Funktion einer komplexen Variablen an einer Stelle regulär, so verhält 
sie sich in der Umgebung sehr einfach und übersichtlich. Sie konvergiert bei zwei- 
dimensionaler Annäherung an den Punkt gegen einen Grenzwert, und die Art des Ver- 
haltens wird des näheren beschrieben durch ihre Potenzentwicklung, d.h. man kann 
sie mit beliebiger Genauigkeit in einer ganzen Umgebung durch Polynome approxi- 
mieren, wobei man sich zu Zwecken praktischer Berechnung noch gewisser konvergenz- 
verstärkender Transformationen- bedienen kann. An singulären Stellen dagegen gibt 
es eine solche universelle Beschreibung nicht. Will man sich eine Vorstellung von dem 
Verhalten in einer gewissen Umgebung oder Teilumgebung einer solchen Stelle (häufig 
ist es die Stelle oo) bilden, so muß man von Fall zu Fall brauchbare, in ihrem Verhalten 
bekannte Vergleichsfunktionen ausfindig zu machen suchen, die in näher zu präzisierender 
Weise die ursprüngliche Funktion approximieren !), wobei diese Vergleichsfunktionen 
im allgemeinen noch davon abhängig sind, auf welchen Teil der Umgebung des singulären 
Punktes man die Untersuchung erstreckt (Strahl oder andere Kurve, die in dem Punkt 
endet, Winkelraum und dgl.). Man erhält so eine ‚„asymptotische Darstellung‘‘ oder, 
wenn die Anzahl der Vergleichsfunktionen sich unter gleichzeitiger Verfeinerung der 
Approximation beliebig vermehren läßt, eine „asymptotische Entwicklung‘ der Funktion 
in der betrachteten Nachbarschaft der singulären Stelle. (Die Potenz- und anderen 
Entwicklungen an regulären Stellen fallen natürlich nachträglich auch unter diesen 
Begriff, ebenso die Darstellungen von Funktionen, auf die sich die Begriffe „regulär“ 
und „singulär“ gar nicht anwenden lassen.) Von den zahlreichen, heute teilweise schon 
klassischen Methoden zur Herleitung von asymptotischen Entwicklungen lassen sich 
nun die meisten unter ein allgemeines Prinzip subsumieren, das bisher nicht formuliert 
worden ist und das dem Ideenkreis der Funktionalanalysis angehört. Es wird wesens- 
mäßig zwei verschiedene Möglichkeiten der Durchführung offen lassen, die ich aus später 


ersichtlichen Gründen als ‚„‚Asymptotik Abelscher und Tauberscher Art‘‘ unterscheiden 
werde. 


Zunächst soll das allgemeine Prinzip herausgestellt und dann gezeigt werden, wie 
einerseits bekannte asymptotische Methoden sich ihm unterordnen, andererseits beliebig 
viele neue Methoden aus ihm abgeleitet werden können. 


!) Etwa B— Y 0 oder . — A. Im letzteren Fall schreiben wir: 


y 
D-AV. 


Für A = 0 bedeutet dies also ® = o(Y). 
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Die Tatsache, daß die asymptotische Darstellung von Funktionen (oder Zahlen- 
folgen, die wir eo ipso mit zu den Funktionen rechnen) gerade in der analytischen Zahlen- 
theorie eine ausschlaggebende Rolle spielt, möge es rechtfertigen, daß diese funktionen- 
theoretische Arbeit dem großen Zahlentheoretiker gewidmet ist. 


Das allgemeine Prinzip. 


Wir gehen aus von einer linearen Funktionaltransformation, die jeder Funktion F 
(die nur in abzählbar vielen Punkten definiert zu sein braucht, also eine Zahlenfolge 
F(n) = a, sein kann) aus einer gewissen Funktionenfamilie (die wir den „Oberbereich‘‘ 
nennen, die einzelne Funktion ‚„Oberfunktion‘‘) eine Funktion f aus einer anderen Familie 
(„Unterbereich, Unterfunktion‘‘) zuordnet: T(F) = f. Die wichtigsten bisher in der 
Literatur aufgetretenen Funktionaltransformationen, auf die wir nachher Bezug nehmen 


werden, sind: 


Laplace-Transformation im engeren Sinn f(s) = f e-e F(t) dt =XF) 
Zweiseitige Laplace-Transformation fs) = f | e#F(t)d =Xu(F) 
Mellin-Transformation yY(s) = [ »10d(z)d =M(D) 
0 
Fourier-Transformation g(y) = f e-ive G(z) de =7%5(G) 
Potenzreihe oder Abel-Transformation F = {a,} flz) = > Anz" —= Y(a,) 
V 
Zweiseitige Potenzreihe (Laurentreihe) f(z) = DL Un zn = Yır(a,) 
Dirichletsche Reihe fs) = DL, ern = PDl(a,) 
1 
Fourierreihe Ka) = a = N(a,) 
2 
Rn FH) 2. 
Stieltjes-Transformation h(s) = >: dt =6&(H) 
Ö 
Yon 
Zweiseitige Stieltjes-Transformation h(s) = in dt = ©n(H) 
Hankel-Transformation f(s) = fı J,(st) Fit) dt =S(F). 
0 


Potenz- und Fourierreihe sind ein Sonderfall der Dirichletschen Reihe, diese 
wiederum ist bekanntlich in der Laplace-Transformation enthalten ?2). Man braucht nur 
zu definieren: 

S(t) = 0 für OsSt< A, falls A, > 0 


St) =a, +''' + für u <t< Arı 





2) Es hat sich sogar gezeigt, daß die in der Folge benötigten Sätze für den allgemeineren Fall der Laplace- 


Transformation viel glatter und übersichtlicher zu beweisen sind als für den Spezialfall der Reihen. 
30* 





276 Doetsch, Ein allgemeines Prinzip der asymptotischen Entwicklung. 


SCHAF S)-at ++; 


dann wird 


y Rn Ey Se* S(t) dt, 
1 0 


und dieses Laplace-Integral ist für Rs > Max (n, 0) sogar absolut konvergent, wo 7 
die Abszisse einfacher Konvergenz der Dirichletschen Reihe ist. — Ebenso ist die Laurent- 
reihe und die analog zu bildende zweiseitige Dirichletsche Reihe in der zweiseitigen 
Laplace-Transformation enthalten. — Auf die Möglichkeit, die Dirichletsche und Fourier- 
sche Reihe unmittelbar ohne den Umweg über die Partialsummen als Laplace- bezw. 
Fourier-Transformierte erscheinen zu lassen, indem man diese in verallgemeinerter Form 
als Stieltjessche Integrale schreibt, gehe ich hier nicht ein. — Die Stieltjes-Transforma- 
tion ist identisch mit der Aufeinanderfolge zweier Laplace-Transformationen: 


S(F) = fe" dı fe F(u) du, 
0 0 


falls diese Integrale absolut konvergieren. — Die Mellin-Transformation geht mit z = e-: 
in die zweiseitige Laplace-Transformation über, die auch mit der Fourier-Transforma- 
tion äquivalent ist. Setzt man nämlich s = x + iy, so wird 


+® 
fr + iy)= Serwfe=F()]dt. 


Mit der Laplace-Transformation beherrscht man also bis auf die Hankelsche auch die 
übrigen. 

Von fundamentaler Bedeutung für unsere Zwecke ist nun die Tatsache, daß sich 
das Verhalten der Oberfunktion in dem der Unterfunktion widerspiegelt, sodaß wir 
zunächst einmal, noch reichlich unbestimmt, das allgemeine Prinzip aufstellen 
können: Anstatt das Verhalten einer Funktion zu studieren, kann man auch das ihrer 
Ober- bezw. Unterfunktion untersuchen und hieraus Rückschlüsse auf die ursprüngliche 
Funktion ziehen. 

So ist, um neben der Abel-Transformation, wo dieser Zusammenhang allgemein 


"(x +1) 


$* Eu 





bekannt ist, nur einige ganz triviale Beispiele zu nennen, &{t*) = 


und L(ef) = — Der Charakter der Singularität von {* bei i= » findet sich bei 


(«> —1) 


der Unterfunktion an der Stelle 0 wieder, und das eigentümliche exponentielle Verhalten 
von ef für t— oo äußert sich darin, daß die Unterfunktion gerade an der Stelle £ eine 
Singularität hat und zwar einen Pol. 

Nun gibt es ersichtlich von vornherein zwei Möglichkeiten, unser Prinzip anzu- 
wenden, nämlich man kann von der Oberfunktion auf die Unterfunktion zu schließen 
versuchen oder umgekehrt. Diese beiden Untersuchungsrichtungen sind aber prinzipiell 
voneinander verschieden. Denn es ist nun einmal so, daß durch die Funktionaltrans- 
formation die Unterfunktion in expliziter Abhängigkeit von der Oberfunktion gegeben 
ist, aber nicht umgekehrt. Man muß also leicht aus einer Eigenschaft der Oberfunktion 
eine Folgerung für die Unterfunktion ziehen können, während das Umgekehrte von 
vornherein als schwieriger erscheint. 

Wir betrachten daher zunächst den einfacheren Fall und formulieren für ihn unser 
Prinzip so: Eine Aussage über das asymptotische Verhalten einer Funktion erhält man, 











4 I ER = 
ee 




















ee ei 


10 
ER. ee a 


Doetsch, Ein allgemeines Prinzip der asympivtischen Entwicklung. 277 


indem man zunächst eine Funktionaltransformation zugrundelegt, bei der sie als Unter- 
funktion erscheint und sich dann auf einen für diese Funktionaltransformation geltenden 
Satz stützt, der aus dem Verhalten der Oberfunktion in der Nähe einer oder mehrerer (singu- 
lärer) Stellen auf das Verhalten der Unterfunktion an einer gewissen (singulären) Stelle 
schließt. Einen Satz dieser Art nennen wir einen Satz vom Typus A(O- U). Natür- 
lich wird nur dann, wenn die Oberfunktion von übersichtlicherem Charakter ist als die 
Unterfunktion, dieses Prinzip praktisch von Wert sein, so daß es also kein mechanisch 
zu handhabendes Schema abgıbt, sondern den Forscher vor die immer neue Aufgabe 
stellt, gerade die Funktionaltransformation ausfindig zu machen, bei der die Oberfunktion 
von hinreichend einfacher Art ist. 

Das klassische Beispiel eines solchen A(0 > U)-Satzes ist der Abelsche Stetig- 
keitssatz, der sich auf die durch die Potenzreihe vermittelte Abel-Transformation bezieht: 
Wenn die Partialsummen s, = a, + ::: + a, fürn > gegen einen Grenzwert / streben, 


so konvergiert (2) - „2"=(1 —;) 2 Sn2" gegen einen Grenzwert (übrigens den- 


selben), wenn z durch reelle Werte oder sogar (nach Stolz) in dem zwischen zwei in 1 
endigenden Sehnen des Einheitskreises liegenden Gebiet gegen 1 läuft. Hier liegt der 
einfachste Fall vor, daß sowohl s„ wie f(z) einen Grenzwert hat, also durch die Funktion 
constans approximiert werden kann. — Diesem fundamentalen Beispiel zu Ehren soll 
jede auf das obige Prinzip gegründete asymptotische Methode eine Asymptotik Abel- 
scher Art heißen. 

Wir betrachten nun das umgekehrte, schwierigere Verfahren, von der Unter- auf 
die Oberfunktion zu schließen. Als Wegweiser dient uns auch hier die Abel-Transforma- 
tion, für die derartiges zuerst durchgeführt worden ist. Hier käme es darauf an, den 
Abelschen Stetigkeitssatz umzukehren. Daß dies nicht ohne weiteres möglich ist, zeigen 
schon einfache Beispiele; daß es aber unter zusätzlichen Voraussetzungen über die a,, 


also über die Oberfunktion, gelingt, hat zuerst Tauber erkannt (a, = (-)) und damit 


den Prototyp einer Serie von Sätzen geliefert, deren Typus wir mit T(U-0O) be- 
zeichnen wollen und aus denen wir nun eine zweite Auswirkung unseres allgemeinen 
Prinzips fließen lassen können. Wir werden nämlich unter einer Asymptotik Tauber- 
scher Art eine Methode verstehen, bei der die zu untersuchende Funktion als Ober- 
funktion einer Funktionaltransformation erscheint und unter Benutzung eines T(U —O)- 
Satzes aus dem Verhalten der Unterfunktion und einer zusätzlichen Voraussetzung über die 
Oberfunktion auf das Verhalten der letzteren geschlossen wird. — Dieses fruchtbare Prinzip 
ist bisher nur in ganz geringem Umfange verwertet worden. 

Unser allgemeines Prinzip läßt sich nun aber noch zu einem dritten Ansatz aus- 
nutzen. Den Schluß von der Unter- auf die Oberfunktion konnten wir oben nur unter 
Hinzunahme einer Bedingung von Tauberscher Art durchführen. Das lag daran, daß 
wir an der Transformation T(F) = f festhielten, in der eine Unsymmetrie steckt: F und f 
sind nicht gleichberechtigt, sondern die Oberfunktion ist das „Objekt“, die Unterfunktion 
das „Resultat‘‘ der Funktionaloperation. Nun ist es aber, wenn auch keineswegs immer, 
so doch in gewissen Fällen möglich, die Zuordnung der zwei Funktionen durch eine 
Transformation auszudrücken, bei der die Rolle der beiden Funktionen vertauscht ist. 
Diese „Umkehrformeln‘ lauten für die früher genannten Transformationen folgender- 
maßen 3): 





3) Das x bei den komplexen Integralen bedeutet einen reellen Punkt innerhalb der Konvergenzhalbebene 
bzw. des Konvergenzstreifens der Unterfunktion. 
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»+io 
Laplace-Transformation im engeren Sinn F(t) = . f e® f(s)ds 
alle 
Zweiseitige Laplace-Transformation Fit) = Sri f es {(s)ds 
gr 
Mellin-Transformation D(2) u; [ 2 o(s)ds 
a 
Fourier-Transformation G(z) u f ev s(y)dy 
Abel-Transformation und Laurentreihe = BE I) 
2nıy zrtl 
1 “tio 
Dirichletsche Reihe (n > 0) S(t) = Imi [ e Mas 
RR we 
Fourierreihe Mi 2 e-"" f(z)dx 
+o 
— le 1 h(s) 
Zweiseitige Stieltjes-Transformation H(t) = Ex - d 
Hankel-Transformation Fit) = [ s J,(ts) f(s)ds . 
0 


Man kann nun auf diese Funktionaltransformationen T”" unser Prinzip anwenden, 
indem man für sie Sätze von Abelscher Art aufstellt, deren Typus wir mit A '(U- O) 
bezeichnen, und diese dann zu einer asymptotischen Darstellung ausnutzt. Es gibt also 
noch eine „indirekte‘“ Asymptotik Abelscher Art, die folgendermaßen vorgeht: Soll eine 
Funktion F asymptotisch untersucht werden, so führt man sie zunächst durch eine Funk- 
tionaltransformation X in eine Unterfunktion f über. Wenn die Umkehrformel X”'(f) 


tatsächlich F liefert, so kann man vermöge eines Satzes vom Typus A'(U-0) von dem 
Verhalten der Unterfunktion auf das der Oberfunktion F schließen. — Die meisten asym- 
ptotischen Methoden gehören in diese Kategorie ®). 

Es ist zu beachten, daß hier gegenüber der ‚direkten‘ Asymptotik noch eine 
weitere Voraussetzung dazu kommt, nämlich die, daß T”"(f) wirklich anwendbar ist 
und genau die Oberfunktion F liefert, aus der f selbst durch T hervorgegangen ist. Dies 
ist deshalb notwendig, weil es vorkommen kann, daß T”' für eine Funktion f einen 
Sinn hat, ohne daß das Resultat die zu f vermöge T gehörige Oberfunktion darstellt. 


Exkurs über die Laplace-Transformation. 


Wir wollen das erwähnte Vorkommnis durch ein Beispiel illustrieren und gleich 
noch einige weitere Ausführungen einschalten. Die Umkehrung der Laplace-Trans- 
formation hat mit «x = (0 für f(s) = e* einen Sinn, denn 


*) Eine besondere Wendung dieses Gedankens stellen die Summierungs- und Limitierungsverfahren dar. 
Diese bestehen in nichts anderem, als daß sie in dem Spezialfall, daß die Unterfunktion einen Grenzwert hat, diesen 
geradezu der Oberfunktion künstlich zuschreiben. 
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e # 


t 
(nach dem Cauchyschen Satz) = a7 J er"dv=—e *. 


— (D 


Nun ist aber einerseits die Funktion e* sicher nicht von der Form &(F), denn ein La- 
place-Integral ist für s—> oo sicher O(1), im Falle der absoluten Konvergenz sogar o(1); 


t 
andererseits hat % (avz e ) für alle s einen Sinn, ergibt aber eine ganz andere Funktion, 


ayr 
nämlich 


2 


if ae er el 
1 este 4 dt u — f \ ” dt eier f u du. 
2ya, 2yn. Vn 


8 


Im vorliegenden Fall klärt sich das sehr einfach auf. Wie man aus der Liste S. 278 
ersieht, gehört zu der Laplace-Transformation % dieselbe Umkehrformel wie zu der 


zweiseitigen Laplace-Transformation 2. Zwischen & und ihrer Umkehrung &ı" 
besteht nun aber eine genaue Reziprozität in dem Sinne, daß, wenn f = Xıı(F) ist, auch 


&n (f) einen Sinn hat und genau F ergibt, und umgekehrt, wenigstens wenn die Ober- 
funktion in einem horizontalen, die Unterfunktion in einem vertikalen Streifen unter 
gewissen Beschränktheitsvoraussetzungen regulär ist (dies folgt aus den Untersuchungen 
von Mellın 5)), oder noch allgemeiner, wenn eine der für die Gültigkeit der Fourierschen 
Integralformel (die mit der Fourier-Transformation zusammen mit ihrer Umkehrung 
äquivalent ist) hinreichenden Bedingungen erfüllt ist ®). Die richtige Auffassung ist also 





5) Hj. Mellin, Abriß einer einheitlichen Theorie der Gamma- und der hypergeometrischen Funktionen. Math. 
Ann. 68 (1910), S. 305—337, $8. 
®) Setzt man in der zweiseitigen Laplace-Transformation s = x + iy, so erhält man (vgl. S. 276): 
+@ 


flac + iy) = f [et Fao)]at 
und bei der Umkehrung 


+o 
1 . ’ 
RO) | Erle + id 


=> @D 


d.h. die Funktionen der reellen Variablen t und y 
Gi) - e” Fit) und g(y) - far + iy) 
hängen durch die Fourier-Transformation zusammen. Dies ist nicht immer hinreichend ausgenutzt worden. So 
gewährleistet z. B. das älteste Kriterium, das von Jordan (1883), die Gültigkeit des Fourierschen Integraltheorems, 
d.h. das Bestehen der Reziprozität bei der Fourier-Transformation unter der Voraussetzung: G(t) ist in jedem end- 
+o 
lichen Intervall von beschränkter Variation und f | G(t)| dt konvergiert. Dies in die Funktionen F und f umgesetzt 


ergibt: Wenn F in jedem endlichen Intervall von beschränkter Variation ist und f |e”* F(t)| dt konvergiert, 
—& 


d.h. wenn 2,,(F) für s = x absolut konvergent ist, so gilt die Umkehrformel F = 2%" (f). (An Sprungstellen wird 
der Mittelwert geliefert.) Das ist aber nichts anderes als das 1920 von Hamburger, übrigens nur für den Spezial- 
fall der Laplace-Transformation im engeren Sinn (siehe hierzu das Weitere oben im Text) aufgestellte Kriterium 


(Über eine Riemannsche Formel aus der Theorie der Dirichletschen Reihen. Math. Zeitschr. 6 (1920), S. 1—10). 
Fortsetzung der Fußnote *) S., 280. 
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diese, .daß die Laplace-Transformation im engeren Sinne im Zusammenhang mit ihrer 
Umkehrung nur dann vollständig verstanden werden kann, wenn man sie als eine Ver- 
stümmelung der zweiseitigen Laplacetransformation auffaßt. Bei ihr ist eben F =0 
für £ <0. Wenn also durch Anwendung von &”’ =" eine Funktion F entstehen 
soll, für die L({F) = f gilt, so darf für / nicht eine beliebige Funktion gewählt werden, 
für die &”’(f) einen Sinn hat, sondern es muß schon a priori f die Laplace-Transfor- 
mierte im engeren Sinn von einer Funktion F, für die also F =0 für t < 0 ist, gewesen 
sein. Von diesem Standpunkt aus werden auch die diskontinuierlichen Integrale, die 
in. der analytischen Zahlentheorie eine so große Rolle spielen, wie 


1 fürt>0 
1 “+10 „ie 4 
—— — => u „ L = 0 > 0 
‚mr, [ r ds 2 (x ) 
Mae 0 „ t<o0O 


vollkommen verständlich, denn für die Funktion F, die auf der rechten Seite steht, ist 
X mit Zidentisch, und zwar ist X(F) = Z Also ist umgekehrt &" (2) =F. (Daß für 


t = 0 der Wert !/, herauskommt, erklärt sich daraus, daß die Fourier-Laplace-Integrale 
an Sprungstellen den Mittelwert liefern.) 

In unserem obigen Beispiel ist tatsächlich die Reziprozität sofort erfüllt, wenn wir 
darauf achten, daß das Integral für &”’ in Wahrheit die Umkehrung von &ı ist; denn 
+® ne) 0 

| — 1 -.-. 1 
2 —e = ——_ f e e * dt u f f 
n(5yz ) 2Yn_’ al "2 | 


n g 


2 . e 1 


an 


z. ale du fra = - / = du=e. 


8 —&. 








* * 
* 


Natürlich kann man auch die von uns als „Umkehrungen‘ bezeichneten Funk- 
tionaltransformationen als ursprüngliche Transformationen zugrunde legen, so daß die 
früheren Originale die Rolle der Umkehrungen spielen, und dann unser allgemeines 
Prinzip anwenden. 

Man sieht aus dem Vorhergehenden, wie man mit Hilfe des allgemeinen Prinzips 
beliebig viele Verfahren zur asymptotischen Darstellung von Funktionen und Folgen erzeugen 
kann. Man braucht dazu nur eine Funktionaltransformation und einen auf sie bezüg- 
lichen Abelschen oder Tauberschen Satz. Dabei sind im Einzelfall je nach der Eigenart 
der betrachteten Transformation noch mannigfache Ausgestaltungen und Verfeinerun- 
gen möglich. 

Wir gehen nun daran, einige als weittragend bekannte sowie einige neue asym- 
ptotische Methoden als Auswirkungen unseres allgemeinen Prinzips aufzuweisen. Aus- 
führlichere Anwendungen in speziellen Disziplinen wie der Theorie der Differential- 
gleichungen und (besonders für die Stieltjes-Transformation) in der Quantenmechanik 
sollen anderweitig dargestellt werden. 





Da das zu einer Dirichletschen Reihe gehörige Laplace-Integral (vgl. S. 276) stets absolut konvergiert, so ergibt sich 
aus dem Kriterium die Gültigkeit der Riemannschen Umkehrformel für S(t) S. 278 im Gebiet bedingter Konver- 
genz der Reihe (vgl. Hamburger |. c.). 
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Direkte Asymptotik Abelscher Art. 
Vermittelnde Transformation: Laplace-Transformation bezw. Dirichletsche Reihe. 
1. Asymptotische Darstellung bei s = 0 
bezw. bei einer anderen Stelle im Endlichen. 

Für diesen Fall verfügen wir z. B. über folgenden, leicht durch Abschätzung zu 
beweisenden A(O0 > U) Satz’): 

F(t) seı in jedem endlichen IntervalO <T,<St<T, eigentlich integrabel und in 
den Nullpunkt hinein mindestens uneigentlich absolut integrabel. Es sei 

Fit) “A (A beliebig, Rx > —1), 

wenn I reell gegen & sirebt, so daß X(F) für Rs > 0 absolut konvergiert. Dann ist 
I +1) 


sa+l - ’ 





&F) = /(s) mA 


wenn s in einem Winkelraum |args| Ss 9 < 3 gegen 0 strebt. 


Man kann diesen Satz ®) sofort so verallgemeinern, daß er über das Verhalten von 
j an einer beliebigen Stelle s, etwas aussagt. Ist nämlich F — Ae+t* und daher &(F) 
für Ns > NRis, absolut konvergent, so ist e=* F= At" und Ke-®'F) für Rs >0 absolut 
konvergent. Also ist 





Ke-tF) = S et Flı)dt = f(s -H 5) m A er. für s-0, 
d.h. 
PER B... 2: = für $> So. 
(Ss — So) 


Damit haben wir den A(O > U)-Satz: 





?) Der Einfachheit halber nehmen wir die Integrale im Riemannschen Sinn und setzen bei uneigentlichen 
Integralen immer absolute Konvergenz voraus. 

8) Man kann aus dem Satz einen anderen A(O — U‘-Satz ableiten, der das Analogon des Abelschen Stetigkeits- 
satzes bzw. dessen Appellscher Verallgemeinerung (C. R.87 (1878), S. 689) für die Laplace-Transformation darstellt: 

Ist 


t 
Dt)= fer" Ferdi CO? (Ry>—1) fürt>o, 
V 


so gilt: 


1 
UF)= f(s) ea s > 5, im Winkelraum | arg (s— 5) | Ss % < 5- 
 . 


Durch verallgemeinerte partielle Integration findet man nämlich: 
fe" rYa= TI) — ee le) + (5) FEN Dlı)dt. 
Unter unserer Voraussetzung streben bei Rs > Rs, für € > 0, & > © die beiden ersten Glieder auf der rechten Seite 


gegen 0, das letzte konvergiert, und zwar sogar absolut. Also existiert f e * Fit)dt - f(s) für Rs > Rs, und es ist 
v 


fe) = 6-5) [er ro). 
0 


Auf dieses Integral können wir den obigen Satz anwenden, woraus die Behauptung folgt. — Für den Spezialfall 
y=0 erhält man das Analogon zum Abelschen Stetigkeitssatz: Wenn &(F) = f(s) an einer Stelle s, bedingt kon- 
vergiert, so ist lim f(s) = f(s,), wenn s in dem angegebenen Winkelraum gegen s, strebt. 

Journal für Mathematik. Bd. 167. 36 
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Es sei F(t) = Aes#t* (A und s, beliebig, Rx > — 1), wenn t reell gegen & strebt, 
so daß X(F) für Rs > Rs, absolut konvergiert. Dann ist 


UF) = fi) A = BA 


$ — 5 





wenn s in einem Winkelraum \arg (s — s,)| S 9 <z gegen s, strebt. 


Dieser Satz läßt sich durch teilweise Einschränkung, teilweise Erweiterung der 
Voraussetzung in eine Form bringen, die ihm in den Anwendungen eine häufig weiter- 
tragende Bedeutung verleiht. So findet er sich in etwas anderer und weniger präziser 
Gestalt auf elegante Weise abgeleitet in einer berühmten Arbeit von Pincherle ?): 

Die Oberfunktion F sei in jedem endlichen Intervall O<T,stST, eigentlich 
und in den Nullpunkt hinein wenigstens uneigentlich absolut integrabel. In der Umgebung 
von t= w sei (im Reellen) F in der Form darstellbar: 

F(t) = Ae!t" + F,(t) (A,s, und & beliebig komplex), wobei das Laplace-Integral 
X(F,) eine Konvergenzabszisse y < Rs, haben soll. Dann ist die Unterfunktion f(s) min- 
destens in der Halbebene Rs > y regulär bis auf den Punkt s,, wo sie eine Singularität 
folgender Form hat: 








A = Eh für alle komplexen x außer —1, —2,... 
Ben So 
n n—1 
A . A lg (s — s,) für negativ ganzzahlige x = —n. 


Hier weist also vermöge der Voraussetzung über F, die Unterfunktion das an- 


gegebene Verhalten nicht nur in einem Winkelraum, sondern in einer ganzen Umgebung 
auf !P), 


Wir wollen von diesem A(O > U)-Satz als Beispiel für eine Asymptotik Abelscher 
Art eine Anwendung auf die Riemannsche {-Funktion machen. Um die Reihe 


& 


1 h ’ 
(ls) = 2 auf die Form einer Laplace-Transformierten zu bringen, haben wir gemäß 
1 


S. 275, 276 zu setzen: 
S(t)=n fürlgn <t <Ig(n +1), 
S(gn)=n-12. 
Dann wird 


(ss) = sfe" S(t) dt. 
0 


Die Reihe für {(s) ist für Rs > 1 konvergent, also ist das Laplace-Integral mindestens 
(und übrigens genau) in diesem Gebiet absolut konvergent. Es ist 


S(t) =n fürn <e<n-+l, 


also 


S(t)=e — F;lt) mit O<F,{t <1, 


») S. Pincherle, Sur les fonetions determinantes. Ann. Ec. Norm. (3) 22 (1905), S.9—68 [S. 20]. 
10) Ich benutze die Gelegenheit, um darauf hinzuweisen, daß in der „‚Bemerkung 2“ am Schluß (S. 414) meiner 
Arbeit „Über den Zusammenhang zwischen Abelscher und Borelscher Summabilität“, Math. Ann. 104 (1931), 


S. 403—414, die oben genannte Voraussetzung über das Restglied F, (Konvergenzabszisse kleiner als die des Haupt- 
gliedes) hinzugefügt werden muß. 
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und dies gilt auch an den Sprungstellen t =1Ign (hier ist $(t) =e' — 1/2). Das Laplace- 
Integral für die Restfunktion F, hat die Konvergenzabszisse y = 0, also folgt nach 
dem Pincherleschen Satz (mit A =1, ,=1, x=0, y=0) das bekannte Resultat, 
daß die Z-Funktion mindestens in der Halbebene Rs > 0 regulär ist bis auf den 
Punkt s = 1, wo sie einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum 1 besitzt. — Mit Hilfe des 


IT 


Satzes $.282 oben hätte man nur schließen können, daß sie sich in |arg (s—-1)| < 9< 


wie Mr verhält. 
s—i 


on 


Ganz analog kann man für jede Dirichletsche Reihe PX deren (der Einfachheit 
1 


halber reelle) Koeffizienten die asymptotische Eigenschaft 
+ +m=n(lgn)’ +ein) («>0) 





mit 
le(n)| <n°: (0, < 0,) 
haben, schließen, daß sie mindestens in der Halbebene Rs > o, regulär ist bis auf eine 
Singularität an der Stelle o, von der Form ea 2 
s—-% 


2. Asymptotische Darstellung beis = =. 


Hier wollen wir uns des folgenden Satzes bedienen, der formal !) ganz ähnlich 
wie der Satz S. 281 lautet: 


Die Oberfunktion F(t) sei in jedem endlichen Intervall rechts von O eigentlich integrabel, 
XF) sei fürs =s, und damit für Rs > Rs, absolut konvergent. Ist 


Fit) »Bt?  (B beliebig, B> —1), 
wenn t durch reelle Werte gegen O strebt, so gilt: 


F($+1) 


sp+l 


XF)=B 


u . nt 
wenn s in einem Winkelraum ®B: largs| <% < 5 gegen ® strebt. 


Um zu zeigen, wie dieser Satz zur Erzeugung von asymptotischen Entwicklungen 
dienen kann, wollen wir zunächst einmal voraussetzen, daß F(t) in einem Kreis um 
den Punkt t = 0 regulär, also durch eine konvergente Potenzreihe darstellbar: 


Fit) =, +cat+o®?+:-- 


und im übrigen entlang der reellen Achse so weiterdefiniert ist, z. B. durch analytische 
Fortsetzung, daß X(F) für ein s, absolut konvergiert. Dann ist 


Fit) -—o - Gt —'' — Gl 
V > ri — = ort @mrtt4 > or 





für t>0, also 
F-o-at — ol m or > 
und folglich 





11) Vgl. hierzu die Bemerkung in G. Doetsch, Sätze von Tauberschem Charakter im Gebiet der Laplace- 
und Stieltjes-Transformation. Sitzungsber. Berlin. Akad. 1930, S. 144—157 [S. 149]. 
36* 
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n 1 1 n! 
(n +1)! 
Denn 
oder 
R 1 1 n! Cn+ı(r + 1)! 
Ss fs) es jr da G2 a BE a 5 + } >(0 


für s> © im Winkelraum ®; das heißt aber, da n jede ganze Zahl sein kann, daß die 


im allgemeinen divergente Potenzreihe Zar die Funktion f(s) im Winkelraum % 


Sl nnd F” (0) 
asymptotisch im Poincar6schen Sinn darstellt. Da „ = 2 


‚—— ist, so kann man das 
Ergebnis so ausdrücken: 

Wenn die Oberfunktion F(t) für t=0 definiert und bei t=0 analytisch ist, und 
wenn X(F) eine Halbebene absoluter Konvergenz besitzt, so gilt für die Unterfunktion &{F) 
im Unendlichen, und zwar in dem ganzen Winkelraum \args| <d < 5 die Poincaresche 


asymptotische Potenzreihenentwicklung: 








F(0) , F’(0) 
/(s) uf s + s2 + er 
genauer: 
, F(0) F""»(0) 1 
eina -B .... }=0(2)=0. 


Diese asymptotische Reihe erhält man übrigens formal einfach dadurch, daß man bei 
der konvergenten Reihe für F die Laplace-Transformation gliedweise durchführt. 


Als einfaches Beispiel wollen wir die asymptotische Entwicklung für das Gaußsche 


Fehlerintegral ableiten, das eine ganze, aber nichtelementare Funktion darstellt. S. 279 
fanden wir: Es ist für alle s 


on 


1 -; 
N (3 e ) = | e" du. 


Die Oberfunktion ist sogar in der ganzen Ebene analytisch und besitzt die Potenz- 
reihenentwicklung: 


Folglich ist 





1 vl N’ or) Sl N’ a9)! 
I(s) = [ du u A 2 ee uhr: 


8 


und 


8 


fen „a 


; u v7) u 


a . st 
für s>o in Jargs | s de 
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Die angegebene asymptotische Methode läßt sich nun wesentlich verallgemeinern. 
Man sieht unmittelbar, daß die Schlußweise unverändert bleibt, wenn F(t) in der Nähe 
des Nullpunktes nicht regulär ist, sondern sich durch eine konvergente „‚irreguläre‘‘ 


Potenzreihe 
Fi) =." +4" +--- (-1<a,<o,<+‘-.) 
mit nicht notwendig ganzzahligen Exponenten ausdrücken läßt, ja sogar wenn F auf 
der Achse des Reellen für {>0 durch eine solche Reihe nur asymptotisch dargestellt 
wird in dem Sinne, daß 
Fit) — ot" — -- — af” 
er+1 





> Cn+41 


ist, denn mehr wird ja bei der Anwendung unseres A(0 > U)-Satzes gar nicht verlangt. 
Man erhält dann 


To+1) , , Ta +1) 


Hs) — Co sto+1 +6 >: 208 er: 





Eine asymptotische Entwicklung von derselben Form wie S. 284, also nach ganz- 
zahligen Potenzen, aber unter anderen Voraussetzungen, erhält man nach einer von 
Pincherle !?) angegebenen Methode, die auch eine direkte Asymptotik Abelscher Art 
darstellt. Sie stützt sich auf den wohl primitivsten Satz vom Typus A(0—- U) für die 
Laplace-Transformation, nämlich: Eine absolut konvergente Laplace-Transformierte 
strebt für s> oo ım Winkelraum ® stets gegen 0, eine bedingt konvergente bleibt we- 
nigstens beschränkt. (Der Satz S. 283 stellt eine Verfeinerung dieser Aussage dar ")). 
Dies wendet man nun statt auf F selbst auf seine Ableitungen an. Wenn X(®’) für ein 


reelles s,> 0 auch nur bedingt konvergiert, so ist ® = O(e"') 13), Wenn also &{F") 
für s, bedingt konvergiert, so konvergieren &(F""”), ..., &(F'), &{F) für Rs> Rs, 
sogar absolut. Da überdies gilt !): 
(v—1) 
UF") = s’ ER) m... an, 


$ Ss’ 


so ergibt sich nach dem genannten A(O > U)-Satz, wenn &{F”) für ein s, also sicher 


12) S. Pincherle, Sugli sviluppi assintotici e le serie sommabili. Rendic. Acc. Linc. (5) 13 (1904), S. 513—519. 
13) Für s, = O ist das trivial, denn dann ist nach Voraussetzung (vw d! konvergent, d.h. f D’(t)dr= 
D(t)— ©(0) hat einen Grenzwert; also ist ®(t) beschränkt. Für s, > 0 u finden wir durch EEE Integration: 
[ et" Dld)dr = e" Bl) —D(0) + nf e ""D(r)dr. 
Ö Ö 


Setzen wir 
t 


fer" oldar = Pt), 
0 
so strebt 


t 
5 Ft) + Pl) = f e +" D’(r)dr + ©(0) 
0 


für — oo gegen einen Grenzwert, also nach einem Satz von Perron (Über einen Grenzwertsatz. Math. Zeitschr. 17 
(1923), S. 149—152) W’(t) = e”*" ®(t) gegen 0. Folglich ist sogar ©(t) = 0 (e’*). Überdies hat (t) für > einen 
Grenzwert, d.h. 2(®) konvergiert sogar für s — s,. 

14) G, Doetsch, Die Integrodifferentialgleichungen vom Faltungstypus. Math. Ann. 89 (1923), S. 1%2—207 
[5.198]. 
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für ein s,> O0 konvergiert, für v=1,2,..,n -ibeis->-w in ®: 





1) 
{no FO _... _ KO) .o 
und 
i F(0) F"®o) 
fs re = on) 


Ist die Voraussetzung für alle n erfüllt, so erhält man eine unendliche asymptotische 
Entwicklung. 


Bemerkung: Da andererseits /(s) durch das konvergente Laplace-Integral f e-"F(t) dt 
0 


dargestellt wird, so kann man dieses als eine ‚„Summierung‘ der im allgemeinen di- 
vergenten Potenzreihe auffassen, die mit der Borelschen Summationstheorie in gewisser 
Weise zusammenhängt, wie auch Pincherle 2) bemerkt. Jedoch ist bei ihm der Zu- 
sammenhang nicht richtig beschrieben (es wird derselbe Fehler wie in einer neueren 
Publikation von Broggi !%) gemacht). In einer jüngst erschienenen Arbeit !") habe ich 
den Zusammenhang mit der Borelschen Methode unter gleichzeitiger Verallgemeinerung 
derselben dargestellt. 


Asymptotik Tauberscher Art. 


Diese Art von Asymptotik ist bisher nur in zwei Spezialfällen von Hardy und 
Littlewood 1) (ohne Formulierung eines allgemeinen Prinzips) angewendet worden und 
hat sich da als überaus weittragende Methode in der analytischen Zahlentheorie er- 
wiesen. Die dort benutzten Transformationen sind Dirichletsche und Lambertsche 
Reihen. Die Methoden, die wir hier als Beispiele von Asymptotiken Tauberscher Art 
angeben wollen, benutzen die Laplace-Transformation als Vermittlerin und werden 
sich besonders in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen als wichtig erweisen 19). 


Wir beschränken uns hier auf die asymptotische Darstellung bei it = & (für Punkte 
im Endlichen sind analoge Entwicklungen möglich) und stützen uns auf folgenden 
T(U — O)-Satz ®): 

F(t) sei für 1> O0 differenzierbar und beit = stetig. F’(t) und damit auch F(t) 
habe eine für jedes s mit Rs > 0 absolut konvergente Laplace-Transformierte. Gilt für 
die Unterfunktion 


UF) m AsetD für s>0O (A beliebig, Rx 0), 
und hat die Oberfunktion die Eigenschaft 


15) S, Pincherle, 1. c. 12), S. 516. \ 

16) U. Broggi, Sullo sviluppo assintotico della reciproca di un polinomio. Rend. Ist. Lomb. (2) 63 (1930), 
Fasc. XI—XV. 

17) G. Doetsch, Über eine Integraldarstellung von meromorphen Funktionen. Sitzungsber. Münch. Akad. 
1931, S. 1—16 [$2]. 

18) G.H. Hardy and J.E. Littlewood, New proofs of the prime-number theorem and similar theorems. 
Quart. Journ. 46 (1915), S. 215°—219; On a Tauberian theorem for Lambert’s series, and some fundamental theorems 
in the analytic theory of numbers. Proc. Lond. Math. Soc. (2) 19 (1919), S. 21—29. 

19) Anwendungen auf diese Theorie und auf die Operatorenrechnung habe ich am 24. 5. 30 im Schwäbischen 
Kolloquium (Tübingen-Stuttgart) vorgetragen. 

20) G. Doetsch, 1. c."1), S.148, Satz I”. Für den heute kürzesten Beweis des dortigen Satzes I, aus dem 
Satz I” folgt, siehe J. Karamata, Neuer Beweis und Verallgemeinerung der Tauberschen Sätze, welche die Laplacesche 
und Stieltjessche Transformation betreffen. Crelle Journ. 164 (1931), S. 27—839. 
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Fi)=0,("), d.h Fi)2-a" für 1>0, 


so gilt für sie: 
A 
(«x +1) 
Typisch für die Ausnutzungsmöglichkeit dieses Satzes ist folgender Fall: Die 
Unterfunktion /(s) sei, wie es bei der Behandlung der Randwertprobleme bei der Tele- 
graphengleichung mit der Methode der Laplace-Transformation ?) vorkommt, in 
der Umgebung von s=0 in eine Potenzreihe nach gebrochenen Exponenten von der 


Form 


Fit) m " für t>o. 





1 3 5 


/(s) = - (ap + bus? + as + bis? +? +bys? +) 
entwickelbar #2). Wir entnehmen hieraus zunächst: 
Is)» as! für s—0. 
It nun F! = 0,1"), so folgt aus unserem T(U — O)-Satz: 
Fa für to. 
Es liegt nun nahe, F — a, und dementsprechend / _ zu betrachten und aus der 


Potenzreihe zu entnehmen: 


1 
a m 
/ Eee - 2 bus = . 
s 
[2 [2 [3 1 .. [3 [3 
Hier kann man aber den 7-Satz nicht anwenden, weil x = =» wäre. Es ist also ein 


neuer Kunstgriff nötig, und dieser besteht darin, daß wir die Funktion F, =t(F — a,) 
betrachten. Da allgemein ®#) der Multiplikation der Oberfunktion mit i{” im Unter- 


bereich der Übergang zu (— 1)"f”(s) entspricht, so gehört zu F, die Unterfunktion 
fı(s) = — f’(s) — a,s”?. Nun ist aber 


!(s) = - %s”? — bo; s 2+0+ bis ? +qa+b, 


(wir beachten schon hier, daß der Koeffizient a, ausfällt), also 
3 


2) 


. 1 
Pond? 


Wenn nun die Bedingung 
1 


] BE 
Fr [UF — @)] = Or(t ?) 
erfüllt ist, so gilt nach unserem T-Satz: 


21) G. Doetsch, Elektrische Schwingungen in einem anfänglich strom- und spannungslosen Kabel unter 
dem Einfluß einer Randerregung. Festschrift Techn. Hochsch. Stuttgart 1929, S. 56—78. Mit Hilfe der Laplace- 
Transformation erhält man eine effektive Darstellung der in der theoretischen Elektrotechnik üblichen symbolischen 
Operatorenrechnung nach Heaviside. Vgl. meine Besprechung des Buches von J. R. Carson, Elektrische Ausgleichs- 
vorgänge und Operatorenrechnung. Berlin 1929, im Jahresber. d. D. Math. Vrg.39 (1930), S. 105—109, 


u 1 
22) Bei dem entsprechenden Ausdruck in der Operatorenrechnung bedeutet s das Differentiationssymbol z i 


und der Faktor n fehlt. 


2) Siehe 1. c.%). 
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1 
1 12 . 
UF —a,) Ab ar für i>o, 
r(5) 
d.h. es ist 
1 
HE 
Fr.,+b —— 


r(5] 


1 b BR: 
IE F— a - — rt 2\>-0 für t>o. 
r(3) 


Dieses Verfahren setzen wir fort, indem wir die Funktion 
1 


t 2 
T 5) 
2 


betrachten, zu der die Unterfunktion 


in dem Sinne, daß 





„ se bs > _. „ Zi 3 _. 
fr = ff! - 85° — T\—)s = f! - 5" —-— bs ? 
r(4) ® i 
2 
gehört. Es ist 
3 — .ı — 2.4 4 
Mo —3 en u u 
f 2ay$ +37 +0 55 +0+7b5$5 1 


(man beachte das Wegfallen von a,), also 





5 3 
fl" — 20,5"? — bes? m — re ' 
Unter der Voraussetzung 
1 1 
Er a - Ar 9] = 0°) 
ri 


ergibt sich: 





3 1 1 
also wegen r(Z) = 5 (-—) ’ r(--): 


in dem Sinne, daß 


1 
3 ? ns 
’ 1? a ne für > ©. 
= er 
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Das Bildungsgesetz dieser Entwicklung wird damit schon hinreichend deutlich: Man 
streiche in der Entwicklung für f(s) zunächst alle Glieder mit ganzzahligen Exponenten 


a h 
mit Ausnahme des ersten a an dessen Stelle seine Oberfunktion a, tritt. Sodann er- 

















—B—1 
BE us t 13 
setze man in den übrigen jeweils s® durch T(- 8) (B =- „yp7 ) ‚d.h. man tue 
—-B—1 
so, als ob diese für # < O richtige Zuordnung von Unter- und Oberfunktion 2 (7 F& ,) = sp 
auch für 8 > 0 gültig wäre: 
1 83 
ı 2 ı 8 
Fi na +&b — ZT +b 7 he: 
ra) 73 
2 2 
in dem Sinne, daß 
1 3 1 
n+i - -y -(t3 
irn a 1 eg Fr 5)“ für t>o. 
rn #-7 Pe-n+7 


Diese besonders durch das Wegfallen aller ganzzahligen Potenzen merkwürdige 
asymptotische Entwicklungsformel tritt in der Operatorenrechnung als eines der von 
den Elektrotechnikern vielbenutzten, von Heaviside heuristisch aufgestellten Ent- 
wicklungsgesetze auf. Es ist aber keine Rede davon, daß dieses Gesetz etwa allgemein 
gilt, wie es bei Heaviside selbst den Anschein haben könnte oder sich durch vage Voraus- 
setzungen retten ließe wie „daß F gegen 0 konvergiert und keine dauernd oszillierenden 
Anteile oder Faktoren besitzt‘, womit ein Lehrbuch der Operatorenrechnung °%) eine 
Begründung dieses Gesetzes glaubt liefern zu können. Es kommen vielmehr sehr wesent- 
liche Einschränkungen hinzu. Als hinreichend haben wir oben nachgewiesen: 


dF er 
dt u Oıt ); 


1 
er (F vermindert um die n ersten Entwicklungsglieder)] = O;(t ?) 


(statt O, kann es jeweils auch heißen O7). 

Die Entwicklung stellt nur ein spezielles Beispiel dar. Sie läßt sich natürlich wie 
diejenige S. 285 sofort auf den Fall verallgemeinern, daß f(s) durch eine Potenzreihe 
nach beliebigen (ganzen und nichtganzen) Exponenten effektiv oder sogar nur asym- 
ptotisch darstellbar ist. 

Ferner kann man den 7-Satz (genau wie den A-Satz S. 282) dahin erweitern, daß 
das Verhalten der Unterfunktion an einer beliebigen Stelle s, für das Studium von F 
in der Umgebung von ti = ® nutzbar gemacht wird. Man braucht nur den Satz für 7, 
aufzuschreiben und dann 


FR=e“#F, alo A) =fs+s), K=e"(F —sF) 
zu setzen, um folgende Verallgemeinerung zu bekommen: 


F(t) sei für t> 0 differenzierbar und bei t = stetig. F’ und damit auch F habe 
eine für jedes s mit Rs > Rs, absolut konvergente Laplace-Transformierte. Ist 


UF) = fs) » Als - s) *"” fürs>-s (20), . 





%) Das in Anm.®!) zitierte Buch von Carson, S. 62, 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 37 
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und 
F'—- s,F = Ole rt), 
so gilt: 





F für t>o. 


mu e ert 1° 
F& +1) 
Dieser Satz ist z. B. anwendbar, wenn f eine meromorphe Funktion und durch 
eine Partialbruchreihe 
Cn 
a Kerr © 


darstellbar ist. (Die Singularitäten können sogar beliebiger algebraischer Natur (y, 
nicht ganzzahlig) sein.) Hier liefert jeder Pol s, der Multiplizität y, einen Beitrag der 
Form en’ {’n=! zu der asymptotischen (evtl. konvergenten) Entwicklung von F bei 
t= @. Diese Methode läßt sich z. B. dazu ausnutzen, um das sog. Heavisidesche Ex- 
pansion Theorem in der Öperatorenrechnung ®), das zunächst nur für gewöhnliche 
Differentialgleichungen, wo die symbolische Lösung (die unserem /(s) entspricht) nur 
endlich viele Pole hat, richtig ist, unter gewissen Voraussetzungen auch auf partielle 
Differentialgleichungen, wo die symbolische Lösung meist unendlich viele Pole besitzt, 
zu übertragen. 

Eine andere Erweiterungsmöglichkeit der Methode besteht darin, daß man sie statt 


auf F und f auf i"F und die entsprechende Unterfunktion (— 1)” /”(s) anwendet. 


Da die Potenz- und Dirichletschen Reihen in der Laplace-Transformation enthalten 
sind, so kann man mit den angegebenen Methoden auch asymptotische Abschätzungen 
für die Koeffizienten bzw. Koeffizientensummen dieser Reihen gewinnen. 

Auf die bezeichnete Art erhält man nur Entwicklungen nach Potenzen und E«x- 
ponentialfunktionen. Man kann aber leicht auch asymptotische Darstellungen durch 
andere Funktionen ableiten, indem man zu F eine andere Funktion ® so zu bestimmen 
sucht, daß F—® und f — 9 den Bedingungen unserer 7-Sätze genügen (Analoges 
gilt für die früheren Abel-Methoden). Für @ wird man eine Funktion zu wählen haben, 
die an einer für f singulären Stelle s, sich so verhält, daß f — 9 sich mit einer Potenz 





von a. vergleichen läßt. Man bekommt dann Aussagen von dem Typus 


Be Sy 
e-st1--(F —-®)>A, 
die eine asymptotische Darstellung von F durch ©, präzisiert durch den Faktor vor 


der Klammer, liefern. (Der Sinn der Darstellung ist übrigens ein anderer als früher, 
denn jetzt handelt es sich um die Differenz, früher um den Quotienten.) 


Indirekte Asymptotik Abelscher Art. 


Für diese können wir auf eine ganze Reihe von bekannten Methoden verweisen. 
Wir greifen einige typische heraus, die sich von unserem Standpunkt aus folgender- 
maßen darstellen: 


1. Die Methode von Darboux. 


Bei dieser 2) ist die vermittelnde Transformation die Abelsche: 


le) = Fa, 2" 


25) Siehe Carson 1. c. *), $S. 29. 
26) G. Darboux, M&moire sur l’approximation des fonctions de trös grands nombres et sur une classe &tendue 
de d@veloppements en serie. Journ. de Math. (3) 4 (1878), S. 5-56, 377-416. 
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mit ihrer Umkehrung: 


n 


Bei Beschränkung auf Oberfunktionen a„ mit endlichem lim sup /|a»! und Unter- 
funktionen f(z), die in der Umgebung des Nullpunktes analytisch sind, ist die Rezi- 
prozität eine vollkommene. Darboux setzt sich das Ziel, aus dem Verhalten von f auf 
dem Konvergenzkreis auf das Verhalten von a, für große n zu schließen (Approximation 
von Funktionen großer Zahlen). Die Methode läßt sich so auffassen: Man geht von der 
Umkehrformel aus und macht für die Funktion f die Voraussetzung, daß sie auf dem Kon- 
vergenzkreis Randwerte besitzt, die sich zu einer stetigen Funktion zusammenschließen. 
In diesem Fall kann der Integrationsweg in der Umkehrformel auf den Konvergenzkreis 
(Radius r) verschoben werden, und man erhält durch die Substitution z = re®: 


Ay = um [ fire”) e-iw do. 
0 


Nun streben aber die Fourierkoeffizienten einer stetigen (sogar nur integrablen) Funktion 


mit wachsendem Index gegen 0: 


2n 
S fre®)e"dp>0 für n>o, 
0 


also 

ra„>0 fürn>o. 
Dies ist ein sehr primitiver A KU - 0)-Satz (er bezieht sich eigentlich auf Fourierreihen, 
mit denen ja die Potenzreihen auf dem Konvergenzkreis äquivalent sind), welcher ın 
der Weise angewandt wird, daß man, wenn f die vorausgesetzte Eigenschaft nicht hat, 


eine Reihe = Ebnz* mit demselben Konvergenzkreis so bestimmt, daß f— g = 


2 (q, — b„)2” eine stetige Randfunktion besitzt, so daß man die asymptotische Formel 


ran — bu)>0 für now 
erhält. Hat die Randfunktion eine stetige k-te Ableitung, so kann man auf diese, deren 


Koeffizienten asymptotisch das n*-fache der ursprünglichen sind, den Satz anwenden 
und bekommt: 


n*r"(au — b,)>0 für nom, 


2. Die Methode von Haar. 


Diese *) stellt in Idee und Durchführung das genaue Analogon der Darbouxschen 
Methode für die Laplacetransformation und ihre Umkehrung 


“+40 +» 
1 u 
Fo=a5 | "ind=5, | ei +indı 


dar. Bekanntlich gilt für die Fourier-Transformation folgende Erweiterung des vorhin 
benutzten Satzes über die Fourier-Koeffizienten: 


+% 


Wenn g(v) in jedem endlichen Intervall integrabel ist und f e'’g(v)dv für alle 


— ID 


t > T gleichmäßig konvergiert, so gilt: 





?) A. Haar, Über asymptotische Entwicklungen von Funktionen. Math. Ann.96 (1926), S. 69—107. 
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+» | 
f e*g(v) dv>0 fürti>o. 


+» 
Damit haben wir die Basis für einen Satz vom Typus AT(U-0O): Ist f eo (x + iv)dv 


für > T gleichmäßig konvergent, so gilt für F die asymptotische Formel: 
e*Fit)>0 für i>o. 

Nun braucht allerdings, wie aus den Erörterungen S. 278 flg. hervorgeht, die durch 
das Umkehrintegral gelieferte Funktion noch nicht die Oberfunktion von f zu sein. Man 
muß also noch eine Voraussetzung hinzufügen, die das sicherstellt. Dafür erweist sich 
als hinreichend #), daß f zunächst einmal als Unterfunktion einer Funktion von be- 
schränkter Schwankung erzeugt ist (vgl. S. 279) und daß die oben schon benutzte gleich- 


mäßige Konvergenz des Umkehrintegrals statthat. — Der so gewonnene A""(U-+0O)-Satz 
wird nun bei Haar analog zu Darboux noch weiter verfeinert, indem die entsprechende 
Voraussetzung für /®(s) statt für /(s) gemacht wird, wodurch man in der Behauptung 
i"F(t) statt F(t) bekommt und dann wie bei Darboux in dem Sinne ausgenutzt, daß 
die Integrationsgerade bis an die am weitesten rechts gelegene Singularität heran- 
geschoben und eine dieser Singularität entsprechende Funktion subtrahiert wird, wo- 
durch.man allgemeinere Vergleichsfunktionen erhält. (Allerdings sind dabei noch weitere 
Voraussetzungen nötig, da das Laplace-Integral im Gegensatz zur Potenzreihe nicht 
bis an eine Singularität heran zu konvergieren braucht.) 


3. Die Methode von Mellin. 


Diese schon ältere Methode ®), deren hohe Bedeutung von späteren Autoren 
nicht immer voll gewürdigt worden ist, leistet im wesentlichen für die (mit der noch 
allgemeineren zweiseitigen Laplace-Transformation äquivalente) Mellin-Transformation 
dasselbe, wie die Haarsche Methode für die Laplace-Transformation im engeren Sinn. 
Sie ist nach einer anderen Richtung scheinbar weniger allgemein als diese, da sie die 
Regularität der beteiligten Funktionen und gewisse Beschränktheitsbedingungen voraus- 
setzt. Einerseits ist dies aber in den Haarschen Anwendungen auch immer erfüllt, anderer- 
seits liegt bei Mellin diese Einschränkung nicht im Wesen der Sache, sondern der von 
ihm benutzten Hilfsmittel (Cauchyscher Integralsatz). Man kann sich von ihr befreien 
und zugleich die Mellinschen Ergebnisse verschärfen, indem man die für die Fourier-Trans- 
formation (zweiseitige Laplace-Transformation) bekannten weittragenden Ergebnisse 
heranzieht. Wir wollen das an dieser Stelle nicht weiter verfolgen und hier nur be- 
merken, daß vom Standpunkt unseres allgemeinen Prinzips aus die Mellinschen Ent- 
wicklungen sich in folgende Form bringen lassen: Unter angemessenen Voraussetzungen, 





“+tio 
z.B.daß [ | 9(s) | ds konvergiert (oder auch unter der Haarschen Voraussetzung), ist 
1 s+io de +o 
®(z) = ei [ za! Y(s) ds = = f e-irlszn(x + iv) dv = 0(2”*) 


”—io —o» 





28) Haar 1. c. 2”), S. 73. 

®) Von den zahlreichen Publikationen Mellins vgl. vor allem aus neuerer Zeit: a) Abriß einer allgemeinen 
und einheitlichen Theorie der asymtotischen Reihen. 5eCongrös des math. scand. Helsingfors 1922, S. 1—17; 
b) Die Theorie der asymtotischen Reihen vom Standpunkte der Theorie der reziproken Funktionen und Integrale. 
Ann. Acad. Sc. Fenn. (A) 18 (1922), Nr. 4. Hier sind auch die älteren Arheiten des Verfassers zitiert. 
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(bei Mellin nur O(z”*)) sowohl für z> » als für z>0. (Bei x > 0 ist das eine gute Ver- 
gleichsformel für z2> oo, bei x <0 für z—>0.) z”* entspricht wegen z = e-! genau der 
Funktion e“ bei Haar. Dieser ATUU — O)-Satz wird von Mellin in der Weise ausgenutzt, 
daß der Integrationsweg des obigen Integrals auch über Singularitäten hinweg bis zu 
einer Abszisse x, verschoben wird, wofür das der Singularität entsprechende Residuum 
R= R(z) abzuziehen ist ®°). Für den Rest gilt dann wieder die Abschätzung 


(® — R)—0. 


Auch die Verschärfung, die durch Betrachtung der Ableitungen von g(s) erzielt werden 
kann, ist bei Mellin zu finden ®%). 








30) Dies ist, wenn g noch über die Gerade hinaus analytisch ist, nur eine andere Ausdrucksweise für die von 
Darboux und Haar geübte Subtraktion der Singularitäten. 
31) Siehe 1. c. 2?) b), S. 17, 64. 





Eingegangen 2. September 1931. 
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Zur Theorie der linearen metrischen Räume. 


Von Felix Hausdorff in Bonn. 





Bei einer kürzlich gehaltenen Vorlesung über lineare metrische Räume hatte ich 
den Eindruck, daß die in den bisherigen Arbeiten übliche Beschränkung auf vollständige 
Räume der Theorie nicht zum Vorteil gereicht, da sie den Zusammenhang der einzelnen 
Tatsachen verschleiert und die Fälle, wo Vollständigkeit ein wirklich notwendiger Be- 
weisgrund ist, nicht von solchen unterscheidet, wo nur ein Raum zweiter Kategorie 
oder gar nichts vorausgesetzt zu werden braucht. Die folgende, möglichst allgemein 
gehaltene Darstellung, die auch auf die Verschiedenheiten der Baireschen Kategorie 
bei linearen Räumen eingeht, möge daher nicht als überflüssig angesehen werden, ob- 
wohl sie natürlich auch viel Bekanntes wiederbringt; ihr Kern liegt in drei einfachen 
Hauptsätzen (VI, X, XI), die sich auf die beiden Begriffe ‚stetig umkehrbar“, ‚normal 
auflösbar‘‘ beziehen und alle bisher aufgestellten speziellen Sätze in sich enthalten 
dürften. 

Die Arbeit ist im wesentlichen ohne Kenntnis der am Schluß zitierten Literatur 
lesbar. 


sl. 

Ein linearer Raum E ist eine additiv geschriebene Abelsche Gruppe, d.h. eine 
Menge, für deren Elemente (Punkte) x, y eine (innerhalb £ ausführbare) kommutative, 
assoziative, eindeutig umkehrbare Addition z + y erklärt ist. Überdies ist eine (inner- 
halb E ausführbare) Multiplikation «x der Punkte x mit reellen!) Zahlen & definiert, 
gemäß den Vorschriften 

(Ba) = (aß)a, sa +Be=(a+B)e, ar t+oy=alc+ty), Ar=n, 00=0, 
wobei in der letzten Gleichung links die Zahl 0, rechts der Nullpunkt des Raumes (das 


Nullelement der Addition) gemeint ist. 
Die Punkte e,, €, . . ., €» heißen linear unabhängig, wenn die Gleichung 
&eı + Est + + nen = 0 nur für == =$&,=0 
besteht. Eine beliebige Menge heißt linear unabhängig, wenn endlich viele (verschiedene) 
Punkte von ihr stets linear unabhängig sind. 

Eine nicht leere Teilmenge Z des linearen Raumes E heißt linear, wenn sie 
nebst x auch ax, nebst x und y auch x + y enthält. Der Durchschnitt beliebig vieler 
linearer Teilmengen ist wieder linear; daher gibt es zu jeder Menge?) ASE einen 
kleinsten linearen Raum > A (den Durchschnitt aller linearen Räume <E, die 2 A 


!) Der Fall komplexer « bedingt keine wesentlichen Unterschiede, soll aber hier nicht behandelt werden. 
2) AS E heißt: A ist Teilmenge von E (eventuell Z selbst); A< E heißt: A ist echte Teilmenge von Z (+ E); 
xeA heißt: x ist Element (Punkt) der Menge A. | 
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sind); er heiße die lineare Hülle A, =L von A und besteht offenbar aus den linearen 
Kombinationen endlich vieler Punkte aus A, d.h. aus den Punkten 


n 
u 4 


(n=1,2,...; &, reell, a.eA). Wenn dabei die Menge A linear unabhängig und folglich 
die ebengenannte Darstellung der Punkte zeL eindeutig bestimmt ist, heiße A eine 
Basis von L. Man kann aus jeder Menge A (die nicht den Nullpunkt enthalten soll) 
ohne Änderung ihrer linearen Hülle Z eine linear unabhängige Teilmenge B, also eine 
Basis von Z, aussondern, indem man A wohlordnet und in dieser Wohlordnung jeden 
Punkt wegläßt, der zu der linearen Hülle der Menge seiner Vorgänger gehört. 

Ein linearer metrischer Raum E entsteht aus einem linearen Raum, wenn jedem 
Punkt x eine reelle Zahl |x|, der Betrag von x, gemäß den Vorschriften 


0|=0, Ir|>0 für +0, 
arl=loiirl, e+ylslal+tiyl 
zugeordnet und |x — y! als Entfernung der Punkte x, y erklärt wird. Wir werden im 


folgenden unter einem Raum, wenn nichts Gegenteiliges gesagt ist, immer einen linearen 
metrischen Raum verstehen. 


Die Konvergenz einer Punktfolge 
%n>x oder lim «„ = x 


ist durch |z„ — x|>0 erklärt; die Summe einer unendlichen Reihe ist der Limes ihrer 
Partialsummen: 
&ı +%+:'' =lm(er, +: +m). 

Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist wieder abgeschlossen ; 
demnach gibt es zu einer Menge A die kleinste abgeschlossene Menge > A, die abgeschlossene 
Hülle A von A. Die abgeschlossene Hülle L einer linearen Menge L ist wieder linear, da 
sie mit 2 =limx,, y =limy, (2, %,eL) auch x + y = lim (x, + y,) und mit x auch 
x = lim ax, enthält. 

Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener linearer Mengen ist wieder ab- 
geschlossen und linear; demnach gibt es zu einer Menge A die kleinste abgeschlossene 
lineare Menge > A, die abgeschlossene lineare Hülle von A. Sie ist die abgeschlossene 
Hülle Z = A, der linearen Hülle ZL = A, von A; denn einerseits ist jede abgeschlossene 
lineare Menge > A auch >L und >L, andererseits ist Z selbst abgeschlossen linear. 
(Wenn man in umgekehrter Reihenfolge erst die abgeschlossene Hülle # = A und 
dann deren lineare Hülle F, bildet, so ist nur F, s L, da die lineare Hülle einer ab- 
geschlossenen Menge nicht notwendig abgeschlossen ist.) Wenn A linear unabhängig 
ist, so heiße sie eine Grundmenge ihrer abgeschlossenen linearen Hülle L; man kann 
wie oben aus jeder Menge A eine linear unabhängige Teilmenge B ohne Änderung der 
linearen Hülle Z, also eine Basis von Z oder Grundmenge von L aussondern. Ist der 
Raum E separabel, d. h. eine abzählbare Menge A in ihm dicht (E = A = A,), so hat 


er eine endliche oder abzählbare Grundmenge B, während er eine endliche, abzählbare 
oder unabzählbare Basis haben kann. Ein Raum mit endlicher, aus n Punkten bestehender 


Basis heißt n-dimensional. 
Umgekehrt ist ein Raum mit höchstens abzählbarer Grundmenge separabel. Denn 
ein Raum endlicher Dimension ist separabel, da wegen 
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n n 
ee »|s2zl&|la,| 


die Punkte mit rationalen £&, in ihm dicht liegen; und ist Z ein Raum mit der Grund- 
menge {a,, @,,...}, L deren lineare Hülle, Z, die lineare Hülle von {a,,..., an}, so sind 
L,., L=6&L, und E=L separabel. 

Beispiele. Wir beschränken uns auf die folgenden !), bei denen die Tatsachen 
der allgemeinen Theorie genügend deutlich hervortreten. Die Folgen reeller Zahlen 


= (nn...) Y-lMmıNa---) 
- bilden einen linearen (nicht metrischen) Raum, wobei die Gleichheit x = y durch £&, = n,, 
& = ng... und die linearen Verknüpfungen durch 


= (Ey. ty leit Nm t Na.) 
erklärt sind. Die Punkte & = (0,...,0,1.,0,...), die eine einzige Eins (an x-ter Stelle) 
und sonst lauter Nullen haben, heißen Einheitspunkte. Ist p eine beliebige Zahl > 1, 
so bilden die x, für die Z|&,|? konvergiert, mit der Betragsdefinition 


1 
12] = (2 18,1”)? 
einen linearen metrischen Raum H?’, gemäß der Minkowskischeu Ungleichung 
z+y|ls|x| + |y|; 4? ist der (reelle) Hilbertsche Raum. In 4°? bilden die Einheits- 
punkte eine Grundmenge, und es ist 
= 268. 
Ferner bilden die beschränkten Folgen mit der Betragsdefinition 


Ix| = sup |£,| 
einen linearen metrischen Raum 7”, der nicht separabel ist (die Punkte mit 2, =-+1 
haben paarweise Entfernungen = 2 und bilden eine Menge von der Mächtigkeit des 
Kontinuums) und also keine abzählbare Grundmenge besitzt. Dagegen bilden die Null- 
folgen (£,—0) mit derselben Betragsdefinition einen Teilraum von H ” _ in dem die e, 
wieder eine Grundmenge mit «= 2£&,e, darstellen. 


82. 


E,(= E) und E, seien zwei lineare metrische Räume, beide nicht bloß aus einem 

Nullpunkt bestehend. Durch 
y=Sst, 
wo s ein Funktionszeichen ?) ist, werde jedem Punkt xeE, eindeutig ein Punkt yeE, 
als Bild zugeordnet, so daß 
sE,=L, SE, 

das Bild des ganzen Raumes E, ist; dies heiße eine Abbildung von E, auf L, oder von 
E, in E, (letzteres also eine Abkürzung der Redeweise: Abbildung von E, auf einen 
Teil von E,). Die Abbildung heißt linear, wenn 


s(x2) =%&:5%, S(% + X) = St + SXe, 
wobei natürlich die linearen Operationen links in E,, rechts in Z, gemeint sind. Z, ist dann 
ein linearer Teilraum von E,. Das Bild von x = 0 (und vielleicht auch noch von anderen 
Punkten x) ist der Punkt y = (0. Die Abbildung heißt stetig, wenn für »—>x (d.h. 
|&a —xz|>0 in der Metrik von E,) auch s„—sx oder „»—>% (d.h. |» —y|>0 in 
der Metrik von E,). 





1) F, Riesz 9. 
?) Wir schreiben absichtlich keine Klammern. In gewissen Fällen läßt sich sx als Matrizenprodukt auffassen. 
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I. Die lineare Abbildung y = sx ist dann und nur dann stetig, wenn sie (nach oben) 
beschränkt ist, d. h. mit einer von x unabhängigen Konstanten M die Ungleichung 

(1) |sıısM|e| 
für alle x besteht. 

Denn aus (1) folgt |s« — sz| s M |x’ — x| und damit die (gleichmäßige) Stetig- 
keit von se. Wenn andererseits (1) nicht gilt, so existiert eine Punktfolge x„ mit 


Ism|> n|&n|, wobei 1 #0 und, wegen der Homogeneität der Beträge, z„ durch 


&nXn mit beliebigem an + 0 ersetzt werden kann; nimmt man demgemäß |x,| = - 


so ist m —>0, aber |sz„|> 1, die Abbildung an der Stelle x = 0 unstetig. 

Es ist evident, daß eine lineare Funktion sx, wenn auch nur in einem einzigen 
Punkte, überall stetig ist. 

Ist die lineare Funktion sz von der ersten Baireschen Klasse, d.h. Limes einer 
konvergenten Folge stetiger (nicht notwendig linearer) Funktionen, und der Raum E, 
in sich von zweiter Kategorie !), so ist sr stetig. Denn die Menge der Unstetigkeits- 
punkte von sx ist von erster Kategorie ?) in E,, in diesem Falle also echte Teilmenge 
von E,, d.h. sx hat Stetigkeitspunkte und ist überall stetig. 

Eine stetige lineare Funktion sx ist durch die Bilder sa der Punkte a einer Grund- 


menge A von E, völlig bestimmt. 

Wenn in einer (nicht notwendig linearen) Menge A < E eine Funktion sa (wobei 
stets sa ein Punkt von E, ist) definiert ist, so wollen wir diese Funktion linear nennen, 
wenn sie sich zu einer in L = A; linearen Funktion sx erweitern läßt. Dazu ist not- 
wendig und hinreichend, daß jede lineare Relation 


Ema=0  (MeA) 
zwischen Punkten von A auch für die Bilder gelte: 
& Su =0. 
Die Notwendigkeit ist evident, aber auch die Hinlänglichkeit, da dann für x -2 Eu A 


n 
se = 25 Sn 
eine eindeutige, offenbar lineare Funktion von xzeL wird. Wir nennen die ursprüng- 
liche Funktion sa stetig linear, wenn sie sich zu einer in Z stetigen linearen Funktion 


erweitern läßt, also 

se|sM|e| (xeL) 
ist (es genügt nicht, dies nur für zeA zu fordern). Beide Bedingungen lassen sich dahin 
zusammenfassen: es muß für jede endliche Kombination von Punkten aus A 


En sa SM Era, 











sein. 
Wenn der Raum EZ, vollständig?) ist, läßt sich se noch von ZL auf L erweitern. 


Denn ist m — x (zneL), so bilden wegen |sın — sım| SM |zu — ım| die Punkte 5x, 





1) Die Menge E< A heißt in E nirgends dicht, wenn ihre abgeschlossene Hülle A keinen inneren Punkt 
hat. Die Menge A< E heißt von erster Kategorie in E, wenn sie Summe abzählbar vieler, in E nirgends dichter 
Mengen ist, andernfalls von zweiter Kategorie in E. 

2) C. Kuratowski, 8, S. 80. 

®) Die Punkte z, bilden eine Fundamentalfolge, wenn der Durchmesser der von den Punkten x,,2,, 1 2442 
gebildeten Menge mit n— oo nach 0 konvergiert. Ein Raum, in dem jede Fundamentalfolge konvergent ist (2, — X), 


heißt vollständig. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 38 
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eine Fundamentalfolge; definiert man dann sx = lim sx„, so erkennt man leicht, daß 
dies eindeutig von x abhängt und eine in Z lineare Funktion mit |se| s M | x| ergibt. 
Diese Erweiterungen von A auf L und Z sind nur auf eine Weise möglich. 
Wenn die lineare (nicht notwendig stetige) Abbildung y=sxr von E, auf L, 
schlicht, d. h. eindeutig umkehrbar ist, so ist die inverse Abbildung 
z=sy 
von L, auf FE, wieder linear. Zur Stetigkeit dieser Abbildung ist notwendig und hin- 


reichend, daß eine positive Zahl m mit |sy| s- |y| oder also mit 


(2) ısıl2m|a] (m > 0) 
existiere: wir nennen die Abbildung y = sx dann nach unten beschränkt. Umgekehrt \ 
folgt aus (2), daß y = sx schlicht (weil sc = 0 nur für x = 0 gilt) und die inverse Ab- 
bildung stetig ist. 

Wenn die Abbildung y = sx stetig, schlicht und stetig umkehrbar ist, nennen wir 
E, und ZL, linear homöomorph. 

Jeder mit einem vollständigen Raum linear homöomorphe Raum ist wieder voll- 
ständig !). Denn einer Fundamentalfolge y, in Z, entspricht wegen (2) eine Fundamental- 
folge &„ in E,; ist E, vollständig, so konvergiert &%,— x und wegen (1) y,—>Y. 

Jeder n-dimensionale Raum ist mit dem n-dimensionalen euklidischen Raum linear 
homöomorph. Denn hat E, die Basis {e,,..., en} und ordnen wir seinen Punkten 

y=Set'''+&nen 
die Punkte 
z = (f,-.:46) 


des euklidischen Raumes mit £&, ...,&, als rechtwinkligen Koordinaten, also dem 
1 


Betrag |2|= (3 +: + &2)? zu, so ist dies eine schlichte lineare Abbildung, bei der 


zunächst 
1 


1 
yI=s2]l&|leIs (25) (|)? = Mel, 

also y stetige Funktion von x ist. Andererseits ist die Kugelfläche |x]| = 1 kompakt, 
ihr Bild X ebenfalls, und die Entfernungen des Punktes y = 0 von den Punkten von 
K haben ein positives Minimum, d.h. es ist |y| 2 m> 0 für |xz| =1 oder allgemein 
y|zm|x|, x stetige Funktion von y. 

Sei y = sx wieder eine stetige lineare Abbildung von E, in E,. Jede Zahl M, mit 
der (1) richtig ist, heiße eine Schranke dieser Abbildung s; die kleinste Schranke 


|s| = sup and oder |s| = sup |sz| 
+0 || j2]=1 
heiße der Betrag |s| der Abbildung. Die sämtlichen stetigen linearen Abbildungen s des 
festen Raumes E, in den festen Raum E, bilden, mit dem Betrag |s| metrisiert, wieder 
einen linearen metrischen Raum E,. Hierbei ist, wie sich von selbst versteht, die Gleich- 
heit s=s, durch sx = s,x für jedes zeE, und die linearen Verknüpfungen as, s; + Sa 
durch 
(as)? =a.5%, (sh + S2)% = SıT + ST 
erklärt. Daß |s| die Betragseigenschaften hat, ist leicht einzusehen, z. B. 


(sı ts] Ss |Isır]) + sr] Ss (|sıl + Isel) |®|, 





t) Übrigens ist schon jeder mit einem vollständigen (nicht notwendig linearen) Raum homöomorphe (nicht 
notwendig linear homöomorphe) lineare Raum vollständig. 
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also |sı + sg] S |sı| + |s2|- Der Nullpunkt s = 0 des Raumes E, ist die Abbildung 
0 = sr des ganzen Raumes E, auf den Nullpunkt y = 0 von E,. 


II. Der Raum E, ist vollständig, falls E, vollständig ist (auf E, kommt es nicht an). 
Denn bildet s„ eine Fundamentalfolge, also für m <n 
|$n — Sm | s Enz; 
wo &9%—>0 mit m ©, so ist für jedes x 
mx — mx! Ss u|r|, 
die Punkte s„x bilden eine Fundamentalfolge, und wir definieren se = lim „x; dies ist 
jedenfalls eine lineare Abbildung von E, in E,. Aus der letzten Ungleichung folgt fürn > » 
Ist — maz| S &u|x|, 
s— Sm und s sind also stetig; endlich ist |s — su| S m, also su — Ss. 

In dem besonderen Falle, daß E, der Raum der reellen Zahlen ist, haben wir die 
reellen linearen stetigen Funktionen von xeE, vor uns, die man auch lineare Funktionale 
oder Linearformen nennt; wir werden sie in der Regel mit ux bezeichnen. Sie bilden 
mit dem Betrage 

Iux| Ä 
|u| = sup — = sup |ux]| 
+0 1x] z|=1 
einen (wegen der Vollständigkeit des reellen Zahlenraumes) vollständigen linearen me- 
trischen Raum E,, den zu E, konjugierten Raum. 
Ist 
y=sx eine stetige lineare Abbildung von E, in E,, 
z=ty eine stetige lineare Abbildung von E, in E,, 
so ergibt sich durch Zusammensetzung eine stetige lineare Abbildung von E, in E,, 
nämlich z = t(sx), wofür wir auch 
z=(is)e =rı 
oder kurz r = ts schreiben (in dieser Reihenfolge; st hat im allgemeinen keinen Sinn). 
Hierbei ist 
ts|s|tllsl. 
In derselben Weise lassen sich auch mehr als zwei Abbildungen zusammensetzen, wo- 
bei das assoziative Gesetz s,(s,5,) = (835,)5ı gilt. 

Ist z.B. E, der Raum der reellen Zahlen, so erhalten wir vermöge der stetigen 
linearen Abbildung y = sx von E, in E, aus jeder in Z, definierten Linearform vy eine 
in E, definierte Linearform 

vy = v(sX) = (vs) = ur, 
oder es gibt 
u= vs 
eine wegen |u| < |v||s| stetige lineare Abbildung des zu E, konjugierten Raumes E, 
auf einen linearen Teilraum L,=E,s des zu E, konjugierten Raumes E,. Diese 
Abbildung u = vs heißt die zu y = sx konjugierte Abbildung. Ihr Betrag 
[vs| 


s|| = sup ——- = sup |VS 
Is1! = sup, = sup los] 


ist jedenfalls < |s|, wird sich aber = |s| ergeben. 
Ist bei der obigen Zusammensetzung der dritte Raum Z, mit dem ersten E, iden- 
tisch, also 


38* 
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y = sx stetige lineare Abbildung von E, in E,, 
x =ty stetige lineare Abbildung von E, in E,, 


so stellt is eine stetige lineare Abbildung 
x =ty=t(se) = (ts) 
von E, in sich und st eine stetige lineare Abbildung 


y=sc =s(iy) = (st)y 

von E, in sich dar. Wenn die erste Abbildung x’ = x ergibt, d.h. ts = 1, die identische 
Abbildung von E, auf sich ist, wird t eine linke Reziproke von s, s eine rechte Reziproke 
von it genannt; ebenso im Falle st = 1, t eine rechte Reziproke von s, s eine linke Re- 
ziproke von t. Die Existenz einer linken Reziproken t zu s ist damit gleichbedeutend, 
daß die Abbildung y = sx eine eindeutige stetige Umkehrung x = sy, Abbildung von 
L, auf E,, besitzt, die sich zu einer stetigen linearen Abbildung x = ty des ganzen Raumes 
E, auf E, erweitern läßt!). Die Existenz einer rechten Reziproken t zu s ist damit gleich- 
bedeutend, daß die Abbildung y = sx, auf eine geeignete lineare Teilmenge L, von Z, 
eingeschränkt, diese schlicht und beiderseits stetig auf den ganzen Raum E, abbildet. 
s kann eine linke Reziproke haben, ohne eine rechte zu besitzen, z. B. wenn y = sx eine 
lineare Homöomorphie zwischen dem Hilbertschen Raum und einer echten Teilmenge 
des Hilbertschen Raumes ist (E,=E,=H?,L, <E,). Wenn s sowohl eine linke 
Reziproke t (ts = 1,) als eine rechte ?’(st! = 1,) hat, so stimmen sie überein, da nach 
dem assoziativen Gesetz 

erhal ld et 
ist; man spricht in diesem Fall von einer Reziproken schlechthin, und hierfür ist not- 
wendig und hinreichend, daß die Abbildung y = sz (mit der Umkehrung x = ty) eine 
lineare Homöomorphie zwischen EZ, und E, darstelle. 

Sind noch die Räume Z, = E,=E identisch, so sind alle Abbildungen s,t,... 
von Ein sich zusammensetzbar, und man kann auch Potenzen ss = s? usw. bilden. Wenn 
beide Gleichungen st =ts =1 (1 die identische Abbildung von E auf sich) bestehen, 
sind s, £ Reziproke voneinander, und man hat eine lineare Homöomorphie von E mit sich 
selbst. Wenn E und daher nach II der Raum EZ, vollständig ist und |s | <1, so hat 
die Abbildung 1 —s (d.h. y=x—sx) die Reziproke t=1-+s-+s?-+ :- -, welche 
Reihe auf Grund von |s”| s |s|* konvergiert. 


S3. 

Im linearen Raum E sei F eine lineare Teilmenge, die weder mit E noch mit dem 
Nullpunkt zusammenfällt. Wir schreiben x’ = x (mod F), wenn x’ — xeF, und verteilen 
vermöge dieser reflexiven, symmetrischen, transitiven Relation die Punkte von E auf 
Restklassen mod F. Die Restklasse 

E=ka, 
der der Punkt x angehört, besteht aus den Punkten 2 +2, (x fest, x, durch- 
läuft F) und kann in verständlicher Redeweise als der durch x gehende Parallelraum 
zu F bezeichnet werden. Da die Kongruenzen mod F addiert und mit reellen Zahlen 
multipliziert werden dürfen, so bilden die Restklassen mit den Festsetzungen 


') Diese Erweiterungsfähigkeit besteht sicher, wenn EZ, der Hilbertsche Raum und Z,, in ihm abgeschlossen 
ist; denn dann gibt es (E. Schmidt 13) eine lineare stetige Abbildung (orthogonale Projektion) y, = py von E, auf 
L,, die jeden Punkt von Z,, in sich überführt, und die Abbildung x = 5 y, wird vermöge x = 5py von L, auf E, er- 
weitert. Hieraus folgen die Reziprokensätze von O. Toeplitz 15, 
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a ke =klax), kc+ky=klz +y) 
einen linearen Raum E; = E/F, den Quotientenraum !) von E nach F. Der „Nullpunkt“ 
dieses Raumes, die Klasse £ = 0, ist der Teilraum F selbst. 
Ist E metrisch und F abgeschlossen, so läßt sich der Quotientenraum durch 


E|=|kr| =inf|x — | = inf |x| 
z,eF ze£ 


metrisieren, wobei |#| =(0 wegen der Abgeschlossenheit von F nur für & = 0 gilt und 
die Gültigkeit der übrigen Betragsaxiome leicht ersichtlich ist. |£ — n| ist die untere 
Entfernung eines (beliebigen) Punktes ze vom Raum n (oder umgekehrt, oder auch die 
untere Entfernung der beiden Räume £, n). Die Beziehung & = k«x ist eine stetige lineare 
Abbildung von E,=E auf E: mit dem Betrage |k| = 1, da einerseits |&E| < |x| und 
andererseits, bei Wahl eines geeigneten xe£, |x| beliebig nahe an |£| liegt. 

In den trivialen Fällen F={0},F=E fällt E/F mit E resp. dem Nullpunkt 
zusammen. 

III. Bei der Abbildung £ = kx hat jede in E, offene Menge G, ein in E; offenes Bild G:. 

Denn ist x,€G, und gehören alle Punkte x mit |x — x,| <o zu G,, ist ferner 
& =kn, und |E—&,|<o, so kann man xe£ so wählen, daß |x — x,| <o, also 
kı = EeG;. 

IV. Mit E ıst auch jeder Quotientenraum E/F vollständig. 

Denn wenn £, n und xe£ gegeben sind, kann man yen so wählen, daß | x — y|s2lE—n|. 
Ist & eine Fundamentalfolge in E; und zunächst Z|&, — &nıı| konvergent, so 
wähle man, mit beliebigem x, e&, beginnend, die Punkte x, &&,, 238 &,, ... der Reihe nach 
so, daß |m — mıı| S2 | — &4ıl. Dann bilden die x„ eine Fundamentalfolge, also 
> x, folglich km — kx, &—>£. Im allgemeinen Falle wähle man von den &, eine Teil- 
folge &, mit der obigen Konvergenzeigenschaft und erhält &, — £, also auch ,—£. Hierzu 
sei bemerkt: Nach einem Satze, den Herr Sierpinski (14) für Teilmengen des euklidischen 
Raumes bewiesen hat, der aber in viel weiterem Umfange gilt, verwandelt eine stetige 
Abbildung des metrischen Raumes E auf den metrischen Raum E’, bei der offene Mengen 
in E als Bilder offene Mengen in E’ haben, einen topologisch vollständigen Raum E 
(d.h. der mit einem vollständigen homöomorph ist) wieder in einen topologisch voll- 
ständigen EZ’. Diesem natürlich viel tiefer liegenden Satze entsprechend ist IV eine Folge 
von III, da gemäß Anm. 5.298 ein linearer, topologisch vollständiger Raum vollständig ist. 

Ist y = sx wieder eine stetige lineare Abbildung von E, auf L, und F, die lineare 
abgeschlossene Menge der Punkte x,, die auf den Nullpunkt y = 0 abgebildet werden 
(st = 0), so entspricht jedem yeL, als Urbildmenge eine Restklasse mod F,, denn 
y=sı=s« gibt s(« —x) =0, x — xeF,, x =xmod F,, und vice versa. Demnach 
haben wir eine schlichte lineare Abbildung 


y=os 
des Quotientenraumes E,= E,/F, auf den Raum Z,, die stetig ist mit dem Betrage 
|o| =|s|; denn einerseits gilt, für jeden Punkt xe£, |y| = |sx| S se], also |y| Ss 
Is| -inf|x| =|s| |&| und |o| <|s|, andererseits ist |y| s |o||&] zJe| |?| und |s| s |e|. 


Die zu jener schlichten Abbildung inverse Abbildung & =öy von L, auf E; kann stetig 
oder unstetig sein, und der Kürze halber wollen wir im ersten Fall die Abbildung 
y = sx selbst stetig umkehrbar nennen, was also keine eindeutige Umkehrbarkeit dieser 
Abbildung in sich schließen soll. Zur stetigen Umkehrbarkeit von y = sx ist not- 





1) Da der Raum E als additive Abelsche Gruppe geschrieben wird, läge die Bezeichnung als Differenz E — F 
näher, die aber mit der mengentheoretischen kollidiert. 
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wendig und hinreichend die Existenz einer Konstanten N derart, daß jedes yeL, mindestens 
ein Urbld x< (y=sx) mi |x| sN |y| hat. Denn aus der Stetigkeit von £ = oy folgt 
|&|s|s||y| und, wenn man ze£ mit |x| s2]|£]| wählt, |x| s2]|o||y|, und aus 
der Existenz jenes N folgt |&E| s N |y|. Ferner gilt: 


V. Die stetige lineare Abbildung y = sı von E, auf L, ist dann und nur dann stetig 
umkehrbar, wenn jede in E, offene Menge ein in L, offenes Bild hat. 
Denn G, S E, wird durch E=kx auf G;, dieses durch 4 = 0£ schlicht auf G,, 
G, also durch die zusammengesetzte Abbildung y = okx = sr auf G, abgebildet. Ist G, 
in E,, so ist G: in E; offen, und jedes offene G; hat auch bei der stetigen Abbildung 
& = kx ein offenes Urbild G,, ist also Bild eines offenen G,. Zur linearen Homöomorphie 
von E: mit L, ist notwendig und hinreichend, daß die offenen G; und die offenen G, 
einander entsprechen. 


VI. (Erster Hauptsatz)!). Es sei y=sx eine stetige lineare Abbildung des voll- 
ständıgen Raumes E, auf L,. Je nachdem diese Abbildung stetig umkehrbar ist oder nicht, 
ist der Raum L, vollständig oder in sich von erster Kategorie. 

Wir beweisen zunächst den Hilfsatz: 

Ist y=sx eine stetige lineare Abbildung des vollständigen Raumes E, auf L, und 
enthält das Bild sU der Kugel U(|xz| <1) eine in der Kugel V(|y| <1) dichte Menge B, 
so enthält es die ganze Kugel V, und die Abbildung ist stetig umkehrbar. 

Sei yeL, ein beliebiger Punkt mit |y| < 1; wir wählen die positiven Zahlen 4, so, daß 


|y| <A, <i1 und £ An = A <A. Dann lassen sich die Punkte &„eB so wählen, daß 


<1 gibt es ein 





für Yn = Adi + + Andu immer |y — Yn| < An+ı. Denn wegen 4 


b, mit = _ b a also |y — A,5,| <A,. Wenn wir bereits für «ein n22 
1 1 
y —y,_| <A, erreicht haben, so gibt es wegen y 9-1) <1 ein b„ mit 











PrEBR 
| - m 4, < zu ‚also |y —y,|<A,,,. — Nun sind die b, = sa, Bilder von Punkten 


a„ mit |a„| <A; die Reihe 





L =2 An An 
ist im vollständigen Raum EZ, konvergent und gibt einen Punkt mit |x| s A < 1, also ist 
SsX -2 /„b, = lim y, = y 


das Bild eines Punktes zeU. Das ist die erste Behauptung des Hilfsatzes; man kann sie 
so aussprechen, daß jedes y(eZ,) mit |y| <1 ein Urbild z(se =y) mit |x| <1 hat. 


Dann hat jedes y=+0 ein Urbild x mit |x | <2|y| (denn y’ 7 vom Betrage 


|y’| =,, hat ein Urbild x’ = 37] 


umkehrbar. 
Ist nun y = sx stetige lineare Abbildung des vollständigen Raumes Z, auf den 
Raum Z,, der in sich von zweiter Kategorie ist, so können die Bilder der Kugeln | x | <n 


vom Betrage | x’ | < 1), die Abbildung ist stetig 





1) Satz und Beweis stammen im wesentlichen von J. Schauder 11. 
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(n=1,2,...) nicht alle in Z, nirgendsdicht sein; es gibt eine Kugel U,(|x | < o,), 
deren Bild B, nicht nirgendsdicht ist, so daß B, einen inneren Punkt b oder eine Kugel 
v(iy —b| <o)enthält; sU, enthält eine in V dichte Menge B = B,V. Ist a ein Urbild 
von b = sa, so enthält das Bild der U, umfassenden Kugel U(|x —a|<|jJa|l+o,= o) 
die in V dichte Teilmenge B. Setzen wir 





so enthält das Bild der Kugel |x’| < 1 bei der Abbildung y’ = - sx’ eine in der Kugel 


Iy’| <1 dichte Menge, also diese Kugel selbst; die letztgenannte Abbildung und die 
ursprüngliche y = sx ist stetig umkehrbar. 

Wenn also E, vollständig ist, so hat die Annahme, daß Z, in sich von zweiter 
Kategorie ist, die stetige Umkehrbarkeit von y = sx zur Folge, und aus der stetigen Um- 
kehrbarkeit folgt, daß Z, mit dem nach IV vollständigen Raum Z,/ F, linear homöomorph, 
also selbst vollständig ist. Damit ist VI bewiesen !). 

Beispiel. Ist 1Sp <g, so konvergiert mit 2|£&,|? auch 2Z]|£&,|?, und es ist 

1 1 
(2151)? (2 |&|P)P. 

Ist (in der Bezeichnung von $ 1, S.296) EZ, = H’, E, = H’, so vermittelt die 
Identität „, = £&,(k =1,2,...) eine schlichte lineare Abbildung y = sx von E, auf den 
Teilraum Z, < E, derjenigen Punkte von E,, für die bereits £ | n, |? konvergiert. Diese 
Abbildung ist wegen |y| Ss || stetig, übrigens vom Betrage 1. Die inverse Abbildung 

= 1 1 we 
ist unstetig, denn für x =26 ist |@| = n?, |y| = nt", so daß rn — n? 4 beliebig 


groß werden kann. Da E, vollständig ist, ist Z, in sich von erster Kategorie, wie man 
hier leicht bestätigen kann, da Z, die Summe abgeschlossener nirgendsdichter Mengen 
F„ (der Bilder der Kugeln |z| sn fürn =1,2,...) ist. 

Nach VI ist das stetige lineare Bild eines vollständigen Raumes entweder voll- 
ständig oder in sich von erster Kategorie. Wir schließen daran noch einige Bemerkungen 
über die Kategorie linearer Räume. 

Ein echter linearer Teilraum L < E des linearen Raumes E hat ein in E dichtes 
Komplement. Denn ist zeL, beE — L, so konvergieren die zu E — L gehörigen Punkte 


2 +2 bmit n>oo nach x, ao E-L>2L,E-L=E. 


Ein linearer Raum mit endlicher Basis ist vollständig (mit einem euklidischen 
linear homöomorph). 

Ein linearer Raum E mit abzählbarer Basis {a,, a,...} ist in sich von erster 
Kategorie; denn ist Z„ die lineare Hülle von {a,, ..., a}, soist EL <E,<:",E = GE, En 
vollständig, also in E abgeschlossen, und nirgendsdicht, da E — E„ in E dicht ist. 

Es gibt lineare Räume, die unvollständig und in sich von zweiter Kategorie sind. 


Denn sei E ein Raum von unendlicher Dimension und von zweiter Kategorie in sich, 
etwa ein vollständiger (z. B. einer unserer Räume H?). Er hat eine unabzählbare Basis, 
die man unter Abtrennung einer abzählbaren Teilmenge in der Gestalt A= 4A, + 
{a}, a,,....} schreibe. E, sei fürn =1,2,... die lineare Hülle von A„ = Ay + {Qy . . », An}. 
Es ist E, < E,<:::-,E=6&E,„. Mindestens ein E„ (und mit ihm alle folgenden) ist 





1) Jeder vollständige Raum ist in sich von zweiter Kategorie. 











304 Hausdorff, Zur Theorie der linearen meirischen Räume. 


von zweiter Kategorie in E, also erst recht in sich, und ist folglich auch unvollständig, 
da es sonst in E abgeschlossen und Z — E„in E dicht, also Z„in EZ nirgendsdicht wäre. 

Jeder lineare Raum von unendlicher Dimension ist als schlichtes stetiges lineares Bild 
eines Raumes von erster Kategorie darstellbar. 

Der gegebene Raum E, habe eine Basis von Punkten b, (wo der Index t eine un- 
endliche Menge 7 durchläuft), die wir mit |b,| =1 annehmen dürfen; jeder Punkt y 
ist eindeutig in der Gestalt 

y= 2&b, 
darstellbar mit nur endlich vielen & +0, wobei die £&, lineare (im allgemeinen nicht 
stetige) Funktionen von y sind; es ist |y| Ss 2|&5| = Z]|&|. Wir betrachten nun 
Z|&,| als eine zweite Betragsdefinition oder wir ordnen dem Punkt y den Punkt 
| = zia 
eines Raumes Z, mit dem Betrag |x| = 2 |£,| zu (insbesondere dem Punkt b, den Punkt a;; 
die a, bilden eine Basis in Z,). Wegen |y| s |x| ist y stetiges lineares schlichtes Bild 
von x. Der Raum Z, ist in sich von erster Kategorie. Sei nämlich F, der (nicht lineare) 
Teilraum der x mit höchstens k nichtverschwindenden Koordinaten £, also A, <F,<--- 
und E, = 6F,. Dann ist E, — F,in E, dicht; denn ist x ein beliebiger Punkt von E, 
und x’ einer mit 2% + 1 nichtverschwindenden Koordinaten, so gehören die nach x 


konvergierenden Punkte x + rn x’ (n=1,2,...) mit höchstens einer Ausnahme nicht 


zu F, (sonst würde die Differenz zweier, also x’, zu F,, gehören). Andererseits ist F, 
vollständig (also in E, abgeschlossen und nirgendsdicht, womit die Behauptung bewiesen 
ist). Sei z„ eine F undamentalfolge in F. Wegen |&| s|xz| bilden für jedes £ die 
Koordinaten &„. von x, eine Fundamentalfolge; es ist also lim En = &, und von diesen 


&: können höchstens k ungleich Null sein, da es sonst für gniigee großes n auch mehr 
als k nichtverschwindende £&,. gäbe; der Punkt x = 2 &,a, gehört zu F.. Wenn wir die 
höchstens abzählbar vielen t£, für die ein &„ oder & #0 ist, mit den natürlichen Zahlen 
numerieren, so ist (mit scheinbar unendlichen, in Wahrheit nur endlichen Summen) für 


1 
m<n | —im| = 2 En — Em| S em (m >0 mit m>o), also & [Eur — El S on; 


i @ 
daraus für n— © 2 |& — Em| S m, fürl>-o | — au| = 5 |& — Em| S em, d.h. 


Zm > x.— Ein anderer Beweis, daß E, von erster Kategorie ist, verläuft so: Man schreibe 
die Basis von E, wieder in der Form A, + {a,, a, ... }, und E,„ sei die lineare Hülle von 
Ao + {a1 - - -, Qu}; En ist durch das Verschwinden der stetigen Funktionen &,+1, &n+2, - - - 
von x definiert, also in E, abgeschlossen und nirgends dicht. 

VII. (Beschränktheitssatz). Es sei y, = s.x (wo der Index i eine beliebige Menge 7 
durchläuft) eine Menge von stetigen linearen Abbildungen des vollständigen Raumes E, in 
den Raum E,. Wenn für jedes x die Bildpunkte s,x eine beschränkte Menge bilden, 
|s2]| S (x), so bilden die Beträge |s.| eine beschränkte Menge‘). 

Da |s| = sup |s.x| für |x| = 1, so können wir für jedes t einen Punkt x, mit 


|=41, |] 2 — - 5 Is bestimmen. Sollte nun |s,| nicht beschränkt sein, so kann 


man der Reihe Br eine Folge von Indizes t, die wir einfach mit den natürlichen Zahlen n 
bezeichnen wollen, so bestimmen, daß 





1) Dieser Satz ist, teilweise unter spezielleren Voraussetzungen, wiederholt bewiesen worden, z. B. Toeplitz 16, 
Helly 6 (8.268), Banach 1 (8. 161), Hahn 4 (8.6). | 
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1 1 1 
|| > % Y(z,) + ze ra) + Ei: + n—1 ln -ı) -+ Rn == D, + n. 
Nun stellt die konvergente Reihe x = 2 x, einen Punkt von E, dar. Setzen wir 


1 
= U, — In n 9 
Un tm +v 

















u, = 7% pr: Haaanı, On = nn 7, 
so ist 
|Seun | SH) + + Ha) =®,, 
ulSzatzat 3 lanlsulel, 
a2] 2 sm -9- al, 
insbesondere 
2-2 lml>n, 


im Widerspruch zu |s,2| S (x). 
$s 4. 


Die Linearformen ux in E, und den von ihnen gebildeten, zu E, konjugierten 
Raum E,„ haben wir S. 299 erklärt. 

Beispiele. In den Räumen 4’(p >21) und im Teilraum der Nullfolgen aus 4” 
bilden die Einheitspunkte e, eine Grundmenge mit x = 2£,e,, und jede Linearform ax 
ist durch die Werte ae, = a, bestimmt, nämlich 

ar = Zoyubn: 
Zur Konvergenz dieser Reihe für jeden Punkt x des betreffenden Raumes ist notwendig 
und hinreichend: 

(&) für EZ, = H’(p> 1) die Konvergenz von 2|a,|’, wo q durch +7 == 1 


1 
erklärt ist. Der Betrag der Linearform ist |a| = (2 |a,|’)’, denn einerseits (Hölder- 


q 
sche Ungleichung) ist |ax| < !a||x] und andererseits gilt hierin für &, = |a,|?sga, 
das Gleichheitszeichen. Der zu 4? konjugierte Raum ist also 4°, der zu H? konjugierte 
wieder 4°; der Hilbertsche Raum A? ist zu sich selbst konjugiert. 

(ß) für E,= H! die Beschränktheit von a,; der Betrag von a ergibt sich 
a| = sup |a,|; der zu H! konjugierte Raum ist H®. 

(y) für den Raum E, der Nullfolgen aus H” die Konvergenz von |a| = 2 |a,|; 
der konjugierte Raum ist H!. 

Im Raum E, = H® bilden die e, keine Grundmenge und die a, = ae, (die übrigens 
wie soeben eine konvergente Reihe 2'|a,| ergeben müssen) reichen zur Bestimmung der 
Linearform ar nicht aus. Es gibt z. B. nach dem sogleich folgenden Erweiterungssatz 
eine Linearform ax, die sich für die konvergenten Folgen x(&,— £) auf ax = £ reduziert 


und also gewiß nicht von der Form 2,8, ist. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. u. 
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VIII. (Erweiterungssatz) !). Eine in der linearen Menge L < E, definierte Linear- 
form ux mit der Schranke M(|ux| s M|x| für zeL) läßt sich auf den ganzen Raum E, 
mit derselben Schranke erweitern ?). 
Wir erweitern sie zunächst auf die lineare Hülle Z, von Z + x,, wo x, ein beliebiger 
Punkt von E, —L ist. Für x, z’eL ist 
aux -ue <Mle-e|<Mx-n|+Ml|e -a|, 
| uxc -— M|x —- | sur +Mle — |, 
o = sup (ur -— M|x — |) = inf (ur +M|zı — |) =e. 


zeLl 
Wir wählen die reelle Zahl ux, im Intervall o Ss ux, S o; dann ist für zel 


ur -uuIsM|lı -al- 
Die Punkte von ZL, sind eindeutig in der Gestalt y = x + &x, (zeL, & reell) darstellbar, 
und wir definieren für sie 
uy=uxr +£&:-urg: 
Dann erhalten wir eine für yeZL, lineare Funktion uy mit |uy| s M|y|, denn für& #0 


(sonst trivial) ist wegen ER 


& 
X ww 
ıuy\ =löllug tum! 2161 MI ra = Miy\. 


Die Linearform läßt sich also ohne Vergrößerung der Schranke von Z auf ZL,>_L er- 
weitern. Durch eine wohlgeordnete Folge solcher Erweiterungen wird sie schließlich 
auf den ganzen Raum ausgedehnt. 

Wir heben den Sonderfall hervor: 

VIII,. /st L< E,linear und in E, abgeschlossen, so gibt es eine in L verschwindende, 
aber ın einem vorgegebenen Punkte x&,e Ex, — L nicht verschwindende Linearform ux. Zu 
einem vorgegebenen Punkte x, # 0 gibt es eine in x, nicht verschwindende Linearform mu 


\ux,| = |u||®|. 
Denn wenn wir beim Beweise von VIII ux = 0 für zeL setzen und ein beliebiges 
M > 0 als Schranke vorschreiben, so wird oe = — Mö,o = Mö,woö =inf|r — ,|> 0 


xeLl 
die untere Entfernung des Punktes x, von L bedeutet. Wir können ur, gemäß |ux,| s Mö 


beliebig wählen, z.B. ux, = Mö. Für Z = {0} (Nullpunkt) wird daraus ux, = M x, 
und, wenn wir ux auf den ganzen Raum mit der Schranke M erweitern, M = |u|. 

Die Linearformen von u, die wir unter Nachsetzung des Funktionszeichens r mit 
ur bezeichnen, bilden den zu E,„ konjugierten Raum E,. Dieser Raum ist > E, in dem 
Sinne, daß er eine zu E, linear isometrische Teilmenge enthält, die man mit E, identi- 
fizieren kann. Bei festem x,eE, ist nämlich ux, eine Linearform von u und zwar vom 
Betrage |x,|, da einerseits |ux,| Ss |u||&,| ist und es nach VIII, ein u, mit |u,2,| = 
'u,||&, | gibt. Wenn wir diese Linearformen ux, mit den Punkten x, identifizieren, wird 
E,<S E,. Im allgemeinen gilt hier nicht das Gleichheitszeichen (schon weil jeder kon- 
jugierte Raum vollständig ist, was E, nicht zu sein braucht). Zum Raum der Nullfolgen 
aus H” ist H! der konjugierte Raum, zu diesem H*, zu diesem ein Raum > H!, 

Nun seien E,, E, lineare Räume und E,,E, die konjugierten, gebildet von den 
Linearformen ur, vy. Wir sahen (S. 299), daß eine stetige lineare Abbildung 


(1) y-s% 
von E, auf L,<S E, eine stetige lineare Abbildung 


!) H. Hahn 5 (S. 217), St. Banach 2 (S. 212). 
*) Im allgemeinen auf mehrerlei Weisen. 





| 





TNEREERE SIE RETT ARTS ERTORTE 


Ir- 
E, 


er 


0 


[Ze EEE = u 1 BEE > Ze en 








EEECHRTETE NP TER DS DR PERF EEE 


Hels:; RR: er r x R x ? ri x 
EEE ra ar 00 rer TE er Ah Bee 








Hausdorff, Zur Theorie der linearen metrischen Räume. 307 


(2) u = vs 
von E,auf L.S E,, die zu (1) konjugierte Abbildung, hervorruft, indem aus jeder Linear- 


form v vermöge 
vy = v(sz) = (vs)e = ur 


eine Linearform u hervorgeht. Der Betrag ||s|| der Abbildung (2) ist gleich dem Be- 


trage |s| der Abbildung (1). Denn einerseits ist |ux| = |vy| < |v||y| < |v||s||x|, 
also |u] Ss |v||s| und demnach ||s|| s |s|; andererseits gibt es zu jedem o <|s| 
ein z, mit |Yy| Z0o!x,| und zu 4, = sz, nach VIII, ein v mit |vy,! = |v|]y,|, so daß 


ux,| > |olo|zo|, |ul > |vle, ||s]| 20, d.h. ||s|| > |s} wird. 
Wir fragen nach der Auflösbarkeit von (1) bei gegebenem y nach x und von (2) 
bei gegebenem u nach v. 


IX. Zur Auflösbarkeit von y = sx nach x ist notwendig, daß für alle v, mit vs = 0 
auch vyy = 0 sei. Zur Auflösbarkeit von u = vs nach v ist notwendig, daß für alle x, mit 
sc, =0 auch un, = seı. 

Das folgt unmittelbar aus v,y = (vys)x und ux, = v(sz,). Es ist ferner klar, daß 
aus einer Lösung x von (1) alle Lösungen durch x + x,, aus einer Lösung v von (2) alle 
Lösungen durch v + v, erhalten werden. 


Wir nennen eine der Gleichungen (1), (2) normal auflösbar, wenn die betreffende 
notwendige Bedingung des Satzes IX auch hinreichend ist (wie im Fall endlichdimensio- 
naler Räume Z,, E,). Man beachte, daß die Forderung normaler Auflösbarkeit für beide 
Gleichungen nicht dasselbe bedeutet, sondern für die Gleichung (2) schärfer ist als für (1); 
denn wenn wir die Abbildung (2) als Ausgangspunkt nehmen und so behandeln wie (1), 
so müßten wir sie normal auflösbar nennen, wenn die notwendige Bedingung: für jedes 
x, mit st, = 0 ist ur, = 0 (wo y = sr die zu (2) konjugierte Abbildung des zu FE, kon- 
Jugierten Raumes E£, in den zu Z, konjugierten Raum EZ, ist) auch hinreicht; da diese 
notwendige Bedingung wegen E, > E, mehr verlangt als die von IX, so ist die Forde- 
rung ihrer Hinlänglichkeit schwächer als die oben formulierte. 


Führen wir folgende, zum Teil schon benutzte Mengen ein: 


L, = sE, das Bild von E, bei der Abbildung y = sx 
L. = E,s das Bild von E, bei der Abbildung u = vs 
F, = Menge der Punkte x, mit sı, = 0 

F, = Menge der Punkte », mit v,5 = 0 

F, = Menge der Punkte y mit v,y = O(für v,ef,) 
F,. = Menge der Punkte u mit ux, = Olfür z,eFz). 

Jede dieser Mengen ist lineare Teilmenge des Raumes E mit gleichem Index, und 
die mit F bezeichneten sind gleichzeitig abgeschlossen, denn wegen der Stetigkeit von 
st definiert se = 0 eine abgeschlossene Menge F,, ebenso definiert ux, = 0 für jedes 
einzelne x, eine abgeschlossene Menge in E, und für alle x, den Durchschnitt dieser 
Mengen. 

Der Satz IX besagt nun einfach, daß 

L, > F,, Lu Ss Fu 


und die Forderung normaler Auflösbarkeit verlangt, daß für y = sx in der ersten, für 
u = vs in der zweiten dieser Formeln das Gleichheitszeichen gelte. 

Andererseits gilt aber 

(3) L, = F, immer, 


(4) L, = F,, wenn der zu E,„ konjugierte Raum wieder E, ist. 
39* 
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Wegen ZL,<F, ist nur F,<L, oder E,—L,< E, —F, zu beweisen. Für 
y,eE, — L, kann man nach VIII, eine Linearform v,y bilden, die in Z, verschwindet, 
während v,% # 0. Dann ist also v,sx = 0 für jedes x, d.h. vgs = 0, und y, gehört nicht 
zu F,, YoeE, — F,. Entsprechend ist der Beweis von (4). Hieraus folgt: 


X. (Zweiter Hauptsatz).. Zur normalen Auflösbarkeit von y = sx ist notwendig 
und hinreichend, daß die Menge L,=sE, in E, abgeschlossen sei. Zur normalen Auf- 
lösbarkeit von u = vs ist notwendig und, falls der zu E„ konjugierte Raum wieder E, ist, 
auch hinreichend, daß die Menge L, = E,s in E„ abgeschlossen sei. 

Weiter aber gilt: 

XI. (Dritter Hauptsatz). Zur normalen Auflösbarkeit von u = vs ist die stetige 
Umckehrbarkeit von y =sx notwendig und hinreichend. 

Der Begriff der stetigen Umkehrbarkeit ist S. 301 erklärt worden. Wir beweisen 
XI zunächst in dem Sonderfall, daß die Abbildung y = sx schlicht ist, wobei F, = {0} 
sich auf den Nullpunkt reduziert, F, = E,„ also der ganze Raum E, wird und normale 
Auflösbarkeit von u = vs soviel wie Auflösbarkeit für jedes u(Z, = E„) bedeutet. Die 
Behauptung lautet, daß dazu die Stetigkeit der inversen Abbildung x = sy notwendig 
und hinreichend ist. 

Sei u = vs für jedes u auflösbar; wir haben ux = vy, wenn 2 =Sy und y=sx 
zusammengehörige Punkte sind. Insbesondere ist also, für |y| =1, |ux| s|v|; die 
Linearformen ux von u, mit den Beträgen |x|, bilden dann also für jedes u eine be- 
schränkte Menge, und nach VII (auf den vollständigen Raum E, statt des dortigen E, 
angewandt) bilden die |x| eine beschränkte Menge. D.h. für |y| =1 ist |z!sN 
oder allgemein |x| s X |y|, die Abbildung x = Sy ist stetig. 

Ist umgekehrt x = Sy stetig, so ist, bei beliebigem u, ux = usy eine stetige lineare 
Funktion von yeL,, die man gemäß VIII zu einer Linearform vy von yeE, erweitern 
kann und für die, bei beliebigem x, ux = vs, u = vs Ist; (2) ist für jedes u auflösbar. 

Um sodann XI allgemein zu beweisen, haben wir die Abbildung & = kx von E, 
auf den Quotientenraum E; = E,/F, und die dazu konjugierte Abbildung u = pk 
des zu E; konjugierten Raumes E, in E,„ zu betrachten. Das ist nun einfach eine lineare 
isometrische Abbildung von E, auf F,. Denn jede Linearform 9£ von £ liefert vermöge 
p&E = pkx = ux eine Linearform von x, die offenbar in mod F, kongruenten Punkten 
denselben Wert hat, insbesondere den Wert ux, = 0 für x,eF,, d.h. ueF,. Umgekehrt 
nimmt jede Linearform ueF‘, in kongruenten Punkten x denselben Wert an; es ist also 
ux = 9£ eine eindeutige lineare Funktion der Klasse & = kr, und zwar in & stetig mit 
dem Betrage |p| = |u|; denn man hat |9&]| s |u| |x|, also |p&| s |u| - inf || = |u | | E|, 
ıp| Ss ul, andererseits |ur| s |p| El s|pl el, Juls|p|. 

Nun sind die zu 


yo, fE=k, y=-cha=ı 
konjugierten Abbildungen 
go=vo, u=gpk, u=vok=vs, 


und wegen der bewiesenen Beziehung zwischen E, und F, ist u = vs für jedes ueF, 
auflösbar (normal auflösbar) genau dann, wenn 9 = vo für jedes peE, auflösbar, also 
nach dem bereits bewiesenen Spezialfall die schlichte Abbildung y = o& stetig um- 
kehrbar ist. Damit ist XI allgemein bewiesen. 

Weitere Verknüpfungen zwischen den Begriffen ‚stetig umkehrbar‘‘ und ‚normal 
auflösbar‘‘ werden durch den ersten Hauptsatz VI hergestellt. Ist E, vollständig und 
y = sx stetig umkehrbar, so ist nach VI Z, vollständig, also in Z, “(nämlich in jedem 
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L, enthaltenden Raum) abgeschlossen und nach X y = sx normal auflösbar. Ist mit 
E, auch E, vollständig, so decken sich für y = sx die Begriffe ‚stetig umkehrbar‘‘, ‚normal 
auflösbar“. Für u = vs folgt aus der normalen Auflösbarkeit nach X die Abgeschlossen- 
heit von ZL,, also wegen der Vollständigkeit von £, und £, nach VI die stetige Umkehrbar- 
keit. Sind E,, L, vollständig, so sind beide Abbildungen y = sx und u = vs normal auf- 
lösbar und stetig umkehrbar. 

Man kann auch noch die Schlichtheit der Abbildungen in Betracht ziehen. Zur 
Schlichtheit von y = sx ist notwendig und hinreichend, daß F, ={0} sich auf den 
Nullpunkt reduziere oder, was dasselbe ist, daß F, = E,„ der ganze Raum E, sei; ebenso 
zur Schlichtheit von u =vs, daß F,={0} oder F,=E,. Wegen (3), (4) gibt dies: 

XII. Zur Schlichtheit von u = vs ist notwendig und hinreichend, daß L, in E, dicht 
sei. Zur Schlichtheit von y = sx ist hinreichend und, falls der zu E„ konjugierte Raum 
wieder E, ıst, auch notwendig, daß L, in E,„ dicht sei. 

Endlich kennen wir aus $ 2 die Bedingung für die Stetigkeit der inversen Abbildung: 

Zur eindeutigen stetigen Umkehrbarkeit von y = sx ist notwendig und hinreichend, 
daß m = inf |sx| positiv sei. Zur eindeutigen stetigen Umkehrbarkeit von u = vs ist 


z=1 
notwendig und hinreichend, daß m’ = inf |vs| positiv sei. 
vi=1 
Während die beiden oberen Grenzen sup |sx|, sup |vs| beide gleich |s| sind, 


z=1 v=1l 
brauchen m und m’ nicht gleich zu sein, alierdings nur mit der Einschränkung, daß die 
eine von ihnen positiv, die andere Null sein kann. Sind beide positiv, so ist m’ = m. 


In diesem Fall ist nämlich nach XII Z, = E, und, weil nach XI u = vs normal (d.h. 
für jedes u) auflösbar ist, Z, = E,. Zunächst ist dann u = vs eine lineare homöomorphe 
Abbildung von E, auf E,, deren Umkehrung v = ut lauten möge, also 


] | 
ee 
ae da 7 Bud 
Die Abbildung y = sx ist eine lineare homöomorphe Abbildung von E, auf Z,; 
ihre Umkehrung sei x = $y, welche Abbildung ..in Z, definiert ist und sich möglicher- 


weise nicht auf E, erweitern läßt (wenn E, nicht vollständig ist). Jedenfalls ist aber 


m’ = inf: 


| | 
9 _. r 
m=ni — =1: su =1:ls|. 
El yı | 
Betrachten wir aber die zu x = $y konjugierte Abbildung v, = us (v, Linearform in Z,) 
mit dem Betrage |5| = sup a. 
u 
E, erweitern, und zwar eindeutig, weil Z, in E, dicht ist, und umgekehrt entspricht 
Jedem v ein bestimmtes v,; beide haben denselben Betrag |v,| = |v|. Demnach ent- 


sprechen einander v, = us, v = ut, und es ist 


Jedes solche v, läßt sich zu einer Linearform v in 


|$ 


=|2 
— 


also m’ = m. 

Kehren wir nochmals zum zweiten Hauptsatz X zurück. Die erste Be#&uptung 
beruht, wie der Beweis von (3) zeigt, auf der Erweiterung der Linearformen: ist L< E, 
linear und in E, abgeschlossen, x,eE, — L, so gibt es eine Linearform ux von x, die 
für xeL verschwindet, während ux, #0. Entsprechend gibt es, wenn L < E, linear 
und in E, abgeschlossen, u,eE, —L ist, eine Linearform ur von u, die für ueL ver- 
schwindet, während uyg #0. Aber dies braucht keine spezielle Linearform ux zu sein, 
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und daher rührt die unliebsame Einschränkung in der zweiten Behauptung von X: 
„falls der zu E,„ konjugierte Raum wieder E, ist“. Sei z.B. E, = H! der Raum der 
Zahlenfolgen x = (&,,&,...) mit || = Z]£&,|; hier sind wegen |&,| s |x| die&, =u,r 
Linearformen in x. Sei Z die abgeschlossene lineare Hülle von {u,, u,, .. .}; da L separabel, 
aber der zu E, konjugierte Raum E, = H“* nicht separabel ist, gilt ZL <E,. Trotz- 
dem verschwindet jede Linearform ux von u, die für ueL verschwindet, für alle ueE,, 
denn „2 =0(k=1,2,...) besagt x = 0. 

Es ist Herrn Banach (3) gelungen, durch eine höchst scharfsinnige Betrachtung 
folgendes Gegenstück zu VIII, zu beweisen: 

VIII. Ist L< E, linear und schwach abgeschlossen, E, vollständig, so gibt es für 
jedes ugeE„ — L einen Punkt x von E, derart, daß ux für ueL verschwindet, aber ugt #0. 

Wir können den Beweis hier nicht wiedergeben, müssen aber den Begriff schwach 
abgeschlossen (der übrigens mehr als bloße Abgeschlossenheit fordert) erklären. Ist « 
eine transfinite Ordnungszahl ohne Vorgänger (eine Limeszahl) und jeder Ordnungs- 


zahl &£ <a eine reelle Zahl’, zugeordnet, so werde lim y,,lim y, wie bei gewöhnlichen 
Folgen definiert (lim y, die untere Grenze der Zahlen 4, für die schließlich, d.h. für &,<&£<a, 


y: S u Ist). Zu jeder beschränkten Folge von Linearformen u;x (|u;| S M) existiert, 
wie ein zu VIII analoger Erweiterungssatz zeigt, mindestens eine Linearform ux mit 
lim u:x < ux < lim u;x (xeE,); 

u heißt dann ein Limes der Folge u;, und eine Menge Z < E, heißt schwach abgeschlossen, 
wenn jede beschränkte Folge u;eL mindestens einen Limes uweL hat. Eine schwach 
abgeschlossene Menge ist jedenfalls im gewöhnlichen Sinne abgeschlossen, denn für 

Un U, UneL ist u der einzige Limes von u, und muß zu L gehören. 
| Auf Grund von VIII, erhalten wir folgende Verschärfung der zweiten Hälfte des 
zweiten Hauptsatzes: 

X*, Zur normalen Auflösbarkeit von u = vs ist notwendig und, falls E, vollständig 
ist, auch hinreichend, daß L, in E,„ abgeschlossen sei. 

Ist nämlich Z, abgeschlossen, d. h. vollständig, so ist nach VI die Abbildung u = vs 
stetig umkehrbar, und es gibt (S. 302) zu jedem ueL, ein v mit u=vs, |v|sN ju, 
wo N eine positive Konstante ist. Dann ist aber Z, schwach abgeschlossen; denn ist, 
für & <a, ugel, |us| S M, so gibt es Linearformen v; mit u; = ves, |v;| S MN, zu 
diesen einen Limes v mit 

lim u,y < vy < lim vey (yeE,), 
wonach dann für u=vs undy=sx 

lim 2,2 < ux < lim ur (xeE,), 
also u ein zu L, gehöriger Limes der Folge u; wird. Aus VIII, folgt nun #,s L, oder 
E„— Lu <sE,. — F,.; denn ist ugeE, — L,, so gibt es einen Punkt x, in E, derart, dab 
ux,g = 0 für ueL,, ugt, # 0; das bedeutet aber vsx, = 0 für jedes v oder sx, = 0 und 
demnach ugelu — Fu. 

Unter den in der Literatur üblichen Einschränkungen können wir sagen: Bei voll- 
ständigem E, und E, ist für jede der Abbildungen y = sx, u = vs die stetige Umkehrbarkeit 
mit der normalen Auflösbarkeit äquivalent, und nach X1 sind alle vier Eigenschaften mitein- 
ander äquivalent. 

Die lineare Abbildung y = tx von E, in E, heißt vollstetig !), wenn sie jede be- 
schränkte Menge in eine total beschränkte ?) oder, was dasselbe ist, jede beschränkte 

ı) Etwas modifiziert nach F. Rieß 10 (S. 74). 


?) Eine Menge heißt total beschränkt, wenn sie für jedes ö > 0 Summe endlich vieler Mengen von Durch- 
messern < Ö ist. 
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Folge x, in eine solche Folge y,„ = tx„ verwandelt, die eine Fundamentalfolge y, enthält. 
Sie ist eo ipso stetig. Wir zeigen noch im Falle E, = E;: 

XIII. Die Abbildung y=sı =x — tx des vollständigen Raumes E, in sich ıst, 
wenn tx vollstetig ıst, stelig umkehrbar. 

Es sei y=o£ die schlichte Abbildung des Quotientenraumes E&; = E,/F, auf 
L,; es ist zu zeigen, daß ihre Umkehrung &£ = öy an der Stelle y = 0 stetig ist. Im gegen- 
teiligen Falle gäbe es eine Folge y, — 0 mit |&,| 2 o> 0 oder, indem wir £, und y,„ durch 
|£,| dividieren, eine Folge y„—>0 mit |&,| =1. Wählen wir aus der Klasse £, einen 
Vertreter x, mit |x„| S 2, so haben wir eine beschränkte Folge x, mit y, = sx, = r, — ta 
+0. Nun enthält ix, eine Fundamentalfolge tx,, wonach auch x, = y, + tx, eine Funda- 
mentalfolge und im Raum E, konvergent ist, also x,— x,, demnach %, = s2, — $2,, also 
sy =0, XoeFz. Dann müßte aber |£,| s |x, — z,|—>0 streben im Widerspruch zu 
5-1. 

Unter den Voraussetzungen von XIII sind nicht nur beide Abbildungen y = s«, 
u = vs normal auflösbar, sondern auch, wie nach dem Vorbild von F. Riesz (10) zu zeigen 
ist, beide Mengen F,, F, von derselben endlichen Dimension > 0, d. h. die homogenen 
Gleichungen sx, = 0, vos = 0 haben dieselbe Anzahl linear unabhängiger Lösungen. 
Denn E, wird direktes Produkt !) (E’, E’) von zwei linearen Räumen, von denen E’ 
endlichdimensional ist und durch 4 = sr in sich, E’’ schlicht und stetig umkehrbar auf 


sich abgebildet wird. 
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Zur Theorie der Modulfunktionen. 


Von Hans Rademacher in Breslau. 





In seinen Erläuterungen zu den Riemannschen Fragmenten über die Grenzfälle 
der elliptischen Modulfunktionen !) hat Dedekind die mit der „Diskriminante‘“‘ nahe 
zusammenhängende Funktion »(7) in den Mittelpunkt der Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen gestellt. Eine ausführliche, ganz von dem Begriff der Modulsubstitution 
beherrschte Darstellung dieser Auffassung hat er dann in seinem „Schreiben an Herrn 
Borchardt über die Theorie der elliptischen Modulfunktionen‘ ?) gegeben. Die Unter- 
suchung von log n(r) in der ersten der beiden genannten Arbeiten führt auf gewisse 
arithmetische Ausdrücke, die Dedekind mit (m, n) bezeichnet, und für die er auf funktionen- 
theoretischem Wege merkwürdige Relationen herleitet. Diese (m, n) führen übrigens 
zur Kenntnis einer gewissen Einheitswurzel, die (7) selbst bei Modulsubstitutionen 
von r als Faktor annimmt. Diese von Hermite %) bestimmte Einheitswurzel hat neuer- 
dings eine wichtige Rolle innerhalb der additiven Zahlentheorie gespielt ®). 

Im folgenden untersuche ich zunächst, auf anderem Wege als Dedekind, das Ver- 
halten von log n(r) gegenüber Modulsubstitutionen. Als funktionentheoretische Hilfs- 
mittel werden die Mellinsche Formel und die Hurwitzschen £(s, a)-Funktionen heran- 
gezogen. Wieder kommen wir auf die Dedekindschen Summenausdrücke, die ich 
übrigens der Bequemlichkeit halber etwas anders normiert und bezeichnet habe. Nach 
diesen funktionentheoretischen Vorbereitungen gelange ich zu dem eigentlichen Gegen- 
stand dieser Arbeit, nämlich der rein arithmetischen Untersuchung jener arithmetischen 
Ausdrücke. Die mit Hilfe der Funktionentheorie aufgefundenen zahlentheoretischen 
Relationen werden für sich bewiesen, und damit wird umgekehrt das Verhalten der 
Funktion log n(r) gegenüber Modulsubstitutionen durchsichtig gemacht. Die wesent- 
lichsten Schritte der arithmetischen Beweise werden in $ 2 und $ 4 ausgeführt. 


Zum Schluß ergibt sich leicht eine Anwendung auf die Funktion log ed 
die Modulsubstitutionen 7’ = er mit c=0 (mod n), also einer Kongruenz- 


untergruppe der vollen Modulgruppe, unterworfen wird. Die additiven Konstanten, 
die diese Funktion bei der Ausübung von jenen Modulsubstitutionen aufnimmt, addieren 
sich natürlich bei der Zusammensetzung von Modulsubstitutionen. Der innere Mecha- 
nismus dieser additiven Konstanten ist aber durch die vorangehenden arithmetischen 
Untersuchungen aufgedeckt. In der auf Klein zurückgehenden und von Herrn Hecke 





1) Riemanns Werke (1876), S. 438—447. 

2) Dieses Journal, Bd. 83 (1877), S. 265—232. 

3) Journal de Lionville (2) 3 (1858), S. 2636. 

4) G.H. Hardy and $. Ramanujan, Asymptotie formulae in combinatory analysis. London Math. Soc. 
Proe. (2) 17 (1918), 76115, auch Collected Papers of S. Ramanujan (Cambridge 1927), S. 276—309. 
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neuerdings hervorgehobenen Auffassung ’) handelt es sich hier um die Perioden gewisser 
Integrale dritter Gattung und die Abhängigkeit dieser Perioden von den Modulsubsti- 
tutionen. 


$ 1. Funktionentheoretische Entwicklungen. 
1.1. Die Funktion 


(1.11) ia)=/ [u -") 
m=1 


ist für || <1 regulär und von Null verschieden. Also ist log f(x) eine im Einheits- 
kreise reguläre Funktion, die wir eindeutig bestimmen durch die Festsetzung 

log f(0) =. 
Es ist 


(1.12) g(x) = — log f(x - opti — m - 35 r mn 


1n- 
Um das Verhalten von g(x) in der Nähe rationaler Teilpunkte des Einheitskreises unter- 
suchen zu können, setzen wir, unter h und k ganze Zahlen verstanden, k > 0, (h,k) = 


2nz 2nih 


(1.13) z=e & E, Ne)>0. 
Dann ergibt sich 
Me) = 
und, wenn man 


m=gak+u, n=rk+v 





setzt, 
+k Znihuv 1,« 22 
— —(gk + u)(rk -») 
g(x) = S e * ” eE - . 
Hy g,7 v 


Die Anwendung der Mellinschen Formel auf die Exponentialfunktion ergibt hier: 








3 +io 
+k a = 
I(s) 1 1 
= PP RT al (nr a jok rm“ 
1 1,,++.k 2Znihuv 1,+,: + Frie 
Amer Tl) 1 de 
ri ud - (273) ’k | er 
e 3 _ix ip 
2 k 
I tie 
:k ar 
Is) | a -( v\ 
1.14 = — 4 E IL u an S 
(1.14) PA (nz) ri! ss) ls - 1, „ds 
mit der Bezeichnung 
I. 1 
(1.15) ed)= I ——— . 0<ası, 
& (n + a)’ 


s); E. Hecke, Darstellung von Klassenzahlen als Perioden von Integralen dritter Gattung aus dem Gebiet 
der elliptischen Modulfunktionen, Hamburger Abhandlungen 4 (1926), 211—223, insbesondere $ 2. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 4U 
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und mit 





(1.16) 2 = ele:, |Xlogz)| < 5 N 


1.2. Diese verallgemeinerten Z-Funktionen £(s, a) haben bekanntlich die Eigen- 


schaft, daß 
1 
(1.21) Cs, a) - —— 


in der ganzen Ebene regulär ist. Ferner gilt nach Hurwitz®) für 0 <a<s1, R(s) <0 





( ns 2nla ns sin >. 


2 
1.22) £(s,a) = T(1 —s) — n— nn fe DEREN 
1.22) Asa) = MU) = ling IT = 


si 

(2x) 
Für s>0 folgt hier, zunächst nur für 0 <a < 1, nach dem Grenzwertsatz für Dirichlet- | 
sche Reihen 


(1.23) (0, a) = - —a, 
was wegen £(s, 1) = ö(s) und {(0) = — . auch noch für a =1 richtig ist. 
Für «= =; ‚1su=k geht aus (1.22) hervor 


c( E) - Ti —s) -—_ (si in Son Pla — 


+ cos y Yin = Z- u a ’ 


Ei. en — fi pad - Znhy | : 2) 

(1.24) e(s E) I(1 —s) rt sin z £ cos —, i1—s, % 
Znhı Le . ( L 
Lines: 7 Aa E > 1 7, 


was auf Grund der analytischen Fortsetzung für beliebige s gilt. Wir bemerken noch, daß 


k Zrihuv k 

(1.25) ed k c08 ie = cos nu A nun 
u=1 
ist, denn die Summe auf der linken Seite kann sich nicht ändern, wenn man u 
mod k abändert, also etwa u die Werte —1, —2,... — k durchlaufen läßt. Dabei 
nimmt jeder Summand, also auch die Summe konjugiert-komplexe Werte an, sie muß 
also von vornherein reell sein, läßt sich also als Summe der Realteile der Summanden 

schreiben, wie auf der rechten Seite von (1.25) geschehen. Entsprechend ist 


k  Znihuv 


- Me . 2nhuv . Iniu 
(1.26) + k sin ——- — =i S’sin 2 eo We 


„=1 


Trägt man (1.24) in (1.14) ein und berücksichtigt dabei (1.25) und (1.26), so erhält man 
nach einigen Umformungen 





°) A. Hurwitz, Einige Eigenschaften der Dirichletschen Funktionen F(s) = = „) z ‚ die bei der Bestim- 
mung der Klassenzahlen binärer quadratischer Formen auftreten. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 27 (1882). 
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‚iz+h 


(1.27) gla)=gle *) 














1 "5° 2nhuv 2niu ’k 
. Gi en, : ko k, BE 28 og 8 — 
yı0 2 
Hecl-nd)elired) 
de ., Zrhuv UA “ i "rl? al Z ds 
Ark? 2 k k ts 
. 3 —io z’ sın 5 
Ersetzt man hierin s durch —s, und « durch h’u, wo h’ eine beliebige, aber feste Lösung 
von hh’ = — A mod k ist, so entsteht 
wi 
(1.28) gle *) 
eelirng)eliosz) 
Nr ah © Er ‚ 
- PR ER Os z 
„KV —_ 3 _io 27008 — 
2 2 
BER EIBEN 
A in UP; 2’ Au [ re "H, 
Ark? ei u a Zu ._ NS u 
a ne 2" sın — 
2 2 
an 3 3 
Verschiebt man hierin die Integrationsgerade von o = — 5 nacho=+ 7 (was wegen 


der Nenner in den Integranden ohne weiteres statthaft ist), so treten gewisse Residuen R 
auf, außerdem aber nimmt die Summe der Integrale wieder die Form (1.27) an, nur 
ist z durch 271, h durch Ah’ ersetzt und A und » sind vertauscht. Daher gilt 


onjlath ‚iei+n 


(1.29) ge *)=ge * )+R 


mit einer gewissen, nun zu berechnenden Residuensumme. 


1.3. Wegen der Verschiebung des Integrationsweges von links nach rechts hat 
man sich die Pole im negativen Sinne umlaufen vorzustellen, es ist also 


(1.31) R= — 2ni X Residuen = — 2ni(R, + R,), 
wo R, und R, die Residuensummen der beiden Ausdrücke rechts in (1.28) sind. 


Für R, kommen die Pole erster Ordnung des Integranden ins=-+1 und der 
Pol zweiter Ordnung in s = 0 in Betracht. Schreiben wir 


(1.32) sa) = + Ya) + (1): 06-1), 
I" (a) 


wo o(s —1) in der ganzen s-Ebene regulär ist (übrigens ist y(a) = | 


aber für unseren Zweck unerheblich ist), so findet man ohne weiteres 
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a" 2nuv 2nh’iu 15“ BL nt a 
em +28 00m 


D/ eos a ae 


1 1 
-72,t22, 
mit 
P3 u v für v=-—hHhıi (modk) 
1 0 fü v&-—h’i (modk) 
y on für v=hl (mod k) 
—: (0 fü v#$hV (mod k). 


Wir führen jetzt folgende Abkürzung ein: es sei zu gegebenem reellem u unter {u} die- 


jenige positive Zahl verstanden, die durch 
{u}=u (mod 1) 
(1.34) 0<{u} si 


eindeutig bestimmt ist. 
Wegen der eben diskutierten Summe nach u kommen in (1.33) zu jedem / nur 


solche » in Betracht, daß 


"|- = a er 
Bei a 3 De ut 35 


oder, was wegen hh’ = — 1 (mod k) dasselbe ist, zu jedem » nur solche 4, so daß 


4 17°) se = 
KIT 
Also geht (1.33) über in 
ul aA EI Te 
1 a 1 :( ") | 2 
ta STR 


+ 41 B.; ge (7) u IB; Biss . k (*) u #* lo - 
hrik = Y\r) ri FIR) Tai 6° 
Nun ist nach (1.34) 





1 für u&=0 modi 
u au en Ze ” für u=0 modi. 
2 
Bedenkt man noch, daß (2,1) = £(2) = E ist, so folgt 
a. a Li 

uch, A=n?  Mikz Ami 
1.4. Für AR, kommt nur der Pol in s = O0 in Betracht. In dem Integranden von 
(1.28) ist dieser Pol von dritter Ordnung, zieht man jedoch die Summe unter das Integral, 
so stellt sich als Pol der Summe nur ein solcher von erster Ordnung heraus. Es handelt 


sich also um 


log 3. 


ri y 

elıtad) clan) 

n | in er, in 2rch’ Au 'k k 
R, = Residuum von - , 5: k ns 


s=d 





(1.41) 
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Hierin sind nun die Summen nach 4 und nach » bei s = 0 regulär, denn nach 
(1.24) ist 


k ) / 2 k ae | Ts x 2; ! \ 
sin (1-5, .) == _ &s, R| — tang =) co (1 et 


Di 


vl 


und ebenso 
x k “ 
. 2rch’ Au | 3 BE 172) / 4 
sin ——- ({{i1i+s,—]= > sın 277) N (1 +5, r) 


j=1 k k )-=1 
(2nk)'** Ei [vu as x Oah’au,l, A 
ara 9° +17 )+ tang’ 2 c08 — 5 (1 +5, .) 


Die rechten Seiten beider Gleichungen machen die sale bei s=0 deutlich. 
Setzen wir noch 


: 2nuv 
I" cos“ — — k ölu), 





v=] 
d.h. 
1 für kA, u 
A‘ = 
u, OR) Io für ku, 
so können wir die ersten Glieder der Potenzreihen für die 2 und 2 folgendermaßen 
bestimmen: 
k 
. 2nuv 3 u Me E 7 ık 
k : nn | 
. 2rch’ Au ( . , . ( 1 d ak | 


BIC URE EN EN BL ENTER BEN 


Indem man bemerkt, daß nach (1.42) der für « = k auftretende Summand verschwindet, 


hat man schließlich 
we u 1 h’ul 
nz 27 - +) 3 . 7 j 
1 1 


1 l r } 
7236-96-79) 


Im folgenden wollen wir die Abkürzung brauchen 
(1.43) ((u)) = u —[u] — - 7 


Dann können wir schreiben 
were hu 
(A; EA LE ah 
(1.44) Rı= 5 a () () 


th h’ 7 I\ { 
1) ge"? )=ge * )-5l-—)+ 


FE) 


‘) Statt ((w)) ist bei Dedekind 1. ec.) die Bezeichnung ((u— })) gebraucht. 
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$ 2. Arithmetische Untersuchung der Summen s(h, k). 
2.1. Wir setzen 
(24) = IH) (CH) 
’ = k 
und bemerken, daß hierin der Summationsbuchstabe u mod k abgeändert werden kann. 
Wegen 








(2.12) hh’ = —A mod k 
213 0.0 = SEE) (MR) = FE) (39) - un. 
(2) - FU) -- FW). 
Z()) = 


ist, so folgt unter Zurückgehen auf (1. 43) 


20 N -) 


1 


2.2. Die Summen s(h, k) haben nun für A> 0,k>0, (h,k) = 1 nach Dedekind?) 
die merkwürdige Eigenschaft 


h,k AM 
(2.21) 125(h,k) +12 5(k,h) = -3+ + +7,» 


Den Beweis dieser Gleichung erbringt Dedekind auf funktionentheoretischem Wege, 
nämlich durch geeignete Anwendung von (1.45) auf sich selbst. Hier soll die rein arith- 
metische Behauptung (2.21) jedoch auch rein arıthmetisch bewiesen werden. 

Nach Multiplikation mit hk und wegen (1.43) und (2.14) kann man für (2.21) 
auch schreiben 


k? h—1 kv 
2, Ir + 25 = 12h In Pe] -- 12% 5 no 
0 Na Ak Er — 3hk +2 +k2 +1 
nu=1l v=1 
und nach einigen elementaren Umformungen 
k—1 h—1 br] _ 
(2.22) ee E e| + 7 v | 7 (h — A)(k -A)(8hk -—h—k—1). 


Diese Formel ist zu beweisen. 

2.3. Zu diesem Zwecke machen wir zunächst eine Gitterpunktabzählung im drei- 
dimensionalen Raum. Die Gitterpunkte mögen die ganzzahligen Koordinaten u, v, oe haben. 
Im Raume werde einQuader ABCDEFGH abgegrenzt, von dem drei Kanten auf den Koor- 
dinatenachsen liegen. Die Kanten sollen, in der Reihenfolge der Achsen u, », o die 


8) Das Dedekindsche Symbol (:n,n) ist in unserer Schreibweise gleich 6 n - s(m, n). 
®) l.c.!) S. 442, | 
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Den Quader zerlegen wir nun in die drei vierseitigen Pyra- 
miden mit der gemeinsamen Spitze A und den drei nicht durch A gehenden (Quader- 


Längen k, h, kh haben. 


Es sind dies die Pyramiden AEFGH, ABFGC, ACGHD 


* 


flächen als Grundflächen. 








0 
H NG 
ı' 
. Iı 
E pi f 
I 
/ 
hk ; 





D 


1 
| 
l | 
v I 
I I 

I 

A an u a" 
# % 
: z N 
N , \ 
7 
/ z 











Im Innern des (Juaders liegen 
(h -A)(k —1)(hk — 1) 
Gitterpunkte. Diese Anzahl berechnen wir anderseits als Summe der in den drei Pyra- 
miden gelegenen Gitterpunkte. Dabei dürfen die auf den Quaderflächen gelegenen nicht 
mitgezählt werden. Auf der Spaltungsebene ACG liegen im Quaderinnern keine Gitter- 
punkte, da (h,k) =1. Dagegen enthalten die Spaltungsebenen AFG und AGH Gitter- 
punkte. Ihre Gesamtanzahl stellt man leicht dadurch fest, daß man sie auf die Fläche 
EFGH senkrecht projiziert. Diese Projektionen sind dann gerade die im Innern des 
Rechteckes EFGH gelegenen Gitterpunkte, also 
(h -1)(k —1) 

an Zahl. 

Die in der Pyramide ABFGC gelegenen Gitterpunkte liegen in äquidistanten 


Ebenen parallel zu BFGC. In der Ebene im Abstande u liegen uh x 2]. wobei die auf 


den Spaltungsebenen liegenden Punkte mitgezählt sind. Insgesamt in ABFGC also 


k—1 

h Zt © . 
h—1 

k y >| 


Gitterpunkte, unter Mitrechnung der auf den Spaltungsebenen, aber nicht auf den 
Quaderflächen gelegenen. 


Die Gitterpunkte in der dritten Pyramide AEFGH zählen wir in den zu EFGH 


Ebenso liegen in ACGHD 


7 Pe 
. 0 ı0| 
parallelen Ebenen aus. In einer solchen Ebene vom Abstande o von A liegen ] x k| 
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Gitterpunkte, wieder unter Mitzählung der auf den Spaltungsebenen, aber nicht auf den 
Quaderflächen gelegenen. Insgesamt enthält also AEFGH 


a > 


Gitterpunkte. 

Indem wir noch berücksichtigen, daß wir beim Auszählen der Pyramiden die 
(h — 1)(k — 1) auf den Spaltungsebenen gelegenen Gitterpunkte doppelt gezählt haben, 
erhalten wir also im ganzen die Gleichung 


(2.32) DB en + >) ‚| ar | > R 1& — (h —1)(k — 1)hk. 


2.4. Hierin läßt sich die Summe (2.31) leicht explizit berechnen. Setzen wir 
vorübergehend zur Abkürzung 








R(x)=x -[ıe], 

so ist 

2 Se 

2) 2 ll tn, Lin 
In den ersten der vier u Summen ei es auf o nur Bi Ak an; ferner 
darf in dieser Summe der Summand für o = hk hinzugenommen werden, da er doch ver- 
schwindet. Nun durchläuft 

ah + ßk 

für 1£Sask, 1SßSh genau ein volles Restsystem mod hk, wegen (h,k) = 1. 
Daher ist 








hk—ı k h 
. h h k 
2a) R|t) at) = 3° Saft) alter) 
sol Bl 
k h 
h ßk 
SR) AR) 
rar 
< u or Kk 22 4 h —4 
— ku h 2 2 
Ferner: ist 
hk—1 0 
(2.43) = = (ik 1) (2hk — 1) 
o=1 
und 
hk—1 0 R 2 4 h—1 k—ı y\ 
2.44 = ( = -—- »k + 7 
1 h—1 k—ı 4 h—1 k-—1I 
== x A+- 42 
aa tnan 
(kh—A)(k—1)k  (k—A)(2k —1) 


Ebenso ist 





hk—1 
Ä a nle\ _K-VUA-Y, A-NQ2h—1) 
(2.45) B3 ®r(f) - + : 


o=1 


Aus den Gleichungen (2.41) bis £ 45) folgt nach einigen elementaren Rechnungen 
ro 1 
(2.46) zZ #4 |=; 5(h-1)(k—A)(ahk+h+k-+1). 
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Tragen wir (2.46) in (2.32) ein, so erhalten wir die zu beweisende Gleichung (2.22), 
womit dann auch (2.21) arithmetisch bewiesen ist. 

2.5. Wir multiplizieren (2.21) mit h®k: 

12 h?ks(h,k) +12 h?ks(k,h) = — 3h®k + h® +hk®+h. 
Nun kann s(k, h) nach (2.14) höchstens den Nenner 2A? haben, folglich ist 
12h?ks(h,k) =h? +h (mod k). 
Mit hh’ = — 1 (mod k) hat man also 
12h®ks(h,k) =h?(h — h’) (mod k), 

und daher 

(2.51) 12k s(h,k) =h — h’ (mod k). 
Diese Kongruenz zeigt, daß 12s(h, k) nicht den Nenner %? besitzt, der nach (2.14) denkbar 
wäre, sondern nur den Nenner X. 

Eine ähnliche Überlegung kann man mit (2.22) anstellen. Aus (2.22) folgt 








k—-1 r 1 
12h > u = =h? —1 (modk), 
u—1 Ch 
k—1 
(2.52) 12 > u * =h+h' (modk). 
u=1 


Diese Relation ist von M. Lerch, allerdings nur für Primzahlen k und in einem ganz anderen 
Zusammenhang bewiesen worden !). 


$ 3. Das Verhalten von logn(r) gegenüber Modulsubstitutionen. 
3.1. In (1.45) werde 











(3.1) “+ ., ron 
gesetzt. Wegen k > 0, Rz) > 0 ist 
(3.12) Yr)>0, Hr)>d. 
Es ist 
(3.13) z= —iktr -h, zI= — ükt! — 4) 
und folglich 
RR hh’ +1 
ie k 
kr — s 
wofür wir kurz 
‚. atr+b 
(3.14) Aerr 
schreiben wollen. Hierin sind a, b, c, d wegen (2.12) ganze Zahlen mit c > 0, und es ist 
, A’+1 
(3.15 eu |_, 
a Ic 4” hi 


In (3.14) liegt also eine Modulsubstitution vor. Aus (1.45) wird dann unter Benutzung 
von (2.11), (2.13) und (3.11), (3.13) 


u 
10) M. Lerch, Zur Theorie des Fermatschen Quotienten Po eu. == g(a), Math. Annalen 60 (1905), S. 471—4%, 
insbes. S.483. Für zusammengesetzte Moduln k wird dort auf S. 486 eine völlig andersartige Verallgemeinerung 
bewiesen, die aber auch leicht aus (2.22) folgt. 
Journal für Mathematik, Bd, 107. 4 
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\ Zrir) __ zit = Sir’) __ zit Kt 
(3.46) glei") — 7 = gl’) - + 510g 
Da nach (1.16) 
TT M1/ 
En 3 < (log 2) < o7 


ist, so gilt 





B1, -s. ( -) _” 
5 < 310g‘ ; = [log (er +d) ))<5 
(3.17) 0 <Fllog(er +d)) <a. 
Mit Dedekind führen wir die Funktion 
(3.181) n(r) = ei? a (1 — edrim) — el2 (er) 
ein, dann ist 
2 4 _ RU Sri _ TE mie 
(3.182) log n(r) = nn” log fle*") = m er), 


und aus (3.16) entsteht 
(3.19) log n(t’) = log n(r) + log (et +d) — z + te — nis(a, ec). 


3.2. Diese Formel gilt für die Modulsubstitution (3.14) nur bei ce > 0. Ist jedoch 
ce <0(, so hat die Substitution 





mit den Koeffizienten —a, —b, —c, —d die Eigenschaften, die (3.19) anwendbar 


machen. Man erhält 


ns 1 ni ‚-a—d £ 5 

log y(r’) = log n(r) + 5 log (— cr —d) — % + nı —. - nıs(—a, — c) 
oder 

29 N 1 zu .a 4 d i 

(3.21) log n(t’) = log n(r) +5.log (er +d) + z+ le re + ni s(a, |c|) 
mit 

(3.22) — a <Sllog (er +d)) <O. 
Endlich bleibt noch der triviale Fall ce = O 

ZI. An ai. 
eo 
mit ad = 1, also d = -+ 1 übrig, 
für den nach (3.182) gilt 
nn mid 
(3.23) log n(t’) = log n(r) + 1° 
Setzen wir 
u 2 für c=0 
er PIEIEn 
an, o(‘ ı)  jJa+d 





: — 12 sign c-s(a,|c|) für c#0, 














> 
FE 
E 
€ 














NEE 
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wo 
c 
— für 
(3.25) sıgnc =j|c| BER 
0 für c=0 


gemeint ist, SO lassen sich die Formeln (3.19), . 21), (3.23) BUREIEBABERENEE in 


“ em ab 
(3.26) log nl?) = log n(r) + (sign ec)? - 5. log (er +d) — ; sign r nel. ) 


mit 

(3.27) — nr <rllog (er +d))<n, für c#0. 
Die Gleichung (3.26) zeigt, daß log »(r) nicht invariant gegen Modulsubstitutionen ist. Wir 
wollen nun das Verhalten der additiven Glieder bei Zusammensetzung von Modulsubstitu- 
tionen untersuchen. 

3.3. Üben wir auf r’ eine weitere Modulsubstitution aus: 


. a. a’ T +# 
(3.31) T zer ec’ nd + d’ ’ 
so ist ebenso wie in (3.26) 
(3.32) log n(r’’) = log n(t’) + (sign ce’)? = log ((’+d )-7 - ‚sign ce’ - Bolt, | ‚ u 
(3.33) — z<glog((’+d))<za, für +0. 
Aus (3.26) und (3.32) zusammen folgt also 
(3.34) log n(t’’) = logn(r) + (sign c)? 5 log (er + d) + (sign c’)? ni log (“7 +d') 
zu a )) | a’ b’\\ 
- ” (sign 0 + sign ce’) + — iD) (o(‘ a) + D (« e 
Die Zusammensetzung der Substitutionen (3.14) und (3.31) möge 
| „_ae+b 
(3.35) T Zus ce’ r + d’’ 


ergeben, wo sich die Koeffizienten aus 
en a’ , Be w d (« b 
(3.36) wi + a. ce’ d’ C ns 
berechnen. Dann ist also gleichfalls nach (3.26) 


(3.37) log nl’) = logn(r) + (sign zZ - -Jog (ce r+d’) —— sign ce + 0‘ „ A 


mit 
(3.38) — a <glog(’r+d'))<ar, für "#0. 
Aus (3.34) und (3.37) folgt durch Vergleichung: 
ni ab a’ b’ ‘a’ b" 
239) ZU mE Re E ve) 


= — (sign c)? log (cr -+ d) — (sign c’)? log (c’ T’ +d’) + (sign €’)? log (Cr +d) 


7tL R . R 
..— 7 (sign ce + sign ce’ — sign c”). 


3.4. Da die linke Seite in (3.39) von r frei ist, muß es die rechte auch sein. Wir 
werden die rechte Seite, die wir $S nennen wollen, ausrechnen, wobei die Normierungen 


(3.27), (3.33), (3.38) benutzt werden müssen. 
41* 
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Be 
ä 
2 


3.41. Verschwinden c, c’, c’’ zugleich, so verschwindet offenbar auch $. Da 
(3.411) e”"=ca+de | 
ist, so folgt aus dem Verschwinden von c und c’ auch das von c”. Ist fernerc=(,c’ = 0, 
so ist also ce’ a = 0, woa # O sein muß wegenc =Qundad — be = 1; also ist auch ce’ = 0, 
Ebenso folgt e=0daw!=c("=(0. 
| 3.42. Es ist aber $ = 0 schon, wenn nur eine der Zahlen c, c’, c’’ verschwindet. 
Sei zunächst c = (0, ce #0, cd’ #0, also | 





S= —lg(“T’+d)+ 5 sign ce’ +log (ce r+d”) — 5 sign c’’. 
Wegen c=0ist a=d=-+1, also 
=r+ 2 
cdr + (Cb+d'd) 
d 
Ist d= +1, so ist nach (3.411) ec’ = c’, daher sign c’ = sign c”, und 
log (7 +d’) = log (cr +d”), 


(3.421) ce’+d= =d ("r-+d'). 





und somit S = (0. 
Ist dagegen d= — 1, so unterscheiden sich nach (3.421) und nach den Normierungen 
log (e’T’ + d’) und log (’ r+d”) um + ri, und zwar muß man hier die Fälle sign c’ 
= + 1 unterscheiden. Ist ce’ > 0, also c’’ < 0, so ist, wegen Jr) > 0, $(r) > 0 
0 <arg((’ +d)<rn, O>arg(d’r--d’)> —a, 





also 
log (‘rt +d) = log (c’T’ +d”) + ni, 
folglich wieder 5 = 0. Entsprechend bei ce’ <0, c” > 0. 
3.43. Es sei ferner U =0,c=#0, c’ +0, also 


(3.431) $ = — log (er +d) + log (cr +d”’) + = (sign c — sign ce”). 
Es muß @ =d’=-+1 sein, also 
ce’ =lca+dce=de 
d’=cb+dd=dd, 
(3.432) e’tr+d’ =d(er+d). 
Für d’ = +1, also c”’ = c folgt hier wieder $=0. Ist «= —Aundce>0, cd’ <O, 
so ist | 
0 <Sllog (er +d) <a, | 
0> Fllog (’T+d’))> —n, | 
nach (3.432) daher 


— log (cr +d) +log("r+d’)= —naı 
und somit 5 = 0 nach (3.431). Analog für d’ = —1,c<0,c'">0. 
3.44. Endlich sei ce’ =0,c#+0,c +0. Aus 
”’=(ca+de=0, 
ca= —dec 
und (a,c) =1, (c',d’) = 1 folgt 
(3.441) e=+(c, a=Fd. 





et. 
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Es handelt sich diesmal um 
$= — log (cr +d) - log (’’ +d) + 5 (sign c + sign c’). 
Gilt zunächst in (3.441) das obere Vorzeichen, so ist 


‚ar-+b cb+dd cb — ad ” ee 
er +d cr+d cı+d cr-+d 








e’+d=ec +d' = 


daher 
log (CT! +d) +log(er +d) = log(— 1) = +ai. 

Nun ist bi c> 0,’ >0 

0 < log (CT +d)) <a 

0 < (log (er +d)) <a, 
also 

log (7 +d) +log(er +d) = +ni, 

und wegen sign c = sign ce’ = +1 folgt wieder 


5 =0; 
ganz analog für signce=signe‘ = —1. 
Gilt dagegen in (3.441) das untere Vorzeichen, so findet man 
‚_. , 0 
er +d ee 


log ((T’ +d) +log(cr +d) = log. 
Da aber wegen der Normierungen 
— 27 < (log (er +d) + log (c’T’ + d’)) < 2, 

so bleibt nur log 1 = 0 übrig, und daher gilt auch diesmal $S = 0. 

3.45. Nunmehr bleibt der Hauptfall 

c+$0, ‘+0, "+0, 

also 

(3.451) S$= — log (er +d) — log (c’T’ +d') + log(c’r + d') 


4 5 (sign c + sign ce’ — sign c”) 


zu erörtern übrig. Hier wird 5 + 0 werden, und zwar behaupten wir, daß 





(3.452) S= 5 sign (c ee”) 
ist. 
Zunächst ist 
a ‚_kdatder+(cb+dd) cr+d”’ 
Et cr +d er+d’ 
also 


(3.453)  — (log (er +. d) + log (c’T’ +d’)) + log (cr +d”) = log. 
Hierin läßt sich log 1 aus den Normierungen (3.27), (3.33), (3.38) bestimmen. 

Sind zunächst c und c’ von verschiedenen Vorzeichen, also 

(3.454) signe-+signe =0, sign (c)= —1, 
so sind auch die Imaginärteile von log (cr + d) und log (c’r’ + d’) von entgegengesetzten 
Vorzeichen, und daher 


— 2 <J(log (er + d)) + Zllog (e'7’ + d)) <a. 
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Da dies aber mit der Normierung (3.38) übereinstimmt, so bleibt in (3.453) nur die Mög- 
lichkeit log 1 = 0, und es ergibt sich wegen (3.454) 


4 
% 
! 
E 
4 
B 
T 


ni. ni. 
$S= — — signc”’ = — sign (cc’c”), 
2 2 


d.h. die Behauptung (3.452). Sind ferner c und c’ beide positiv, 

(3.455) sign c + sign c’ = 2, sign (ce) = +1, 
so ist 

(3.456) 0 <F(log (er + d)) + Fllog (dr +d)) <2nm. 
Hier sind nun die Fälle ce’ > 0, c”’ <0 zu unterscheiden. Für c’”’ > 0 ist 

0 <Stlog (e’T+d"’))<xz, 
also im ganzen ' 
— 27 <$l-— (log (cr + d) + log (c’’’ +d’)) + log (dr +d"')) <a. | 

In diesem Falle ist daher in (3.453) log1 = 0 zu setzen, und aus (3.451) folgt wegen | 
(3.455) | 


TEE 5 
S=-—- = sign (ce’c”), | 





2 2 

also die Behauptung (3.452). 
Unter dieser Voraussetzung (3.455) ist dagegen bei c’’ < U 
— nz <Nllog (dr +d')) <O, 
also mit (3.456) zusammen: 
— 37 <J(— (log (er + d) + log (e’T’ + d’)) + log (dr + d’)) <0. 

In diesem Falle bleibt in (3.453) also nur die Möglichkeit logl = — 2ri übrig, sodaß 
aus (3.451) folgt 


S=--mi+T(t1+14+)=-5=5 sign (eee”), 
also wieder (3.452). 
Ganz analog erledigen sich die Fälle 
sige=signe = —1, send’ = +1, 


stets gilt (3.452). 

3. 46. Erinnern wir uns an die Bedeutung des Zeichens sign nach Definition (3.25), 
so sehen wir, daß 

(3.461) S= 5 sign (ce’c”) 


nicht nur im Falle 3.45, sondern auch für ce’c’’ = Ogilt, was in 3.41 bis 3.44 behandelt ıst. 
Nunmehr geht aus (3.39), da $ die rechte Seite dieser Gleichung war, 


BE a’ 2 _ er; ni ö ” De 
(3.462) o(“, 7 ® a -® ed 3 sign (cc’c”) 
hervor, 

Diese Gleichung haben wir aus dem Studium der Funktion n(r) gewonnen. Ander- 





seits aber ist ® (@ ) in (3.24) rein arithmetisch definiert. Wir stehen daher wieder vor 


der Aufgabe, auch mit rein arithmetischen Methoden das Zustandekommen der Relation 
(3.462) einzusehen. Die wesentliche Vorarbeit dafür ist schon durch das Studium 
von s(h, k) in $ 2 geleistet. 














wi 
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$ 4. Die Kompositionsregel für o(@ 2) R 
4.1. Zur Vorbereitung stellen wir fest, daß ® stets eine ganze Zahl ist. Denn 
zunächst für ce =0 ist d=--1, in (3.24) ist also 8 ganz. 


d 
Für ce +0 müssen wir nach (3.24) nur zeigen, daß 


(4.11) a+d—12|ce|-s(a,|d|j) =0 (mod ec) 
ist. Dies gilt nach (2.51) in der Tat, es braucht nur k = |c|, h = a gesetzt zu werden. 
Es war h’ durch hh’ = — 1 (modk) bestimmt, dem entspricht hier ad =1 (mod ec), 
was aus ad — be =1 folgt. Es muß also ferner h’ =: — d gesetzt werden, und dann 


ab 
erwiesen. 
ce d 


4.2. Um (3.462) direkt zu beweisen, gehen wir davon aus, daß sich jede Modul- 
substitution M aus zwei speziellen, 5 und 7, aufbauen läßt: 


geht (2.51) genau in (4.11) über. Damit ist die Ganzzahligkeit von o| 


(4.21) SS = (‘ n‘ T = ( un 
Hier gilt 
(4.20) 2, er-(._1) 


(Die Mateix (” ) _,) ist mit der Einheitsmatrix () }) gleichbedeutend, wie über- 


haupt in der inhomogenen Modulgruppe 


a) ma (II) 


dieselbe Substitution 
‚_ar+b _ —ar—b 
er+d -cer-—d 
bedeuten.) 
Der Beweis von (3.462) läßt sich durch eine Art von Rekursion erbringen. Es 
sei für zwei Substitutionen 


(4.23) u-( )), ar=(% 5) 
und deren Zusammensetzung 

(4.24) "= m=-(%, 2.) 
schon bekannt 

(4.25) D(M'M) =B(NM’) +-D(M) — 3 sign (cc’c’’). 
Wenn daraus die Gültigkeit von 

(4.26) D(M’M) =®(M'S) +9©(S”"'"M) — 3 sign (ade), 


(4.27) ®(M'M) =Ö&(M’S"')+B(SM) —3sign (oc), 

(4.28) ®(M'M) =®d(M'T) -+©(T""M) — 3 sign (c,c3c”), 

(4.29) ®(M'M) =Ö(M’T"')+Ö(TM) — 3 sign (cgc4c') 
folgt, worin CC, Cy, Cd, Cy Cd, Cy c4 die dem c entsprechenden Koeffizienten bzw. in 
SM, M'S, SM, M'S", T'M, M'T, TM, M'T”' sein sollen, so gilt (4.25) allgemein. 
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Denn mit E als Einheitsmatrix gilt jedenfalls 
®(M") =®(M"”’E) =B(M'") --Ö(E) — 3 sign (c,&c”), | 

da @(E) = ist und für E der Koeffizient c, verschwindet. Von dieser Gleichung aus- 
gehend kann man dann schrittweise, da stets aus (4.25) die Gleichungen (4.26) bis 
(4.29) folgen, zu der Formel für eine beliebige Zerlegung von M’”’ = M’M vordringen, 
da ja M’’ aus S und 7 aufgebaut ist. 

_ Übrigens ist (4.29) nur vollständigkeitshalber aufgeführt. Sie ist ohne weiteres | 
mit (4.28) erledigt, denn aus der ersten Gleichung (4.22) folgt, daß M’T und M’T”', 
sowie 7"'M und TM je die gleiche Substitution bedeuten, nur die entgegengesetzten 
Vorzeichen der Koeffizienten besitzen; insbesondere ist c, = — c, a4 = — cc, daher 
ist (4.29) nur eine andere Schreibung für (4.28). 


4.3. Es werde zunächst (4.26) unter der Voraussetzung (4.25) bewiesen. Es ist 
Ss # 5 ( ') _ rn a + A 














e dA/\0 A ee +d 
also 
(4.31) a=e 
und nach (3.24) 
a+b 
' N N ur su 5 + 1 e= 0 
se, el 
: = — 12 sign c’ : s(a’, | c’ |) ce +0 
a’ b’ 
-o(% ri +4, 
(4.32) ®(M’S) =d(M’) +1. 
Ferner ist 
a ı)( )=(° 7° b—d 
u=-( le J=-(, ,. 
also 
(4.33) C, = (C 
und 
b—d b 
— ııı — — 1 = 0 
"10a ET uiid 53 PER 
| - — 12signce:s(a —c,|c|) ce=#0 
uf ) £ 
-0(, d 1, 





wobei die aus der Definition (2.11) sogleich sich ergebende Relation 
s(a, le|) . s(a 6, le|) 


benutzt werde. Es ist somit 
(4.34) B(S"'"M) =d(M) -1. 
Nach (4.32), (4.34) und (4.25) haben wir daher 
D(M'S) +8(S”"M) =®(M’) +9(M) 
=®(M'M) +3 sign (cc’c'') 
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und wegen (4.31) und (4.33) schließlich 
D(M'’M) =©(M'S) +©(S”"M) — 3 sign (c,cic”), 
also die zu beweisende Gleichung (4.26). 
Der Beweis von (4.27) verläuft genau so und darf hier zur Vermeidung von Wieder- 


holungen übergangen werden. 
4.4. Erst zum Beweise von (4.28) ziehen wir die in $ 2 bewiesene Formel (2.21) 


für s(h, k) heran. 


Es ist 
er... i® 2 ( ”)- b’ er 
“T=(, d/\ıı 0 \d — ec)’ 
also 
(4.41) g=d 
und 
b’ — a’\ 7 RR 
(4.42) P(M'T) -0[,, u ) b’ un ce’ 
u he 12 sign d’ :s(b’, |d |) “+0. 
Wegen b’c' = — 1 (mod | d’ |) haben wir nach (2.12) und (2.13) 


s(d’, |d|) = -s(c, |d'|). 
Wenn wir noch den Fall c’ = 0, also |d’| = 1 herausheben, für den s(0, 1) definitions- 
gemäß Null ergibt, so geht aus (4.42) hervor 











nd d=0 
C 

(4.43) ®B(MT) = z e=0O 
FE + 12Sign (ed) -sclel,ld) +0, d+0 


Nach (2.21) gilt nun aber 
12 sign (c’d’) s(|c’ |, |d’|) 


= — 12 sign (ed) ((, |) + sign (ea) (-3 +5 + + Far) 


C 
Er be 9 ’ . #.# 1 
= — Bsigne s(d, je) -Ssien((d)t ta tFg 








Wenn wir dies in (4.43) eintragen und noch bemerken, daß 
b’ 1 _ bi+1l dd a 


dc cd di € 





und daß 
s(@', ||) = s(a’, |e’ |) 
ist, erhalten wir schließlich 


7 d’ = 0 
’ b' ' 
2 a +d 


— 12 sign ec’: s(a’, ||) -3sien (Cd) FI, A FO, 


Journal für Mathematik. Bd. 167. 42 





’ 
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Hiermit vergleichen wir 


bh’ ‚ 
7 de =d 

D a’ ’ 
AM)=) d‘=V0 
ee — 12 sign ce’ - s(a’, |c’ |) +0, d +0 





und erhalten dann 
(4.44) D(M'T) =®(M') — 3 sign (c’d’). 


Für 7T”'M ergibt sich 
RUE 1) (« N) c ü 
4 -(_, “u 1  [ 


(4.45) = —a 


also 


und 


c—b 


— — 12sign (-a)s(,lal) a+0,c=+0. 





Wird dies nun ebenso wie (4.43) mit Hilfe von (2.21) umgeformt, so entsteht 





4 =" 
D(T'M) e - Zu 
te — 12signc s(a,|c|) -3sign (ac) a+0I,c=#+V0. 


Dagegen ist 


| 4 e—=0 
a — 12signc s(a,'c) ce=#+0. 





Bedenkt man noch, daß 
d=aferc=d, 


b=cfüra=(, 
so schließt man 
(4.46) ®(T"'"M) =®(M) — 3 sign (ae). 
Mit (4.44) ergibt dies 
®(M’T) +8(T""M) =©(M’) +©(M) — 3 sign (c’d’) — 3 sign (ac), 
und unter der Annahme (4. 25) 


(4.47) B(M’'T) +-®(T""M)=®(M’M) + 3sign (cc’c”’) — 3sign (c’d’) — 3 sign (ae). 


E 
i 





BE Are Henne 


& 








a SE STR NEIN: EN REGEIRERRIEHENE, 
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Hiernach und unter Berücksichtigung von (4.41) und (4.45) wird (4.28) hergeleitet 
sein, wenn noch 
— sign (ad’c’’) = sign (cc’c’’) — sign (c’d’) — sign (ac) 
oder 
(4.48) sign (ac) + sign (c’d’) = sign (ad’ (c’a + d’c)) +- sign (cc’(c’a + d’c)) 
bewiesen ist. Diese Gleichung gilt aber in der Tat. Für ce = 0, also a + 0 geht sie näm- 
lich über in 
sign(c’d’) = sign(a?c’d’), 
was richtig ist; für c’ = 0, also d’ + 0 wird sie 
sign (ac) = sign(ad’?c), 
was gleichfalls stimmt. 
Für ec’ #0 ist aber (4.48) äquivalent mit 
sign(acc’?) + sign(c?c’d’) = sign(Ac'tad’(c’a + d’c)) + sign(cc”?a + c2c’d'), 
und dies nimmt durch die Abkürzungen 
at =, Hd =y 
die Gestalt an 
(4.49) sign x + sign y = sign(azy(® + y)) + sign(x + y). 
Diese Gleichung ist sogar für beliebige reelle x, y stets erfüllt. Für x = 0 geht sie über in 
sign y = sign y, 
ebenso ist sie für „= 0 richtig. Ist endlich 
sign ay = +1, 
so heißt dies 
sign x = sign y = sign(x —- y) = sign(zy(x + Y)). 
was (4.49) befriedigt. Ist dagegen 
signay= —1, 
so Ist 
sign x + sign y = (0), 
und (4.49) lautet dann 
= — sign (2 + y) + sign(e + y). 
Somit gilt schließlich (4.28) unter der Annahme (4.25), was zu zeigen war. 
Ein Eingehen auf (4.29) erübrigt sich nach der Bemerkung am Schluß von 4.2. 


Zusammenfassend stellen wir fest, daß nunmehr die Kompositionsregel (4.25) für 
die zahlentheoretische Funktion ® vollständig bewiesen ist und zwar, wie angekündigt, 
auf rein arithmetischem Wege. 


4.5. Aus (4.25) läßt sich eine Methode gewinnen, die ® (. )) zu berechnen gestattet, 


ohne die Definition zu benötigen (die ja wegen der umständlichen Summen s(a, ce) 
zu mühsamen Rechnungen führen würde). Zu diesem Zweck stellen wir die Modul- 
substitutionen 


D . u - T { 
mittelst eines Kettenbruchverfahrens durch $S und 7 dar. Wir entwickeln — ; nach 
( er. 
der Art eines euklidischen Algorithmus 
4»* 
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ab = ler+d) — (a,r +b,) 
er +d = qlar+b,) - (ar +b,) 


SZ 


_.. u. 0, u q,_,(@,_,? 7 b,_,) u (a,t 7 b,) 

AR 7 y db, vo q,(a,t + b,) ie b,.r: 

Dieses Divisionsverfahren ist, wenn keine Bestimmungen über die Reste getroffen 
werden, nicht eindeutig. Wir schreiben nur vor 


(4.52) le|>]la|]>--->|a|, 


n 


wodurch (4.51) nach endlich vielen Schritten abbrechen muß. Eindeutigkeit des Ver- 
fahrens ist nicht erforderlich. 


Aus (4.51) kann man hervorheben 
a= ge — a 


(4.53) Fr E 
a = ne 


Wegen (a,c)=1 muß |a,| = 1 sein. Man sieht leicht, daß 


( ‚) (" ‚) pi 2. & b, 

ab)’ \,b)’ Na, db, 7’ \0b,, 

sämtlich die Determinante 1 haben, also Modulsubstitutionen sind. Speziell ist daher 
a=b .,=+|1. 
v v+i in 


Aus (4.51) erhält man die Kettenbruchentwicklung 
ar+ b 1 


ta 17 1 








(4.54) 





1 ’ 
9,41 ” T 





Baar 


wo 
b, b,41 =. 9,41 
gesetzt ist. Statt der Kettenbruchentwicklung können wir schreiben 
(4.55) M=S"TS"T..- TS" TS", 


Die einzelnen Schritte sind 











a+b_ . 1 
crrd 1 cr+d 
at+b, 


oder 


I 


und entsprechend weiter 
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A ER 

ab/ M 0/ \a, b, 

d,_. b,_. Fu 4,1 => ) 4, v. 
%- b,-/) WM O/\a, b, 
g* ")= nn ü 1 a, b, 
d, b, . 1 0 0 b,+1 j 


Nach (4.25) ergibt dies, da 


gl 
ef 0) 7 
ist, folgende Gleichungen: 
a ) n (° o) . 
o(° ] = +P ck — 3sign (ca,) 
c 2) . a ( 2 . 
D 4 b, =Qg -+P ns — 3sign (a,4,) 
"> &.” ee Pe GE DE 
d,—2 a pr er rn . 
1 En q,_, +9 a & 3 sign (a,-ı 4,) 
d,— \ L a, b, 
ZW a u u 
Hierin ist 
a,b, \ „fi br) (( dv+1\ 
4) o(, a) >, 1 ) -. 01 Ar 


Die Bedingung (4.52) hat nun zur Folge, daß in (4.53) auf der rechten Seite von der 
zweiten Zeile ab stets der Minuendus dem Betrage nach den Subtrahendus übertrifft, 
da die Zahlen g,, 9, - - . q, mindestens den Betrag 1 haben. Folglich bestimmt der Minu- 


endus das Vorzeichen: 
sign c = sign (g,a,), Sign a, = SIgN (9545), . - - 
sign a, , = sign (q,_,a,_,), sSigna, | = sign (q,a,), 


oder 
sign (ca) = sign g,, Sign(a,a,) = SIEN g5, - - - 
(4.58) sign (a, ‚a, ,) = sign q,_,„ Sign (a, ,a,) = sign g,. 
Durch Addition der Gleichungen (4.56) und Benutzung von (4.57) und (4.58) folgt nun 
ab - v. 
(4.59) ® (‘ ") =6+YH + 24 — ssilgn g,). 
J= 


Hiermit ist eine bequeme Berechnungsweise von o(" ) gegeben, die übrigens auch die 


in 4.1 bewiesene Ganzzahligkeit von ® aufs neue zeigt. Es dürfte sich sogar lohnen, 
VE... 

die Summen s(h, k) aus (3.24) auf diesem Umwege über o( | k zu berechnen. 
k —h 


$S5. Anwendung auf Modulfunktionen n-ter Stufe. 


5.1. Es sei n eine ganze positive Zahl. Von der Formel (3.26) ausgehend können 
wir nun zu Modulfunktionen n-ter Stufe gelangen. Die Modulsubstitution 
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. ‚ _ar+b 
(5.11) T —ortd 
schreiben wir, durch Multiplikation beider Seiten mit n 
(5.12) ne = nf a 
—nt+d 
Ist hierin — eine ganze Zahl, so ist 
a bn 
(5.13) (« ı ce =( (mod n) 
n 


wieder eine Modulsubstitution, durch die in (5.12) nr in nr’ übergeführt wird. Für 


diese Substitution folgt aus (3.26) und (3.27) 
a aa - (si ur [£ d) , ‚is en 
ogn(nt) = logn(nt) + sign) ZIog| ne Ha) - Tan ta PlcC 5 


— x < (log ei nt d) = logler + d)) <a. 


Mit (3.26) zusammen ergibt dies 








ie nn) (nr) u a ") 
(5.14) log a” log a + 15 v. (‘ d 
mıt der Abkürzung 
a bn 
(5.15) a ) . v fe ) 
ee 
n 
Gegenüber Zusammensetzung von Modulsubstitutionen 
a b’\_ (% ') (@ ) ih 
(5.16) er ii -(% „JE 0) €=e=0 (modn) 
besitzt nun Y‘,, ım Gegensatz zu ®, die Gruppeneigenschaft 
ie a’ b"\_ (“ ") (° ,) 
Be Pr E ei ce d ER ce d/' 


Aus (3.36) folgt nämlich, wie man leicht feststellt, 


a’ b’n a b'’nı /a bn 
n n n 


also nach (4.25) 


a’ br a bin a bn ee 
re a”) u o(« .) ze .) = n =) 


n 


a b\ (@ ) ' % Re Ar (@ b 
-10(‘ a HP, d — 3sign (ed’c”)} = %, vd + #. >. 


wie in (5.17) behauptet. 





ee. 


_% 
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Die Funktion log en gehört also zu derjenigen Untergruppe WM, der vollen 
Modulgruppe M, die durch e =0 (mod n) definiert ist. Diese Funktion kann aufgefaßt 
werden als Integral dritter Gattung jenes Gebildes, das aus dem als geschlossene Rie- 
mannsche Fläche aufzufassenden Fundamentalbereich von M, besteht; die arithmetische 
Funktion 7, ve ) ist denn als „„Periode‘‘ dieses Integrals dritter Gattung anzusehen !!), 

Da Y, ganzzahlig ist, nämlich nach (5.15) und wegen der in 4.1 bewiesenen Ganz- 


zahligkeit von ®, so zeigt (5.14) sogleich, daß 
( 0) 
ne?) 
eine absolute Invariante von M, ist. 


5.2. Die Perioden Y, bilden nach (5.17) eine zu M, isomorphe Abelsche Gruppe. 
Diese Abelsche Gruppe kann angesehen werden als Faktorgruppe der durch ‚|. ") — 0 


definierten Invarianzuntergruppe %, der Funktion log N Da %, eine Abelsche 
ei 


Faktorgruppe besitzt, muß %, die Kommutatorgruppe CE, von M, als Untergruppe 


besitzen. 
In einer früheren Arbeit !?) habe ich eine Methode zur Aufstellung von unab- 


hängigen Erzeugenden der Gruppen M, für primzahliges n angegeben und solche für 
einige niedrige n berechnet. Ich benutze die Erzeugenden von M,„ zum Schluß 


für zwei numerische Beispiele. 
I.n=2. Als Erzeugende von M, können nach der Tabelle S. 147 1. ce. ange- 


nommen werden: 
14 r 1 —1i 
s=|, “N =| 2 1) 


Da hier überdies V? = E ist, so muß 
2P,(V,) = Plli) = 0 


sein. Ferner ist 


nl el )=i 


Die Kommutatorgruppe C, von M, kann folgendermaßen charakterisiert werden: In 
einer Potenzproduktdarstellung der Substitution M durch $ und V, sei s die Summe 
der Exponenten der s, v, die Summe der Exponenten der V,. Hinreichend und not- 
wendig für die Zugehörigkeit von M zu G, ist dann offenbar 
s=(, %, =0 (mod 2). 
Zu 8, gehört M dann und nur dann, wenn Y,(M) = 0 ist, was 
s=(, v, beliebig 
erfordert. Also ist €, Untergruppe vom Index 2 innerhalb %,. Der Index von X, inner- 
halb M, ist dagegen offenbar (wie allgemein der von 2, in M,„) unendlich. 
II. n = 11. Als Erzeugende von M,, können gewählt werden 


PER a ee Te) 


u) ],e.®). 
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Die Gruppe M;,, ist frei, d.h. es bestehen keine Relationen zwischen den drei Erzeu- 
genden. Man hat zunächst 


wu =e(t N) -0( )-W 


Ferner ist 


vr) = wu us Mu u) 


3 4 3 4 33 4 
Erz -9 —1\_ = u (-9 —1 
ee. 
Die Berechnung dieser ® geschieht nach der in 4. 5 angegebenen Methode. Z.B. 
ist für ol . =“ ') folgendermaßen zu rechnen: 


— 8r —-i1l= —5(dtr+4) — (—- tr —1) 
3Tt+4 = —3(—-r—A1) — (—1), 
also 
y=--3, 1 =-3,9%=(-1)(-2)>=1 
8 —1 
| : .) _ EI 4-3 ee 2, 
Man findet so 
Pill) =2, Flle) =0. 
Sind s, v4, vg In einer Potenzproduktdarstellung von M die Summen der Exponenten 
bzw. von S, V,, V,, so ist die Kommutatorgruppe @,, von M,, charakterisiert durch 
s=ey=-u4=/; 





die Invarianzgruppe %,, für log en dagegen durch 
! 
ds + % — 0. 


Hier hat also 2,, einen unendlichen Index innerhalb M,.- 


ı2) Hamburger Abhandlungen 7 (1929), S. 134—148, insbes. S. 147. 


Breslau, den 21. September 1931. 





Eingegangen 24. September 1931. 
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Die Riemannschen Periodenrelationen für die elliptischen 
Modulfunktionen. 


Von E. Hecke in Hamburg. 





Die elliptischen Modulfunktionen der Stufe N, wo N eine natürliche Zahl > 6 sei, 
definieren ein algebraisches Gebilde; über seine Konstitution ist außer für einige nume- 
rische Werte von N nur sehr wenig bekannt. In einigen Arbeiten, welche in den Abh. 
des Math. Seminars Hamburg erschienen sind, habe ich die Integrale erster Gattung 
dieses Gebildes untersucht und zwar unter Benutzung der bekannten Gruppe der Auto- 
morphismen, welche das Gebilde N-ter Stufe besitzt. Diese Resultate lassen sich indes 
für das wichtigste Problem, die Bestimmung der Integralperioden, erst dann verwenden, 
wenn man die Bedingungen übersieht, welchen diese Perioden auf Grund der für jedes 
algebraische Gebilde gültigen Riemannschen Bilinearrelationen zu genügen haben. 
Letztere sind bekanntlich formuliert in der Ausdrucksweise der algebraischen Funktionen- 
theorie, mittels des Begriffes „‚kanonisches Schnittsystem‘‘, Es erwächst also die Auf- 
gabe, sie zu übersetzen in die Terminologie der Modulfunktionen, wobei an Stelle eines 
Querschnittes eine Substitution der Modulgruppe tritt. Die neue Formulierung muß 
überdies die Wirkung der Automorphismen übersehen lassen. 

In der vorliegenden Arbeit wird diese Aufgabe gelöst. $ 1 zeigt die Aufstellung 
eines Systems von Erzeugenden für die Gruppe /’(N) (Hauptkongruenzgruppe der 
Stufe N), in $ 2 wird der dem Riemannschen analoge bilineare Integralausdruck ein- 
geführt, dessen Auswertung auf zwei verschiedene Arten dann in $ 3 die Perioden- 
relationen für die Integrale der drei Gattungen liefert. In $4 wird mit den Methoden der 
algebraischen Gruppentheorie eine dritte Art der Auswertung gegeben, welche die 
Automorphismen des Gebildes heranzieht. 

Fragestellung und Methoden dieser Arbeit sind übrigens keineswegs auf die Modul- 
funktionen beschränkt, sondern haben Sinn für jedes algebraische Gebilde, das als 
Galoissches Gebilde über der schlichten Ebene aufgefaßt werden kann, d.h. für alge- 
braische Gebilde mit einer Gruppe von Automorphismen, deren Fundamentalbereich 
auf dem Gebilde das Geschlecht Null hat. 


$ 1. Konstruktion der Erzeugenden für die Untergruppen der Modulgruppe. 
Als Erzeugende der Modulgruppe /’(1) kann man bekanntlich die Substitutionen 
| U:!"=r+A und 


wählen, zwischen denen als einzige Relationen gelten: 
(1) 1! = 1, (TUP = 1. 


Journal für Mathematik. Bd. 167, 43 
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Für eine beliebige Untergruppe U von /'(1) erhält man dann ein System von Erzeu- 
genden von U auf folgende Art: Man zerlege /'(1) in Nebengruppen nach U 
TU=-UM+UM;+:--, 
wobei in jeder Nebengruppe ein beliebiges repräsentierendes Element M,, M,,... aus- 
gewählt sei, nur M, = 1 gewählt werde. Der Index von U darf endlich oder unendlich 
sein. Aus jedem M,„ entsteht durch Multiplikation mit U resp. T ein Element, das einer 
eindeutig bestimmten Nebengruppe angehört, die durch ein M mit einer Nummer f(h) 
resp. g(h) repräsentiert werde; es gibt also Elemente 5, resp. L, aus U, für die 
M,:T=Lyr: Mya), 
Sp, L zu U. 
Satz: Die L,, Sn bilden ein volles System von Erzeugenden für die Untergruppe \. 
Das ist nur eine andere Formulierung eines wohlbekannten Sachverhaltes betreffend 
die Fundamentalbereiche linearer Substitutionen: Man bezeichne mit A den Funda- 
mentalbereich der Modulgruppe /'(1) in der oberen Halbebene der komplexen Variabeln r. 
Die transformierten Bereiche U(A), T(A), U-1(A) sind die sämtlichen an A anstoßenden 
äquivalenten Bereiche. Ein Fundamentalbereich von U wird dann durch die Menge 
der Bereiche M„(4) gebildet (die bei geeigneter Wahl der M, sogar ein zusammen- 


hängender Bereich ist). Die an diese Menge M,„(4) angrenzende Menge M,U*"(A) und 
M,„T(4A) ist dann nach U mit den M,(4) äquivalent, und die diese Äquivalenz vermit- 
telnden Substitutionen ordnen gleichzeitig die Randstücke der M,„(A) paarweise ein- 
ander zu, derart, daß durch diese Randsubstitutionen die ganze Gruppe U erzeugt wird. 

Zum Beweise des Satzes geben wir gleich ein Verfahren an, um ein Potenzprodukt 
der T, U, wenn es zu U gehört, durch die S,, ZL, auszudrücken. Es sei allgemein P,„(T, U) 
ein Produkt aus 7, U, das aus genau n Faktoren besteht. Zu jedem Index A gibt es dann 
einen Index h’, so daß 


4... 


M,:Pn(T,U) =II - Mw - Pa-ı(T, U), 
wobei J/ ein Element S, oder L, bedeutet; (P, = 1). Ist nämlich der erste Faktor von 
P„ gleich U, also 
PT, U)=U-P,-ı(T,U), 
so ist 
M,„: P„(T,U) = M,„: U: P„-ı (T,U) = S, : Mym : Pa-ı (T, U), 
und analog, wenn 7 der erste Faktor in P,„ ist. Durch Iteration des Schlusses folgt 
M,: Pı{T,U)=1M,-II,-:-II,: Mr, 
wo jedes //; eines der Elemente 5, L aus (2) ist. Insbesondere ist für A = 1 wegen 
M,=-1 
P«T,U)=I, DO, :--I„: Mv. 
Gehört P„ überdies zu U, so ist M„ =1, weil ja die //; zu U gehören, und dadurch 
ist ?„ durch die 5,, Z, ausgedrückt. 


Aus den Relationen (1) für 7, U ergeben sich nun Relationen für die L,, $;. Zunächst 
liefern die durch (2) definierten ‚Funktionen‘ f(h), g(h) eine umkehrbar-eindeutige Ab- 


bildung der Indexmenge auf sich selbst; es mögen f "(k), g '(h) die inversen Abbildungen 
bedeuten, ebenso /g(h), ff(h) etc. die zusammengesetzten Abbildungen. Nun ist 


Mh, 79 u La . M zn) T= In . Low) . M gan) - 
Wegen 7? — 1 ist daher | 

















Hecke, Periodenrelationen für elliptische Modulfunktionen. 339 


(3) gg(h) = h, das heißt g(h) = g'(h), 
und 

(4) IL: Lo =1. 
Ebenso 


Mit den Abkürzungen 

(5) Kh) = fg(h), Du = In Sum 

erhält man daraus und aus (1) die Aussagen 
Ilkh)=h, Du Din Dun = 1. 

Zwischen den Z,,5„ bestehen außerdem noch weitere Relationen, deren Be- 
schaffenheit aber von der Auswahl der M,„ innerhalb ihrer Nebengruppen abhängt. 
Die Aufstellung aller unabhängigen Relationen wird durch die allgemeinen Methoden 
der Herren Reidemeister und Schreier !) geleistet, ist aber für die Zwecke dieser Arbeit 
entbehrlich. Jedoch ist noch eine Weiterführung für die spezielle Gruppe U = /'(\) 
nötig. 

Es sei also N eine natürliche Zahl >26 und U = (N) die Gruppe der Modul- 
substitutionen, welche mod N der Identität kongruent sind. Hier hat U einen end- 
lichen Index «(N). Es sollen die M„ noch folgende einschränkende Bedingungen er- 
füllen: Man wähle als M,„ die Substitutionen A,U” und zwar 


An r=1,2,...0 welN)= er 
A 
so, daß 
(6) A, =1, A” nn =0,1,...,N -1i; r=1,..,6 


sämtliche Nebengruppen repräsentieren. Das frühere Zeichen A ist dann eine Abkürzung 
für das Indexpaar (r,n): 
h= (r,n). 
Die 5, werden zumeist = 1; denn nach (2) wird 
Sem =1, Hr,n)=(r, rn +1) fürn =0,..,N —2;r=1,..,0 
(7) Sexy = AU”A;, fr, N-1)=(r0), r=A,...,e 


Die Bedeutung dieser Forderungen ist klar: Die A, sind Substitutionen, welche 
den Punkt & in die oa nach I'(N) inäquivalenten rationalen Punkte überführen. Die 
Gestalt A,U” der M, bewirkt, daß die oben erwähnten Bereiche M,(4) zwar noch 
nicht ein zusammenhängende Menge bilden, aber nur aus o Systemen von je N anein- 
andergrenzenden, von den rationalen Punkten A,(©) ausstrahlenden Fundamental- 
dreiecken bestehen. Damit diese ao Systeme noch in möglichst vielen Rändern zu- 
sammenstoßen und dadurch noch möglichst viele der Z, gleich 1 werden, hat man dann 
noch die A, in ihrer Nebengruppe passend zu wählen. 

Die genaue Anzahl der unabhängigen Erzeugenden von /'(N) ist aus der Theorie 
der Modulfunktionen bekannt; mit Hilfe des Geschlechtes p(N) des Fundamentalbe- 
reiches von /'(N), wobei 


U, 0 A; 
2p 2=% 102 N 6), 


ergibt sich bekanntlich, daß die F(N) eine freie Gruppe mit 
ir Vgl. etwa O. Schreier, Die Untergruppen der freien Gruppen, Hambg. Abh.5 (1927), S. 161. 


13* 
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2Pp+0-1- 7° 41 


Erzeugenden ist. Die Anzahl der $, ist o; zwischen den 


utro 
Elementen $;, L, bestehen nach (4), (5) 


FE RN 
en 


Relationen. Die noch fehlenden o — 1 Relationen brauchen wir nicht zu kennen. 


Für die nächsten Anwendungen merken wir noch ausdrücklich an, daß die 5, para- 
bolisch sind, soweit sie von 1 verschieden sind. 


$ 2. Das Riemannsche Kurvenintegral für zwei Integrale der Stufe N und seine 
Berechnung durch die Residuen. 


Unter einem Integral der Stufe N verstehen wir eine Funktion der komplexen 
Variabeln r, welche im Innern der oberen Halbebene bis auf Pole oder logarithmische 
Singularitäten regulär ist und sich bei den Substitutionen von IN) nur um additive 
Konstanten verändert. In den rationalen Randpunkten sollen, gemessen in den be- 
kannten ÖOrtsuniformisierenden, ebenfalls keine anderen Singularitäten vorhanden 
sein. 

Bei den folgenden Untersuchungen beschränken wir uns auf Integrale, die in r 
eindeutig sind; deren logarithmische Singularitäten können daher nur in der rationalen 
Randpunkten liegen. Ferner sollen — was keine wesentliche Einschränkung ist, aber 
formale Vereinfachung zur Folge hat — auch Pole nur in den rationalen Randpunkten 
zugelassen werden. Die Bezeichnung ‚Integral zweiter bzw. dritter Gattung‘‘ soll daher 
in dieser Arbeit auch ohne besonderen Zusatz stets solche Integrale bedeuten, die ihre 
singulären Stellen höchstens in den rationalen Randpunkten haben. 


Riemann erhält die Periodenrelationen dadurch, daß er ein Integral [jdp, wo 


J, g Integrale des Gebildes sind, längs einer Berandung erstreckt, durch deren Ein- 
führung die Mannigfaltigkeit einfach zusammenhängend wird, und dann dieses Integral 
auf zwei Arten auswertet. Für die Gruppe /'(N) liegt eine Zerlegung der Mannig- 
faltigkeit in u Teilgebiete nahe, die den u Bereichen M,(4) entspricht. Als Fundamental- 
bereich A der vollen Modulgruppe I'(1) wählen wir wie üblich das Kreisbogen-Dreieck 


1 1 
PER u une 
(8) 121, „eResH+z 
Es bedeute noch e die dritte Einheitswurzel 
1 in 
ale 22 ı. 


endlich r, irgendeinen Punkt mit dem Realteil — = und einer Ordinate >1 und y den- 


jenigen Teil des Randes von (8), der bei r, beginnend über o, ı, o +Ai nach 7, +1 ver- 
läuft. 

Für ein Integral erster oder zweiter Gattung j(7) und ein Integral erster oder 
zweiter oder dritter Gattung „(r) bilden wir nun den bilinearen Ausdruck 


(9) Bin 9) = 2 (Ma) deldir), 
=1 y 











u A 


a wu Bu A PR \ 
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worin M, das am Schlusse von $ 1 definierte Repräsentantensystem A,U" der Neben- 
gruppen von I'(N) durchläuft. 


Nach dem Cauchyschen Satz ist das Integral über y gleich dem Integral über die 
geradlinige Strecke 7,... zu + 1, und dieses läßt sich auf die Residuen des Differentials 
/(z)dyY(r) in den rationalen Randpunkten M,(®) zurückführen. Diese erste Art der 
Auswertung liefert zunächst 

+1 


Bi, 9)=f I) i(Mar)dp(Mir). 
. h 


Wenn j(r), wie angenommen wurde, von erster oder zweiter Gattung ist, stellt sich 
B(j, p) als von r, unabhängig heraus. Wir entnehmen diese Tatsache der Kürze halber 
aus der im folgenden Paragraphen sich ergebenden Darstellung von B(j, 9) durch die 
Perioden. Daher ist insbesondere 


+1 r+N 


Für jeden einzelnen Summanden setzen wir nun die Reihenentwicklung bei = » ein, 
beispielsweise für M, =1: 


. nt 


: 2ri —- 
Mr) = N’ oe u ’ 
n=—q 


m MT 


y(M,tT) = ar + Sbne” no; 
Hierbei ist «N das logarithmische Residuum von g(r) im Punkte ©, und g, s die Ord- 
nungszahlen des Poles r = » für die beiden Integrale. 


n+N j 
2ri 


(10) | AM;,t)dy(M T)=ac,+ N tbe-. 
7, — sig 

Die anderen Summanden j(M,t)dp(M,r) haben eine analoge Entwicklung für = ”, 
der Beitrag entspricht dem Residuum von j(r)dy(r) in der Spitze M,(©). Wegen der 
besonderen Gestalt der Repräsentanten M, = A,U” kommt die einzelne Spitze N-mal 
mit genau dem gleichen Betrag vor, und schließlich kommt also für B(j, 9) eine Summe 
von No Ausdrücken der Gestalt (10) heraus, von denen je N, die für dieselbe Spitze 
A,(&») gebildet sind, übereinstimmen. 


$ 3. Darstellung von B(j,y) durch die Integralperioden. 


Die Periodenrelationen entstehen schließlich nach Riemann so, daß B(7, 9) durch 
die Perioden von j und 9 ausgedrückt wird. Die zu einer beliebigen Substitution A 
aus I'(N) gehörigen Perioden P und Q@ von 7, bezeichnen wir so: 
Ar) = j(r) + P(A), glAr) = plr) + EA). 
Die Perioden eines Integrals erster oder zweiter Gattung für eine parabolische Sub- 
stitution A sind bekanntlich Null, daher ist insbesondere nach (7) 
(11) P(S,) = für alle A. 


Die Relationen (4), (5) zwischen den Erzeugenden ZL,, 5, bedeuten für die entspre- 
chenden Perioden wegen P(AB) = P(A) + P(B) = P(BA): 
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(12) P(L) + PL) = 0, 
P(®) + P(®ia) + P(®um) = 0 
und die gleichen Relationen für die Q. 
Daher wird endlich, indem wir das Integral über den Rand y in die vier Teil- 


integrale 
0 i e+1 z+1 
A DE et 
Y T% [% i e+1 
zerlegen, durch Zusammenziehen des ersten und vierten 
Ü +1 @ 


I S+J = SZ ame) dplMır) — [MUT dp.) 


T, o+1 


= S{ N} i(Mar) dp(Maz) — j(Miaye) + P(Sn)) dp(Mymr)} 


= — S P(S1) [dplMymr) = 0 
h % 


wegen P(5,) =0. Die beiden Bogen o...i und i...o +1 des Einheitskreises sind 
ferner durch die Substitution 7 aufeinander bezogen, und deshalb ist 


SS 4 [ a 12 /{Myr)dy(MıtT) — (1(Mamt) + P(L,))dp(Mgayt)} 


= — I P(Lı) Sdp(Myat) 
h E 
= 2 Piln) (PlMyme) — PlMami)). 
a) B(i,9) = I” P(Ln)(p(Mune) — PManö)). 
h 
Wegen 
i=Tiı 

ist 


22 P(L»)p(M amt) = = z P(L,)($(Mgayı) + 9(MamTi)) 
h 
1 e ’ 
= 22 Peln) (9(Mmi) + pl Mi) 


B 1 
= N PAUL") +5 Pl) DMami) +5 I" Pla) pm). 


In der zweiten Summe ersetze man hier h durch g(h) und berücksichtige gg(h) = h, dann 
erhält @(M,i) in der zweiten und dritten Summe den Faktor P(Z,) + P(Lyn), der nach 
(12) gleich Null ist. 

Mithin ist 


I PCI) pw) = —z S' PiLn) Ola). 


Analog ist der erste Bestandteil in (13) wegen 
TUe=o 


und 
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M,TU=&, M a) 
M,(TU)? = ©, Dun Muay 


1 
2 P(Lı) (Maag) = 5, PiLn)[p(Mame) + Plan Mine) + PlDon Dia Munne)] 
h 


1 
u PP P(L2) (2 QO(Dyn) + Q(Dyay)) 


1 
+ 32 Pia) (9(M me) + (Mi an)0) + 9(M usn0)) 


Faßt man in der letzten Summe die Glieder mit dem Term $(M,„o) zusammen, so tritt 
dieser mit dem Faktor auf 

(15) P(Lun) + P(La-m) + P(Lum)- 
Wegen 

P(Lyn) + P(L.) = 0 
ist dieser gleich 
— P(L,) — P(L,-1m) — Pl); 
und wegen (11) ist 
P(L.) = P(®ı), 


und endlich nach (12) ist (15) also gleich Null. Damit ist B(j, 9) durch die Perioden 
ausgedrückt: 


1 
Bi, Y) = 22 Pin) Q(L.) + 3.S Pin) (2 Q (Dun) + QlPya)) 
und dies ist nach einer kleinen Umformung: 
16) Büro) = S'PtLa) ll) - 5 I (Pla) — PlOm)) AO). 
h 


Die Periodenrelationen für die Integrale N-ter Stufe lauten also so: Der obige bilineare 
Ausdruck (16) in den Perioden P, Q der beiden Integrale j, p wird nach (10) durch die 
Entwicklungskoeffizienten von j, g an ihren singulären Stellen dargestellt. 

Insbesondere ist 

(17) Bi) =, 
wenn j und @ Integrale 1. Gattung sind. 

Der in den Perioden bilineare Ausdruck (16) hat noch nicht seine einfachste Form, 
da, wie erwähnt, zwischen den erzeugenden Substitutionen Z,, ®, noch Relationen be- 
stehen, also die P ebenso wie die Q noch nicht rational linear unabhängig sind. Für In- 
tegrale 1. und 2. Gattung läßt sich eine weitere Vereinfachung in dieser Richtung erzielen: 
Aus den Resultaten von $ 2 folgt leicht 


wenn 7, @ Integrale 1. oder 2. Gattung sind. Für solche ist daher 


B(7, 9) -5-(BÜj 9) — B(p, 7)) 


(18) = 6 N (PO) OO) — Piu) QOın)). 
h 


Damit ist der alternierende Charakter des Bilinearausdrucks hergestellt. 
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Unabhängig von der Kenntnis aller Relationen zwischen den erzeugenden Sub- 
stitutionen läßt sich nun noch eine sehr allgemeine Aussage über das Verschwinden von 
B(j, ) machen. 


$ 4. Gruppentheoretische Auswertung von B(j,Y). 


Diese Aussage kommt dadurch zustande, daß das Verhalten von 7, 9 bei beliebigen 
Modulsubstitutionen in die Untersuchung hineingezogen wird: 

Durch ein beliebiges Integral j der Stufe N ist nämlich ein Gruppencharakter der 
endlichen Gruppe I'(1)/I'(N) eindeutig bestimmt auf folgende Art: Unter den Differen- 
tialen d/(M, r) (kh=1,..., u) gibt es eine gewisse Anzahl linear unabhängiger, etwa f. 
Bei beliebigen Modulsubstitutionen in 7 erfahren diese f Differentiale offenbar lineare 
homogene Substitutionen unter sich, welche in ihrer Gesamtheit eine endliche Gruppe 
bilden, die mit der Modulargruppe M(N) mod. N, d.h. der Faktorgruppe von IN) in 
I'(1) isomorph ist. So entsteht aus j eine Darstellung von M(N) des Grades f, und diese 
mit &(j) bezeichnete Darstellung ist völlig durch 7 bestimmt, wenn wie üblich äquivalente 
Darstellungen als nicht verschieden gelten. 

Wir betrachten nun den einfachsten Fall, daß die Darstellung ©(/) irreduzibel ist. 
Hier gilt der folgende 

Fundamentalsatz: Für zwei Integrale 1. oder 2. Gattung j, p ist der bilineare Pe- 
riodenausdruck B(j, 9) = 0, wenn die Darstellungen ©(j) und ©(Y) irreduzibel sind und 
überdies 

(19) &(j) verschieden von G(9). 

Dabei bedeutet der Querstrich den Übergang zum konjugiert-imaginären. 

Der einfache Beweis beruht auf einer Umformung des Integranden in 2(7, p) 
vermöge einer wohlbekannten Relation zwischen den Koeffizienten verschiedener irredu- 
zibler Darstellungen einer Gruppe. 


Es seien nämlich = 9, 9... die linear unabhängigen unter den g(Mı r), 
dann gilt nach Definition für jede Modulsubstitution R ein Gleichungssystem 
dp, (kr) =Eehdg() P=hh...), 


wo die Koeffizienten Ch eine Matrix Cr; = (c}) konstituieren, welche nur von der Ne- 
bengruppe abhängt, der R nach I'(N) angehört. Die u Matrizen C; definieren die oben 
als ®&(@) bezeichnete Darstellung. Analog gilt für das Integral / = /, und seine linear un- 
abhängigen Konjugierten 73, Ja. --: 
J,(Rr) = 2 ayl,(?) +& (=1,2,...) 
Die additiven Konstanten a® kommen durch den Übergang vom Differential zum Integral 
hinein. Hiernach wird nun der Integrand in B(7, 9) 
2 jı(M,?) dp, (M,r) = 2 J,(?) dp ()2 an co’ + 2 ayıdp,(M,t). 

Wegen der gruppentheoretischen Voraussetzungen ist aber, wie wir nachher gleich zeigen 


werden, 
(20) & alıı cn = (0 für alle g, k. 


Nehmen wir das als bewiesen an, so ist also nach $ 2 
+1 To+N 


1 
Bin=| Satdnthr) = 


weil j(r) nach Voraussetzung von 1. oder 2. Gattung ist. 


/ 9% a, Adp,(Mır), 


T, 
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Hier ist endlich für jedes M = M, 
z+N 
f de(Mr) = p(MU”r) — p(Mr)=0, 


weil diese Zahl gleich der Periode von p(r) bei der parabolischen Substitution MU”M" 
ist, die ja für Integrale 2. Gattung gleich Null ist. 

Damit ist alles bewiesen, wenn wir noch die Relationen (20) herleiten. Dazu er- 
innern wir an folgende Beziehungen: 

Sind Ar = (au) und Br = (b3.), wo R die Elemente von M(N) durchläuft, die 
Matrizen je einer irreduziblen Darstellung A und B von M(N), so ist 


2 ak bRT" — (0) für alle :, k, p, q, 


wenn die Darstellungen A, B nicht äquivalent sind. 
Aus einer Darstellung B entsteht nun wiederum eine Darstellung durch Übergang 
zur transponierten reziproken Matrix. Setzt man also 


Ca = (cu) = Ba-ı = (bp), 
so lauten die obigen Gleichungen 

(21) 2 ac =0, 
wenn Ar und C/,-ı nicht äquivalent sind. Der Charakter von C„—ı ist aber konjugiert- 
imaginär zu dem Charakter von Cz. Mithin bestehen die Gleichungen (21), wenn Ar 
und Cr nicht äquivalent sind. Diese Voraussetzungen haben wir aber gerade für die 
Koeffizienten a;x, c,, In (19) gemacht. 

Für das Verschwinden von B(j, p) ist nach dem Vorangehenden von Wichtigkeit, 
ob die Charaktere von &(j), &() reell sind. Hat die Gruppe M(N) nur reelle Charaktere, 
wie z. B. im FallN = Primzahl der Form 4n + 1, so ist B(j, $) = 0, wenn ®(j) und &(p) 
verschieden sind. 

Die Bedeutung des Fundamentalsatzes liegt darin, daß danach die Integrale 1. und 2. 
Gattung 9 sich hinsichtlich des Verschwindens von B(7, 9), wo 7 von 1. Gattung ist, 
gleichartig verhalten für alle j, deren &(j) von ®(g) verschieden ist. Ein Unterschied 
bei der 4. und 2. Gattung kann nur bei den übrigen 7 auftreten: Wenn 9 von 1. Gattung, 
verschwindet B(j, 9) auch für diese /; wenn dagegen von 2. Gattung und nicht bereits 
die Perioden Null (oder solche der 1. Gattung) hat, dann kann B(7, 9) #0 sein und 
muß sogar für mindestens eines dieser / + O sein. Wenn man das Verhalten aller Integrale 
1. und 2. Gattung der Stufe N bei beliebigen Modulsubstitutionen kennt — und das läßt 
sich, wie ich inzwischen gefunden habe, unerwartet leicht erreichen — so gelangt man 
von seiten der algebraischen Gruppentheorie mit Hilfe des obigen Satzes zu neuen Ein- 
sichten über die Werte der Perioden der Integrale 1. Gattung. 


Hamburg, 9. Oktober 1931. 





Eingegangen 11. Oktober 1931. 
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Algebraische Funktionen von zwei Veränderlichen. 
B. Totale Differentiale. (Transzendenter Teil.) 


Von Heinrich W. E. Jung in Halle a. d. Saale. 





Die folgende Arbeit enthält in den Nrn. 1 bis 11 im wesentlichen die Untersuchungen 
von Herrn E. Picard über totale Differentiale zweiter Gattung. Man vergleiche das Buch: 
E. Picard et G. Sımart, Theorie des fonctions de deux variables ind&pendentes, das im 
folgenden mit PS unter Angabe von Band und Seite zitiert wird. Die hier gewählte 
Darstellung unterscheidet sich von der in dem angegebenen Buche durch die Verwendung 
der Matrizenrechnung und dadurch, daß keine vereinfachenden Voraussetzungen gemacht 
werden. Zu den letzten Nrn., wo es sich um die Berechnung und die Zahl der Differentiale 
erster Gattung, handelt, vergleiche man die beiden unter 6 und 7 in meiner Arbeit A, 
dieses Journal, Bd. 165, angegebenen Arbeiten von F. Severi. 


1. Der Körper K(y) und die Riemannsche Fläche R(y). (A, I, Nr. 8.) 


Wir betrachten den algebraischen Körper Ä der beiden unabhängigen Veränder- 
lichen x, y als einen Körper der einen Veränderlichen x, der von einem Parameter y alge- 
braisch abhängt, und bezeichnen ihn mit Ä(y). Die zu diesem Körper gehörende über 
der x-Ebene ausgebreitete n-blättrige Riemannsche Fläche heiße R(y), um ihre Abhängig- 
keit von y anzudeuten. Wenn A(y) zerfällt, soll hier unter dem Geschlecht g von ÄX(y) 
die Zahl der linear unabhängigen Integrale erster Gattung verstanden werden, die zu 
K(y) gehören. Der Veränderlichen y stellen wir eine einfache Zahlenebene zur Verfügung. 
In dieser denken wir uns die singulären Werte von y, etwa b,,d,,...,dy angemerkt, 
und zwar sollen folgende Werte von y singulär genannt werden. Erstens diejenigen Werte 
von %, für die zwei oder mehr Verzweigungspunkte von AR(y) zusammenfallen, so daß 
für diese Werte das Geschlecht g von K(y) erniedrigt wird. Zweitens jeder Wert b; von 
der Art, daß es mindestens eine Verzweigungskurve gibt, deren Projektion y — b; ist. 


2. Linear unabhängige Integranden 2. Gattung. (A, II, Nr. 2.) 

Es seien AR,, R,, . . ., Ra 29 linear unabhängige Integranden zweiter Gattung aus 
K(y). Wir bezeichnen mit R das System, das in einer Spalte die 2q Funktionen A; enthält. 
Wir setzen ferner /; = f R; dx und verstehen unter / das System der /;. Es besteht 
dann eine Gleichung, (A, S. 140), 


oR 08 
(1) zn +; 


2’ 


wo die in S enthaltenen 2g Funktionen 5; dem Körper K angehören und wo c ein aus 
rationalen Funktionen von % bestehendes quadratisches System ist. 








ww... 
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Es sei g ein aus einer Zeile von 2g rationalen Funktionen g, von % bestehendes 
System. Wir haben dann die beiden Funktionen 


(2) A=gR, B=gS 
miteinander verbundene Funktionen genannt und, wenn wir setzen 
(3) dJ = Adıx + Bdy, 


so gilt folgendes, (A, II, Nr. 2): 

Erstens: Gibt es zu A eine Funktion B, aus K, so daß Adx + B,dy ein vollständiges 
Differential ist, so ist B, bis auf einen nur von y abhängenden Summanden gleich B = gS. 
Zweitens: Man erhält auf diese Art alle linear unabhängigen totalen Differentiale zweiter 
Gattung des Körpers Ä, soweit sie nicht nur von y abhängen. 


3. Die Periodenkreise. 

Es seien C,,Cy...,C2,2g linear unabhängige Periodenkreise oder kurz Kreise 
von R(y), aus denen sich alle andern linear und ganzzahlig zusammensetzen lassen, die 
also eine Minimalbasis bilden. Das System, das aus der einen Zeile der C; besteht, be- 
zeichnen wir mit C. Jedem der Kreise C;, soll eine bestimmte Umlaufsrichtung zugeordnet 
sein, die wir positiv nennen. Wir setzen 

(4) ou = P Rıdz, 
wo das Integral in positivem Sinne über C; erstreckt werden soll. Das quadratische 
System der Perioden oz, heiße w, und zwar sollen in jeder Zeile die Perioden eines Inte- 
grals stehen, während eine Spalte die zu einem Kreise gehörenden Perioden aller Integrale 
enthält. 

Multiplizieren wir die Gleichung (1) mit dx und integrieren über die Kreise C;, 
so folgt, daß w einer linearen homogenen Differentialgleichung genügt, die wir mit E 
bezeichnet haben, (A, II, Nr. 3), nämlich der Gleichung 


(E) — =co. 


Da die Integranden AR; und auch die Kreise C;, linear unabhängig sind, so ist die Deter- 
minante von & von Null verschieden und ist eine Fundamentallösung von (E). Jede 
andere Lösung erhalten wir aus ihr durch hintere Multiplikation mit einem System, 
dessen Elemente konstant sind. 

Umläuft y einen der singulären Punkte, so gehen die C; in andere Kreise über, die 
aber wieder ein Fundamentalsystem bilden. Die C; erleiden also eine ganzzahlige unimodu- 
lare Substitution. Berücksichtigen wir den Zusammenhang der Perioden w, mit den 
Kreisen, so haben wir: 

Umkreist y den singulären Punkt 5; einmal in positivem Sinne, so gilt 


(5) C>Cv, o>-on; U WE} 


wo die »; ganzzahlige unimodulare Systeme sind. Es sind die Fundamentalsubstitutionen 
der Gleichung (E). 


4. Totale Differentiale zweiter Gattung. 
Das Differential dJ = Adx + Bdy, wo A und B durch (2) gegeben sind, ist dann 
und nur dann total, wenn die Integrabilitätsbedingung erfüllt ist. Das ergibt wegen 


(1), (A, II, Nr. 3): 
44* 
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Das Differential dJ ist dann und nur dann vollständig, wenn die rationalen Funktionen 
des Systems g dem linearen Differentialgleichungssystem 

(E’) n = — gt 
genügen. 

Die Gleichungen (E) und (E’) gehören zur Fuchsschen Klasse. Daraus folgt, was 
wir im folgenden öfter benutzen werden, daß jede eindeutige Lösung rational ist. 

Da die totalen Differentiale des Körpers ÄK, soweit sie nur von y abhängen, dem 
Körper K, vom Geschlechte p, angehören, (A, I, Nr. 1), so folgt: 

Die Anzahl der linear unabhängigen vollständigen Differentiale zweiter Gattung 
ist 2p, + r, wenn r angibt, wie viele linear unabhängige rationale Lösungen (E’) hat. 

Wir lassen die nur von y abhängenden Differentiale zunächst ganz außer acht. 

Aus (E’) folgt in Verbindung mit (E) 


(6) Er 


und umgekehrt folgt (E’) aus (E) und (6). Da gw die Perioden des Integrals f A dx ent- 
hält, so folgt: 
Das Integral f Adx des Körpers K(y) läßt sich dann und nur dann zu einem linearen 


Integral des Körpers K vervollständigen, wenn seine Perioden konstant sind. (PS, I, 100.) 

Man kann dann eine Funktion B, aus X, für die Adx + B,dy ein totales Differential 
ist, in folgender Weise bestimmen, (PS, I, 103). Es sei a ein Wert von x, und es seien 
21, 295 = + +, 7» die zugehörigen Werte von z, d. h. die Lösungen der Gleichung F(a, y, z) = 0. 
Dann kann man setzen 


(7) B=-1213 [Han Da}. 


E=T a,}), 
Denn da die Perioden von f A dx konstant sind, so wird B, eine Funktion aus X, und aus (7) 
folgt, daß die Integrabilitätsbedingung erfüllt ist. 


5. Integrale, die nur als Funktionen der einen Veränderlichen unendlich werden. 
Die Picardsche Darstellung von B, gestattet uns, folgenden Satz zu beweisen: 
Das Integral J = f Adx -+ Bdy werde nur für solche Kurvenprimteiler unendlich, 


längs deren Projektion y konstant ist. Dann läßt sich J als Summe zweier zu K gehörenden 
Integrale darstellen, von denen das eine von der ersten Gattung ist, während das zweite nur 
von y abhängt, also dem Körper K, angehört. 


Es werde J längs des Kurvenprimteilers ® unendlich, dessen Projektion y — k sei. 
Wir zeigen zunächst, daß A nicht längs ® unendlich wird. Es sei in der Umgebung von ® 











a — Bb 
(y—k/ (y — hf" 
wo a und 5 algebraische Funktionen von z sind. Hieraus folgt 
b 
J = rn betyKN, 
(y — k} en 


woraus wegen der Voraussetzung über J folgt, daß 5 nirgends unendlich werden kann, 
also konstant ist. Die Integrabilitätsbedingung liefert uns aber aus (8) a = db/dx, so daß 
a=(. Es kann also A nicht längs ® unendlich werden. 
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Bestimmen wir B, aus (7), so kann B, längs ® höchstens dann unendlich werden, 
wenn ® eine Verzweigungskurve ist; auf jeden Fall ist aber f B,dy längs® endlich. Daher 
ist J, = [Adx + B,dy ein Integral erster Gattung. Setzen wir ferner J = J, +J,, 


so wird dJ, = (B — B,) dy, und da dJ, ein totales Differential ist, so muß B — B, eine 
Funktion von y allein sein. Dasselbe gilt dann von J,. 


Den damit bewiesenen Satz können wir auch folgendermaßen aussprechen: 


Ist A =gAR ein Integrand erster Gattung aus Ä(y) und gibt es eine Funktion 
B aus K derart, daß Adx + Bdy ein vollständiges Differential ist, genügt also g der 
Differentialgleichung (E’), so läßt sich auch B immer so wählen, daß Adx + Bdy ein Diffe- 
rentialerster Gattung ist, (A, II, Nr. 10, Schluß). 


6. Ein Satz über die Gleichungen (E) und (E’). (PS, II, Kap. XII.) 


Da wir den Kreisen C; eine bestimmte Richtung gegeben haben, so können wir 
auch bei jedem ein rechtes und linkes Ufer unterscheiden. Wir bezeichnen mit u,z die 
Zahl der Übergänge von C, über C,, wobei jeder Übergang mit + 1 oder — 1 gerechnet 
werden soll, je nachdem C, vom rechten zum linken Ufer von C, geht oder umgekehrt. 
Es ist dann u& = — u,;. In Übereinstimmung hiermit setzen wir noch u. =0. Das 
System der u,; heiße u, und es gebe der erste Index die Zeile an. 


Es seien C1,C3,...,C2,29 Kreise, die die Riemannsche Fläche AR(y) kanonisch 
zerschneiden, und zwar möge C1 mit C3, C3 mit C},..., und C3,_, mit C3, je einen Schnitt- 
punkt haben, während die Kreise im übrigen einander nicht treffen. Die positiven Rich- 
tungen der C; seien so gewählt, daß die Übergangszahl von C3ı_ı über C3; gleich + 1 ist. 
Das quadratische System dieser Übergangszahlen, das mit E bezeichnet sei, entsteht dann 
dadurch, daß man das System mit den beiden Zeilen 0,1 und —1,0 g-mal diagonal an- 
einander reiht und mit Nullen zu einem quadratischen System von 2g Zeilen auffüllt. 


Da sowohl die C; wie die C; ein Fundamentalsystem von Kreisen sind, so bestehen 
Gleichungen der Form 
(9) Cole ”’=-6G, 


wo a und 5 zu einander reziproke unimodulare ganzzahlige Systeme sind. Hieraus folgt, 
wenn wir das zu einem System transponierte durch Überstreichen bezeichnen, 


(10) E=bUb, U = äEa. 
Wir nennen die zu C7 gehörenden Perioden wz, setzen also, analog zu (4), 
(11) o% =PRıdr, 
wo das Integral in positivem Sinne über C/ erstreckt werden soll. Dann ist wegen (9) 
(12) o= wa, w = ob. 
Es sei gesetzt !) 
(13) $ Irdlı = hu, 


wo das Integral über alle Kreise C; in positivem Sinne erstreckt werden soll. Einmal ist Ay, 
gleich dem Produkte aus 2x: und der Summe der Residuen des Differentials /;d/;,. Ist 
das Residuum für eine Stelle p der Riemannschen Fläche A(y) gleich 5, so ist 5 eine 
algebraische Funktion von y, und an denn — 1 zu p konjugierten Stellen ist das Residuum 
gleich den zu 5 konjugierten Funktionen. Daher wird die Summe aller Residuen und 





1) Zu dem folgenden vergleiche man etwa Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer 
Var:abeln, Vorlesung 22, $2, und auch Vorlesung 25, 26. 
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damit auch Ay eine rationale Funktion von y. Bezeichnen wir das quadratische System 
der hu mit H, so ist weiter 


(14) oE® =H. 
Wegen (12) folgt hieraus 

(15) oU'o=H, wo U’=bE£b. 
Da E = — 1, also ET'= —E, so folgt aus (10) 

(16) U=-- U". 


Wegen ua = — ugist U= — U, U’= — U’, und aus (15) folgt, daß auch 7= —H, 
was sich auch aus (13) ergibt. 

Da U’ konstant und H rational in y, so ändern sich diese beiden Systeme nicht, 
wenn % einen singulären Punkt umläuft. Aus (5) und (15) schließen wir daher 


(17) wWu=l", i=1,2...N. 
Setzen wir H’= — H', so ist nach (15) 
(18) oaH’o=U. 
Ist daher 
(19) g = oH’' oder = Hg, 


so ist nach (18) gw konstant und nach den Ergebnissen von Nr. 4 ist daher g eine Lösung 
von (E’), wenn w eine von (E) ist, und umgekehrt. Also: 

Aus jeder Lösung g von (E’) ergibt sich auf rationalem Wege eine Lösung w von (E) 
und umgekehrt, nämlich durch die Gleichungen g = wH’, » = H3. 

Daraus schließen wir weiter: 

Die Gleichungen (E) und (E’) haben gleichviel linear unabhängige rationale 
l,ösungen. 

Und in Verbindung mit dem Satze aus Nr. 4: 

Die Zahl r der linear unabhängigen totalen Differentiale zweiter Gattung, abgesehen 
von den nur von y abhängenden, ist gleich der Zahl der linear unabhängigen rationalen 
Lösungen von (E). 


7. Die Perioden. 

Wir wollen sagen, ein Integral zweiter Gattung J = [Adx + Bdy ist äquivalent 
0, J = 0, wenn es die Summe einer Funktion aus Ä und eines nur von y abhängenden 
Integrals ist. Wir wollen ferner mehrere Integrale zweiter Gattung linear abhängig in 
weiterem Sinne nennen, wenn eine lineare Funktion von ihnen mit konstanten Koeffi- 
zienten äquivalent zu Null ist. Wie wir gesehen haben, gibt es in X r in weiterem Sinne 
linear unabhängige Integrale zweiter Gattung, zu denen noch 2p, kommen, die nur von y 
abhängen. 

Wir erhalten alle Integrale J = [Adx + Bay, die nicht äquivalent Null sind, 


wenn wir A = gR wählen, wo das System g aus 2g rationalen Funktionen von y besteht. 
Da die Integranden R; linear unabhängig sind, so ist dann und nur dann J —0, wenn 
A identisch Null ist, wenn also g = 0. 

Um eine Periode des Integrals J zu erhalten, haben wir J über einen geschlossenen 
Weg, den wir auch hier einen Kreis nennen, zu integrieren. Zu diesen Kreisen gehören 
auch die Kreise C; der Riemannschen Fläche R(y). Sie sind dadurch ausgezeichnet, 
daß längs ihnen y konstant ist, also dy = 0. Daher sind die Perioden des Integrals A dx, 
aufgefaßt als Funktionen von x, unter den Perioden von J enthalten, woraus wieder folgt, 
daß diese Perioden konstant sein müssen. Wir zeigen zunächst: 

















ri 


Jung, Algebraische Funktionen von zwei Veränderlichen. 351 


Das Integral zweiter Gattung J = [Adx + Bdy ist dann und nur dann zu Null 
äquivalent, wenn die Perioden von fAdx verschwinden. 


Zuerst können wir, wenn nötig, durch Subtraktion einer Funktion aus X erreichen, 
daß A die Form gAR hat, so daß wir von vornherein diese Annahme machen können. 
Da aber die 2q Integranden zweiter Gattung AR; linear unabhängig sind, so verschwinden 


die Perioden von f A dx dann und nur dann, wenn g = (0), also A identisch Null ist. Dann 
aber ist J eine Funktion von y allein. 
Das System der Perioden von [A dx ist gw. Andrerseits bezeichnen wir den Wert 


des über C; erstreckten Integrals mit ?, und das System der 29 Konstanten P, mit P, 
so daß 


(20) go=P. 
Lassen wir y den singulären Punkt 5b; umkreisen, so geht ® in w»; über, also gw in 


guy; =P»v,. Da aber die P, konstant sind, sich also nicht ändern können, so folgt, 
daß P den Gleichungen genügt, (PS, I, 99), 


(I) P«=P., 7% We 
Die Zahl der linear unabhängigen Lösungen dieses Gleichungssystems sei r’. Dann ist 
erstens 


(21) 2 72 
Es sei nämlich r > r’. Ferner seien 
(22) t, = [Ardzx + Bıdy, EZ 7 TOBEn | 


r in weiterem Sinne linear unabhängige Integrale zweiter Gattung. Es können dann die 
Integrale f A,dx höchstens r’ linear unabhängige Perioden haben, und wenn r>[r', 


so können wir r Konstante c; so bestimmen, daß die Perioden von f 2c; Ardx sämtlich 


Null sind. Dann aber ist nach dem in dieser Nummer bewiesenen Satz das Integral Fczt; 
äquivalent zu Null, und cGie r Integrale {; wären gegen die Annahme in weiterem Sinne 
linear abhängig. 

Zweitens können wir aber zeigen, daß 

(23) ‚2Fr. 


Dazu genügt es zu beweisen, daß es zu jeder Lösung P von (I) ein Integral gibt, das das 
Periodensystem P hat. Es sei also P eine Lösung von (I). Dann bestimmen wir g aus (20). 
Da die Determinante von » von Null verschieden ist, so ergibt sich eindeutig g = Pw. 
Nun umkreise y den singulären Punkt b,. Dabei gehe g in g(® über. Da » in w»; über- 
geht, so folgt aus (20), daß g"w»; = P, oder auch, da P den Gleichungen (I) genügt, 
doy; = P»,, woraus weiter folgt g’w = P oder gÜ = Pw!=g. Es sind daher 
die in g enthaltenen Funktionen eindeutige Funktionen von y und also rational, da die 
Funktionen der Matrix & sich überall bestimmt verhalten. Setzen wir A =gR, so 
gehört A dem Körper Ä an, und das Integral f A dx hat die Perioden P. Da diese kon- 
stant sind, so kann man A dx zu einem vollständigen Differential des Körpers Ä ergänzen, 
und das zugehörige Integral hat die Perioden P und ist nicht zu Null äquivalent. Damit 
ist gezeigt, daß die Zahl der in weiterem Sinne linear unabhängigen Integrale zweiter 
Gattung mindestens so groß ist wie die Zahl der linear unabhängigen Lösungen von (I); 
d.h. aber, es ist r>r‘. Aus (21) und (23) folgt: 


Die Zahl der linear unabhängigen Lösungen von (T) ist r. 
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8. Die varianten Kreise. 


Es sei P, ein ganzzahliges unimodulares System, dessen erste r Zeilen r linear 
unabhängige Lösungen von (I) sind, während die letzten 29 — r Zeilen irgendwie so 
gewählt sind, daß die Determinante von P,den Wert 1 hat. Da die ersten r Zeilen von ?, 
den Gleichungen (I) genügen, so stimmen die ersten r Zeilen von P,v;P5 " mit den ent- 
sprechenden des Einheitssystems überein. Wir bezeichnen das transformierte System 
mit »; und schreiben es, indem wir es in vier Teilsysteme zerlegen, in folgender Form: 

_ f x 
1 Mi 
Dabei soli 1 das Einheitssystem r-ter Ordnung bedeuten und O ein System mit r Zeilen 
und 2qg — r Spalten, dessen Elemente Nullen sind. Wir führen statt der Basis C von 
Kreisen eine neue durch die Gleichung 


(24) vi = P,uPi" 


(25) C=CPs' 
ein. Umläuft y den singulären Punkt b;, so gilt dann nach (5) 
(26) C =. CP," = C’P,uPs" = C Y. 


Wir setzen 2g —r = h und bezeichnen die Ah letzten Kreise C, mit K,K,,-...,K 
und ihre Gesamtheit mit Ä, setzen also 

(27) K = (KK: As). 

Da Jeder Kreis aus den C, zusammensetzbar ist, so folgt aus (26) wegen der durch (24) 
gegebenen besonderen Form eines jeden »;: 

Durchläuft y irgendeinen geschlossenen Weg, so nimmt jeder Kreis zu um einen 
Kreis, der sich aus den Kreisen Ä,„ zusammensetzt. 

Durch diese Eigenschaft sind die Kreise Ä, in ihrer Gesamtheit eindeutig be- 
stimmt, wenn wir noch die Bedingung hinzunehmen, daß ihre Anzahl möglichst klein 
sein soll. Es sei nämlich X’ = (K1, K2,..., Kn) ein System von A’ linear unabhän- 
gigen Kreisen derart, daß bei einem Umlauf von y jeder Kreis übergeht in sich selbst, 
vermehrt um eine lineare Kombination der X). Wir ergänzen die X, durch Hinzu- 
nahme von r’ =2g — h’ Kreisen zu einer Basis A = (A,, As, . . ., Ag,), die freilich nicht 
immer eine Minimalbasis sein wird, wobei die Bezeichnung so gewählt sei, daß die A’ 
letzten A, das System Ä’ bilden. Wenn y den Punkt 5; umläuft, gehe A in Ao, über. 
Wegen der über X’ gemachten Voraussetzung stimmen die ersten r’ Zeilen der Systeme 
o, mit denen des Einheitssystems überein. Daher haben die Gleichungen Po; =P, 
((=1,2,..., N), die nichts anderes sind als die Gleichungen (I), wenn wir A an Stelle von 
C als Basis wählen, mindestens r’ = 2g — h’ linear unabhängige Lösungen, nämlich 
diejenigen, bei denen die Ah’ letzten der Unbekannten ?, den Wert Null haben, während 
die ersten r’ willkürlich bleiben. Da andrerseits die Gleichungen (I) genau r linear 
unabhängige Lösungen haben, so folgt r’ sr oder A’ Zh. Soll also die Zahl Ah’ der 
in K’ enthaltenen Kreise möglichst klein sein, so ist A’ = h. 

Nach diesem ersten Ergebnis können wir weiter zeigen, daß K und Ä’ gegen- 
seitig linear voneinander abhängen. Umläuft y den Punkt b,, so gilt 

(28) C>C + Ko, und C>C + K’o;, also Ko; = K’ai, 
wo o; und o; ganzzahlige Matrizen mit h Zeilen und 2gq Spalten sind. Da in (28) weder 
die K noch die K’ sich durch weniger als h Kreise ersetzen lassen dürfen, so haben die 
beiden Matrizen mit je 29/N Spalten, die man erhält, wenn man einmal die Matrizen o; 
und einmal die o/ nebeneinander schreibt, den Rang h. Dann aber ergibt sich aus (28) 
die Behauptung. | 
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Wir nennen die h Kreise Ä,, die, wie wir gesehen haben, in ihrer Gesamtheit ein- 
deutig bestimmt sind, variante Kreise. Es gibt also h linear unabhängige derartige 


Kreise. Der Sinn der Bezeichnung wird erst später klar werden. Die Haupteigen- 
schaft dieser Kreise ist folgende: 


Ist J = [Adx + Bdy ein Integral zweiter Gattung, so sind die zu den varianten 
Kreisen gehörenden Perioden von [Adx alle Null. 


Zum Beweise wählen wir C’ als Basis der Kreise. Es sei P; die zu Ci} gehörende 
Periode von J. Es bestehen dann die Gleichungen (I), die hier die Form P»{ = P haben. 
Wegen der durch (24) gegebenen Gestalt der Matrizen »; haben diese Gleichungen die 
Lösungen, bei denen die A letzten ?; Null sind, während die r ersten willkürlich bleiben. 
Das sind aber r linear unabhängige Lösungen, und da die Gleichungen (I) nicht mehr 
besitzen, so sind dies alle. D.h. aber, die letzten k Perioden P; müssen verschwinden. 
Das sind aber gerade die zu den varianten Kreisen Ä, gehörenden. 


9. Die invarianten Kreise. 


Wir fragen uns, ob es Kreise gibt, die immer wieder in sich übergehen, wenn y 
einen geschlossenen Weg durchläuft. Diese Kreise heißen invariante Kreise. Es sei k 
ein solcher Kreis und es sei k =CQ, wo Q eine Spalte von 2g ganzen Zahlen sein soll. 
Umläuft y den Punkt b;, so geht nach (5) k in C’v,Q über, bleibt also dann und nur dann 
ungeändert bei allen Umläufen von y, wenn 


(II) vo =Q, i=1,2,...,N. 
Es gibt also soviele linear unabhängige invariante Kreise wie es linear unabhängige 
Lösungen von (II) gibt. Es ist aber (II) auch die Bedingung dafür, daß die Lösung »Q 
der Differentialgleichung (E) eindeutig, also rational ist. Daher ist die Zahl der linear 
unabhängigen Lösungen von (II) und damit auch die Zahl der linear unabhängigen 
invarianten Kreise gleich der Zahl r der linear unabhängigen rationalen Lösungen von 
(E). Dasselbe Ergebnis erhalten wir, indem wir zeigen, daß jeder Lösung von (I) eine 
von (II) entspricht und umgekehrt, (PS, II, 390). Es sei nämlich P eine Lösung 
von (I), so daß, wenn wir zu den transponierten Systemen übergehen, »;P = P. Daher 
folgt aus (17) durch hintere Multiplikation mit P, daß »U’P=U’P. D.h. aber, 
wenn wir die ebenso zu beweisende Umkehrung hinzunehmen: 

Ist P eine Lösung von (I), so ist @ = U’P eine von (II), und ist umgekehrt Q 
eine Lösung von (II), so ist ? = QU eine Lösung von (I). 

Dabei ist benutzt, daß das transponierte System U von U gleich — U ist, (Nr. 6). 

Zusammenfassend können wir also sagen: 


Bedeutet r die Zahl der in weiterem Sinne linear unabhängigen totalen Differentiale 
zweiter Gattung, so ist r auch die Zahl der linear unabhängigen Lösungen von (1) und (II) und 
die Zahl der linear unabhängigen rationalen Lösungen von (E) und (E’). Ferner ist r die 
Zahl der I. u. invarianten und h =2q —r die der |. u. varianten Kreise. 


Es sei noch hervorgehoben: Die Perioden eines Integrals zweiter Gattung [Ad«, 
wo A dem Körper K angehört, die zu den invarianten Kreisen gehören, sind rationale Funk- 
tionen von y. Ist A so beschaffen, daß das Doppeldifferential Adxdy für endliche Werte 
von y überall endlich bleibt, so sind diese Perioden ganze rationale Funktionen von y. 


Denn diese Perioden sind eindeutige Funktionen von y, und da sie sich als Lösungen 
einer Fuchsschen Differentialgleichung überall bestimmt verhalten, so sind sie rational. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 45 
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Es sei Q, ein ganzzahliges unimodulares System, dessen erste r Spalten r linear 
unabhängige ganzzahlige Lösungen von (II) seien. Führen wir dann durch C”’ = CQ, 
eine neue Basis C” für die Kreise ein, so sind die ersten r dieser Kreise invariant. Geht 
ferner €” in C”’»i’ über, wenn y den Punkt b; umläuft, so ist »;’ = Q5 '»;Q,, und wegen 
(Il) stimmen die ersten r Spalten von »/’ mit denen des Einheitssystems überein. (Vgl. 
Nr. 5.) 


10. Die varianten und invarıanten Kreise. 


Wie wir gesehen haben, gibt es h variante und r invariante Kreise. Dar +h = 2g, 
so liegt es nahe, r invariante und A variante Kreise zu einer Basis zu vereinigen. Es 
muß aber erst gezeigt werden, daß die invarianten Kreise von den varianten linear 
unabhängig sind. Das folgt aus den bisher bewiesenen Eigenschaften keineswegs. 
Es wäre sogar denkbar, daßr =h = g, und daß die varianten Kreise mit den invarianten 
identisch sind. Der Vollständigkeit halber sei der Beweis für die Unabhängigkeit der 
beiden Arten von Kreisen voneinander hier angegeben. Man vergleiche dazu die in A 
unter 7 angegebene Arbeit von Severi. 


Es wird nicht unmittelbar bewiesen, daß ein invarianter Kreis nicht gleichzeitig 
variant sein kann, sondern es wird zunächst gezeigt, daß von den Perioden der linearen 
Integrale zweiter Gattung, die zu den r invarianten Kreisen gehören, r linear unabhängig 
sind. Daraus folgt, daß kein invarianter Kreis vorhanden sein kann, derart, daß die 
zu ihm gehörenden Perioden sämtlicher Integrale zweiter Gattung verschwinden. Das 
würde aber eintreten für einen invarianten Kreis, der gleichzeitig variant ist, da nach 
Nr. 8 die Periode eines jeden Integrals zweiter Gattung, die zu einem varianten Kreise 
gehört, Null ist. 

Es sei 7T eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit, deren Punkten die Stellen des 
Körpers X eineindeutig entsprechen. Der dreidimensionale und der lineare Zusammen- 
hang von 7 sind nach einem Satze von Poincar& von derselben Ordnung, die mit o+1 
bezeichnet sei. Es gibt dann o linear unabhängige geschlossene dreidimensionale Räume 
tı,ta,...,2, innerhalb 7, so daß jeder andere derartige Raum aus diesen o linear zu- 
sammengesetzt werden kann. Und es gibt ebenso o linear unabhängige Kreise, d.h. 
eindimensionale geschlossene Räume, innerhalb 7, so daß jeder andere Kreis aus diesen o 
zusammengesetzt werden kann. Diejenigen Punkte von 7, denen derselbe y-Wert zu- 
gehört, bilden einen zweidimensionalen Raum, der topologisch gleichwertig ist mit der 
Riemannschen Fläche R(y) und den wir geradezu mit AR(y) identifizieren. Es ist der 
Schnitt von 7 mit einem Raume y = konst. Unter den in 7 enthaltenen dreidimen- 
sionalen geschlossenen Räumen seien A linear unabhängige, die von einem Raum 
y = konst. i. a. nicht geschnitten werden. Wir können annehmen, daß diese unter den t; 
enthalten sind, und zwar als die A letzten. Diese werden dann von jedem Raum 
x = konst. geschnitten, und zwar in einem Kreise, der topologisch gleich einem der 
Kreise der Riemannschen Fläche ist, die zu dem Körper Ä, der nur von y abhängenden 
Funktionen gehört. Umgekehrt entsteht aus jedem solchen Kreise, wenn wir x alle 
Werte durchlaufen lassen, innerhalb 7 ein geschlossener dreidimensionaler Raum, der 
von einem Raum y = konst. i. a. nicht getroffen wird. Daher ist A = 2p,, wo p, das 
Geschlecht von Ä, ist. 

Die ersten o — A der Räume i;, werden von einem Raume y = konst. in o — 4 
Kreisen der Riemannschen Fläche R(y) geschnitten, und zwar in invarianten Kreisen, 
da jeder dieser Kreise eindeutig durch y bestimmt ist. Diese Kreise sind außerdem für 


























Jung, Algebraische Funktionen von zwei Veränderlichen. 355 


nicht speziell gewähltes y linear unabhängig, woraus folgt, daß r>o-— 4. Anderer- 
seits beschreibt jeder invariante Kreis von AR(y) einen dreidimensionalen geschlossenen 
Raum, wenn y alle Werte durchläuft, und die r so aus r unabhängigen Kreisen ent- 
stehenden Räume sind unabhängig, so daß oe —A>r. Es ist aloo—A=r. Daher 
folgt: 

Es habe y keinen der singulären Werte. Es seien #,i =1,2,...,2p,, unabhängige 
Kreise von K, und k, iv =1,2,...,r, unabhängige, invariante Kreise von R(y). Dann 
sind die 2p; + r Kreise x; und k; auch unabhängige Kreise von T oder K, und jeder andere 
Kreis läßt sich aus diesen linear zusammensetzen. 


Ferner: Die Ordnung des dreidimensionalen und die des linearen Zusammenhangs 
von K oder T ist r+2p,;, +1, d.h. um 1 größer als die Zahl der linear unabhängigen 
linearen Integrale zweiter Gattung. 

Hieraus folgt, daß jede Periode eines Integrals zweiter Gattung durch die r + 2p, 
Perioden, die zu den r + 2p, Kreisen x; und k; gehören, linear ausdrückbar ist, und 
diese r + 2p, Perioden müssen dann unabhängig sein, da die Zahl der linear unab- 
hängigen Perioden mindestens so groß ist wie die der Integrale. Dann sind aber auch 
die r Perioden, die zu den Kreisen k; gehören, linear unabhängig. Und das war noch zu 
beweisen. 

Wir wissen also jetzt, daß die invarianten Kreise von den varianten innerhalb R(y) 
unabhängig sind, wodurch die Bezeichnung erst ihre Berechtigung erhält. Innerhalb 
T sind die Kreise Ä, entweder von den Kreisen x; und k, abhängig oder sie sind Null- 
kreise. Der erste Fall kann nicht eintreten; denn, da die Perioden unserer Integrale, 
die zu einem Kreise X, gehören, Null sind, so würde folgen, daß die Perioden, die zu 
den Kreisen x; und k; gehören, linear abhängig sind. Also: 

Die varianten Kreise sind innerhalb T Nullkreise. 


11. Die varianten und invarianten Kreise als Basis. 

Wir wählen in R(y) als Basis C der Kreise die invarianten Kreise k; und die vari- 
anten Ä,. Es bedeute k die Zeile der k; und K die der K;,. Es sei also C = (k, K). Diese 
Basis C braucht freilich keineswegs eine Minimalbasis zu sein. Das heißt, es läßt sich 
zwar jeder Kreis von R(y) aus den Kreisen von C linear zusammensetzen, aber nıcht 
notwendig ganzzahlig.. Und es kann sehr wohl eintreten, daß man auch durch andere 
Wahl der k, und X; nicht erreichen kann, daß C eine Minimalbasis wird. Ebensowenig 
kann man immer erreichen, daß die Zerschneidung von R(y) längs der Kreise k; und X, 

+ 


eine kanonische ist. Als Beispiel empfehle ich dem Leser den durch z = Yy + Ya — y 
definierten Körper K. 

Es seien weiter t,,y,...,f2, linear unabhängige Integrale zweiter Gattung des 
Körpers K(y), und zwar seien sie folgendermaßen gewählt. Die Perioden der r ersten 
seien konstant. Die zu den Kreisen K,; gehörenden sind dann Null. Da die zu den 4; 
gehörenden linear unabhängig sind, so können wir annehmen, daß die zu Ak, gehörende 
Periode von ?, gleich 1 ist, während alle anderen Perioden von i, verschwinden, 
(«x =1,2,...,r). Das Periodensystem der ersten r der t; stimmt dann überein mit der 
Matrix, die aus den ersten r Zeilen des Einheitssystems der Ordnung 2q besteht. Die 
letzten 29 — r = h Integrale t; sollen so gewählt werden, daß ihre zu den Kreisen Ak, 
gehörenden Perioden Null sind. Es ist zu zeigen, daß es Ah linear unabhängige derartige 
Integrale gibt. Wir gehen von den 2q Integralen /, aus, (Nr.2). Jedes andere 


Integral zweiter Gattung von Ä(y) läßt sich in der Form it = g/ darstellen, wo g eine 
45* 
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Zeile von 2q rationalen Funktionen von y ist. Die Perioden von t sind gw. Bezeichnen 
wir die ersten r Spalten von ®, in denen die zu den Kreisen k; gehörenden Perioden, 
also rationale Funktionen von y stehen, mit &,, so muß go, = 0 sein, wenn die zu den 
Kreisen k,; gehörenden Perioden von t verschwinden sollen. Das sind aber r linear 
unabhängige homogene Gleichungen für die 29 unbekannten Funktionen g,. Da die 
Koeffizienten rational sind, so ergeben sich aus ihnen 29 — r = h linear unabhängige 
rationale Lösungen, also gerade das, was wir haben wollen. 

Auf die so gewählten Kreise und Integrale wollen wir die Ergebnisse der früheren 
Nummern anwenden und zusehen, welche Besonderheiten eintreten. Wenn y den sin- 
gulären Punkt 5, umläuft, geht jeder der Kreise k; in sich über, während die Kreise X, 
in lineare Kombinationen voneinander übergehen. Daher haben wir: 

Wenn % den Punkt 5b; umläuft, so gilt 

Krk C=tkK)=on, wr=|i0] 

Die Gleichungen (I) und (II) haben jede genau r linear unabhängige Lösungen. 
Bezeichnen wir die aus den letzten A Elementen von P und Q bestehenden Systeme 
mit P, und Q,, so lauten die Gleichungen hier 

(34) Pu == Po Qu = Q, für =1,2..,F, 

(35) Pomi = Po, MR =; i=1,2,...N. 

Es bleiben daher die ersten r der Größen P, und Q, beliebig, während die letzten A Null 
sein müssen, damit die Zahl der Lösungen nicht zu groß wird. Daraus folgt: 

Die N Systeme uw; haben die Eigenschaft, daß die Gleichungen P,uw = P, und 
iQ, = Q, nur die Lösung P, = 0, Q, = 0 haben. 

Schreiben wir das System U’ ın der Form 

’ X ß' 
n y' d ’ 
wo «&’ und ö’ quadratische Systeme der Ordnungen r und Ah sind, so folgt aus (17) und 
(33) ;y’ = y’, woraus sich nach dem eben Bewiesenen y’ =0 ergibt. Da U’ schief- 


symmetrisch ist, so ist 8’ = —y', so daß auch #’=0. Es hat dann U = — U”! 
die Form 
& 0 
(+6) u=|5,- 


wo & und ö quadratische Systeme der Ordnungen r und A sind, und zwar schiefsymmet- 
rische, da dasselbe von U gilt. Die Determinante von U verschwindet nicht, also auch 
nicht die von & und die von ö. Daraus aber folgt, daß r und h gerade Zahlen sind, da 
eine schiefsymmetrische Determinante ungerader Ordnung immer den Wert Null hat, 
(PS, II, 423). Außerdem ergeben sich aus (17) und (33) noch die Gleichungen 

(37) wow —=bd, i=12..,X8: 

Beachten wir die Bedeutung der Elemente von U als der Übergangszahlen der Kreise 
der Basis übereinander, 50 schließen wir aus (36), daß die Übergangszahlen der varianten 
Kreise über die invarianten Null sind. Wenn die Riemannsche Fläche A(y) nicht zer- 
fällt, können wir daher die Kreise k; und X, so wählen, daß keiner der Kreise k; einen 
der K; trifft. Wenn aber AR(y) zerfällt, so geht das i.a. nicht, (PS, II, 424). 

Das Periodensystem ® hat die Form 


10 
(38) o=-l,.|; 





fü 


di 


so 
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wo 2 ein quadratisches System der Ordnung Ah ist. Aus der Gleichung (E) ergibt sich 
für die Matrix c die Gestalt 


[0 | 
(39) nes is 
und statt (E) erhalten wir die Gleichung 
d2 
(E,) dy = aß. 


Diese hat keine rationale Lösung. 


12. Integrale erster Gattung. 

Wir betrachten im folgenden die Integrale erster Gattung eingehender, abgesehen 
von denen, die nur von y abhängen, die also dem Körper K, angehören. Deren Zahl 
ist P,, und sie sind nach bekannten Methoden zu bestimmen. 

Die Integranden zweiter Gattung R,, R,,.. ., Ra, seien so gewählt, daß die ersten 
q von der ersten Gattung sind. Diese können ferner so angenommen werden, daß sie 
folgenden Bedingungen genügen, (A, II, Nr. 8): 

1.) Es habe AR, die Form 

SEM 


(40) =, AA deung 


wo ®; ein ganzer Divisor ist und 3 der Verzweigungsdivisor in bezug auf x,y. Es kann 
dann ff R,dxdy höchstens für unendliches y unendlich werden. 

2.) Setzen wir in der Umgebung von y = & 

(41) R,k=zny”r-+::-, 1=1,2,.:.,9 
so sollen die r, linear unabhängig sein. 

Es sei wie früher /, = [ R,dr. Die Perioden von /,, die zu k, und K, gehören, 
seien w,g und wis. Die w,s sind ganze rationale Funktionen von %, (Nr. 9). Wegen 
(41) ist 

lim {y® $ dl,} = P r.de. 


y-o 
Ist das Integral etwa über kz erstreckt und bezeichnen wir das Integral von r,dx über 
diesen Kreis mit e,s, so folgt 
lim {y’* Voß} = Paß- 
yo 
Da die w,s ganze rationale Funktionen sind und die es endliche Konstante, so ergibt 
sich 
Op =0, wenn 0, >, 
(42) ©, konstant, wenn 0, =(, 
@.s vom Grade — eo, wenn og, <O. 
Es sei etwa 
oe, <0füra=1,2,...,4, 
(43) o,=0füra=4+1,..,.i+0o, 
oe >0füra>i+o. 

Es sei y, ein regulärer Wert von y und es sei M, der Körper, in den X für y=y 
übergeht. Da für M, = 0 der Divisor M in 1 übergeht, so gehen die Klassen (KM) 
= (ZUM’M) für M,=0 in die kanonische Klasse (f) von M, über. Die 
Dimension von (f) ist q, und die g,, in die die ©, für M, = 0 übergehen, sind q linear, 
unabhängige ganze Divisoren der Klasse (f). Wie aus (40) folgt, ist ©,M’*%-2 — AM“. 
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Die Klasse (KM) enthält also einen ganzen Divisor, der für M, = 0 in g, übergeht, 
oder sie hat keinen solchen, je nachdem u + e,-2=0 .odr u+o,—2<0. Da 
der Defekt ın bezug auf M, gleich dem in bezug auf M ist, (A, I, Nr. 10), so ergibt sich, 
daß om (KM) gleich der Zahl derjenigen o, ist, die kleiner als 2 — «sind. Im besonderen 
ist om (KM) gleich der Zahl derjenigen o,, die kleiner oder gleich Null sind, so daß 

(44) REM) = At o. 

Es sei u = f A dx + Bdy ein Integral erster Gattung. A und B haben dann die 
Form 

5) A=gA+tgl+ + go B=gdı +89 ++ 8,8% 
wo die g, ganze rationale Funktionen von y sind. Wie wir in A, II, Nr. 8 gesehen haben, 
darf A für unendliches / weder O0 noch © werden. Da die Anfangskoeffizienten r, der 
R, linear unabhängig sind, so folgt daraus wegen (43), daß die ersten A der Funktionen 
g, identisch Null sind und die folgenden o konstant, während im übrigen der Grad von 
g, höchstens gleich o, sein darf. Aber wir können weiter zeigen, daß wenigstens eine 
der a Konstanten g,,,» - - -, 8,;, von Null verschieden sein muß. Nehmen wir an, 
das sei nicht der Fall, so daßg, =0 fürx =1,2,...,4+ 0. Dann sind die Perioden 
von /= f Adx, die zu den Kreisen Az gehören, wegen (42) Null. Andererseits sind 
nach Nr. 8, gegen Ende, die zu den Kreisen Ä, gehörenden Perioden von / auch Null, 
so daß / gar keine Perioden haben würde. Es wäre daher / rational in x, was aber nur 
eintreten kann, wenn alle g, verschwinden. Da das nicht der Fall ist, so folgt die Be- 
hauptung. Daraus schließen wir, daß die Zahl der in weiterem Sinne linear unab- 
hängigen einfachen Integrale erster Gattung, die wir wie früher mit x — p, bezeichnen, 
höchstens gleich o sein kann. In Verbindung mit (44) ist daher 

(46) rt —- m; Soso+i=m(EM). 
Hieraus ergibt sich, wie ich in einer folgenden Arbeit, (C, I, Nr. 9), zeigen werde, daß 
tt — P, = wor (KM) ist. Aus (46) folgt daher A=0 undo=nr —p,. Und wir haben: 

Bestimmt man die q Integranden R, erster Gattung des Körpers K(y) so, daß sie dem 
Körper K angehören, daß sie ferner die Form R, = ®,L’M’* 37" haben, wo &, ganz ist, 
und endlich so, daß die Zahlen o, möglichst groß sind, so ist 0,20, und die Zahl der- 
jenigen o,, die gleich Null sind, ıst gleich nm — p,, wo n die Zahl der linear unabhängigen 
einfachen Integrale erster Gattung des Körpers K ıst. 


Wir setzen 
u) AR +, ++ ut + ER 
(48) u, = [A,dx + B,dy, ml 2...,6. 


Dann lassen sich nach dem Bewiesenen die ganzen rationalen Funktionen g,, so be- 
stimmen, und zwar eindeutig, daß die o Integrale u, in weiterem Sinne linear unab- 
hängige Integrale erster Gattung sind. Zur Berechnung der g,, können die Gleichungen 
(E’) dienen, (A, II, Nr. 10). Wir haben aber nach A, II, Nr.7 auch rein algebraische 
Bedingungen für die A, und damit für die g,,. Die A, dürfen nämlich nicht den Nenner 3 
haben, sondern nur den Nenner 3,, (Formel (58) und (62) in A, II). Hat ferner A, die 
Gestalt A, = U,Q2/3,, so muß W, nicht nur ganz sein, sondern auch durch den Jacobi- 
schen Divisor der Schar (M) teilbar sein. Es ist wahrscheinlich, daß durch diese 
Bedingungen die Funktionen g,, eindeutig bestimmt werden. Bisher ist es aber nicht 
gelungen, diese Vermutung von Severi zu beweisen. 
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13. Über die Zahl der linear unabhängigen Integrale erster Gattung. 

Die Zahl p, der linear unabhängigen Doppeldifferentiale erster Gattung ist gleich 
der Dimension der kanonischen Klasse (8). Ist © ein ganzer Divisor aus ($), so ist 
die Funktion G = GLXUM?/Z in der Form 

G=giRh+gR +: +8, R, 
darstellbar, wo die g, ganze rationale Funktionen von y sind. Damit G für unendliches y 
mindestens von der zweiten Ordnung verschwindet, darf der Grad von g, höchstens 
0, — 2 sein. Ist dies der Fall, so hat umgekehrt G die Form GWM®/Z, wo © ein ganzer 
Divisor aus (8) ist. Daher wird 
= 2,1). 


0,>0 


Da keines der o, negativ ist und o =r — p, von ihnen Null sind, so ist auch 
q 


(49) pP, te, 1) +2 — pe. 


‘=1 
Da zwischen dem geometrischen Geschlecht p, und dem arithmetischen p, die Beziehung 
pP, -p, = besteht, (Formel (55) in C), so ergibt sich noch 


q 
(50) Yu De, — 1) — pP. 
a=1l 


Als die ersten o Funktionen AR, können und wollen wir die Funktionen A, wählen, 
so daß für x =1,2,...,o die Integrale u, = [R: dx + S,dy o linear unabhängige ein- 
fache Integrale erster Gattung sind. Die o ersten der Integrale /, = [R« dx sind dann 
Integrale erster Gattung des Körpers Ä(y), die höchstens r linear unabhängige Perioden 
haben, da die zu den k =24 —r varianten Kreisen gehörenden Perioden Null sind. 
Die weiteren g — o Integrale /, sind auch Integrale erster Gattung von Ä(y). Wegen 
(42) und (43), und da A = (0, sind die zu den invarianten Kreisen gehörenden Perioden 
dieser Integrale Null. Sie haben daher höchstens A = 2q — r linear unabhängige Perioden. 
Nun haben aber » linear unabhängige Integrale erster Gattung eines algebraischen Körpers 
einer Veränderlichen mindestens 2» linear unabhängige Perioden, (PS, II, 417). Wenden 
wir diesen Satz auf die ersten o und auf die letzten g — o Integrale /, des Körpers Ä(y) 
an, so folgt 

r220, 29 —-rz2g —o) 
oder r =2o. Die Zahl der linear unabhängigen einfachen Integrale erster Gattung ist 
z=0- p,, die der zweiten mit Einschluß derer der ersten ist r + 2p,. Daher liefert 
uns das eben gefundene Ergebnis den Satz: 

Die Zahl der linear unabhängigen einfachen Integrale zweiter Gattung des Körpers K 
ist doppelt so groß wie die der ersten Gattung, also gleich 2n = 2(p, — P,)- 


Halle a. d. Saale, Oktober 1931. 


Eingegangen 15. Oktober 1931. 
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Über die Abschätzung des absoluten Betrages des Regulators 
eines algebraischen Zahlkörpers nach unten. 


Von Robert Remak in Berlin. 





Einleitung. 

Den absoluten Betrag des Regulators eines algebraischen Zahlkörpers hat zuerst 
Herr Landau !) mit funktionentheoretischen Hilfsmitteln nach oben abgeschätzt. Die 
erste elementare, d. h. keine funktionentheoretischen Hilfsmittel benutzende Abschätzung 
nach oben habe ich gegeben ?). Im folgenden werde ich zum ersten Male, ebenfalls mit 
elementaren Hilfsmitteln, eine Abschätzung des absoluten Betrages des Regulators nach 
unten geben. Die Schranke wird im wesentlichen nur vom Grade des Körpers n ab- 
hängen, vor allem nicht von der Körperdiskriminante D. 

Der Grundgedanke des Beweises ist kurz folgender. Im ‚logarithmierten‘‘ Raume, 
d.h. im Raume, in dem nicht die sämtlichen Konjugierten der algebraischen Zahl, 
sondern deren Logarithmen dargestellt sind, bilden de k=r-+s —1 Einheiten ein 
Punktgitter, dessen Elementarparallelepiped im wesentlichen, d.h. bis auf angebbare 
Zahlfaktoren, der Regulator AR ist. 

r bedeutet die Anzahl der reellen Konjugierten, s die Anzahl der Paare konjugiert 
komplexer Konjugierter einer erzeugenden Zahl des Körpers. Es istr+2s=n. Es 
ist üblich, sich auf die Darstellung der r + s Realteile der Logarithmen zu beschränken. 
In diesem r + s-dimensionalen Raume liegen die Einheiten in einer k=r+s—1- 
dimensionalen Hyperebene, da die Summe der Realteile der Logarithmen der Kon- 
jugierten für eine Einheit gleich O0 ist. Der Fundamentalsatz von der Existenz von k 
unabhängigen Einheiten sagt aus, daß die Einheiten wirklich ein k-dimensionales Punkt- 
gitter in dieser k-dimensionalen Hyperebene bilden. Wir fügen die Darstellung der 
Imaginärteile der Logarithmen hinzu und erhalten einen 2(r + s)-dimensionalen Raum, 
in dem sämtliche Einheiten ein 2k +1 =2(r +s) — 1-dimensionales Punktgitter 
bilden. Hierbei werden auch die Einheitswurzeln dargestellt und die verschiedenen 
Möglichkeiten, die Imaginärteile der Logarithmen der Konjugierten willkürlich um ganz- 
zahlige Vielfache von 2x7 abzuändern. Da wir für jedes Paar konjugiert komplexer 
Konjugierter nur einen Realteil und einen Imaginärteil des Logarıthmus darstellen, gilt 
also hier lediglich die Einschränkung, daß die Logarithmen konjugiert komplexer Kon- 
Jugierter ebenfalls konjugiert komplex sein müssen. 

Das Volumen des Elementarparallelepipeds dieses 2 k + 1-dimensionalen Punkt- 
gitters A* ergibt sich gleich R mal bekannten Faktoren. In diesem Punktgitter wird 
der dem Nullpunkte nächstgelegene Gitterpunkt aufgesucht, der eine Einheit e, dar- 
stellt. Es sind zwei Hauptfälle zu unterscheiden. 


!) Landau, Göttinger Nachrichten 1918, S. 478—488. | 
2) Remak, Journ. f. Math. 165 (1931, Schottky-Festband), S. 159—179, 
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Hayptfall A: „=, —1=#0. 
Dann ist r, eine ganze algebraische Zahl, deren absolut genommene Norm > 1 ist. 


Das ergibt eine Mindestgröße für die kürzeste Entfernung aller derjenigen Punkte im 
Punktgitter, die nicht die 1 darstellen; 


n 
yM zZ re ®P 
Hayptfall B: „=. —-1=0, u. =1. 
Das ist durchaus nicht ausgeschlossen, da ja im neuen Punktgitter jede Einheit 


unendlich oft dargestellt wird. Dann ist aber die kürzeste Entfernung der die 1 dar- 
stellenden Gitterpunkte 22x. Also 


u n 
yM > Min VE 2! 


Für n s 41 ist das Minimum stets gleich dem ersten Ausdruck; für 2 <&n ss 
hängt das Minimum von r und sab; fürn > 83 ist das Minimum = 2x, also sicher e, =1. 
Eine Modifikation tritt für den Spezialfallr =0,n =2s ein, den wir den total 
imaginären Fall nennen wollen, wo der Wechsel des Minimums erst bei n = 166 erfolgt. 


Wenn aber die kürzeste Entfernung Y M im Punktgitter bekannt ist, so ergibt sich nach 








Minkowski das Elementarparallelepiped größer als das „rifache des Volumens einer 


Kugel vom Radius YM. Diesen Satz werden wir in der von Blichfeldt verschärften Form 
anwenden ?). 

Aus folgendem Grunde ist hier die Heranziehung der Imaginärteile der Loga- 
rithmen unvermeidlich. Würde man sich in üblicher Weise auf die Darstellung der 
Realteile der Logarithmen beschränken, so würde ein dem Nullpunkt des logarithmierten 
Raumes nahegelegener Punkt eine Zahl darstellen, deren sämtliche Konjugierte absolute 
Beträge nahe bei 1 hätten, von der wir also nicht sagen können, daß sie der 1 nahe- 
kommt. Das können wir erst, wenn wir auch von den Imaginärteilen der Logarithmen 
wissen, daß sie klein sind. 

In $ 2 wird eine zweite Methode zunächst für total reelle Körper entwickelt. Die 
Einheiten werden quadriert, und man kann sich auf die Darstellung der Realteile der 
Logarithmen beschränken. Der Hauptfall B fällt hier fort, weil die 1 nur einmal, durch 
den Nullpunkt des logarithmierten Raumes, dargestellt ist. Man erhält so im reell- 
quadratischen Falle eine Abschätzung, die dem wahren kleinstmöglichen Werte eines 
Regulators nahekommt. 

In $ 3 wird die Methode des Quadrierens auf den allgemeinen Fall übertragen. 
Von der Beschränkung der kürzesten Entfernung auf 2x bezw. 4 im total imaginären 
Falle kann man sich durch Einführung geeigneter Faktoren frei machen, die eine 
Dilatation der die Imaginärteile der Logarithmen darstellenden Koordinaten bewirken. 
Die Dilatationsmethode ist stets von Vorteil, wenn sie überhaupt anwendbar ist, d. h. 
wenn das Minimum der Entfernung vom Nullpunkte durch einen die 1 darstellenden 
Gitterpunkt zu 2n, bezw. Ar im total imaginären Falle bestimmt wäre. Sie kann mit 
oder ohne vorhergehende Quadrierung angewandt werden. Im total reellen Falle sind 
nach der Quadrierung keine Koordinaten mehr da, auf die die Dilatation anwendbar 
wäre. Die vorhergehende Quadrierung ist im total imaginären Falle stets von Nachteil, 
im total reellen Falle, wie an dieser Stelle bewiesen werden wird, stets von Vorteil. Für 





3) Blichfeldt, Transactions of the American Mathematical Society 15 (1914), S. 227”—235. Remak, Math. 
Zeitschr. 26 (1927), S. 694—699. Blichfeldt, Math. Annalen 101 (1929), S. 605—608. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 46 
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r>0, _s> 0 ist die Quadrierung bis zu einer gewissen Größe von s von Vorteil, für 
noch größere s von Nachteil. Die Ergebnisse werden tabellarisch zusammengestellt. 

In $ 4 wird das Verhalten der gewonnenen Abschätzungen für große n untersucht 
unter Benutzung der Stirlingschen Formel für die 7-Funktion im Blichfeldt’schen Aus- 
druck. Für total imaginäre Körper geht die Abschätzung mit wachsendem n stark 
gegen 0, für total reelle Körper langsam gegen «. Für die letzteren nimmt die Ab- 
schätzung anfänglich noch ab, erreicht ihr Minimum für n = 157 mit einem Wert von 
etwas über ein Tausendstel, so daß die absoluten Beträge der Regulatoren aller total 
reellen Körper sich größer als ein Tausendstel ergeben. 


81. 


Es sei r die Anzahl der reellen, s die Anzahl der Paare konjugiert komplexer Wurzeln 
der Gleichung einer erzeugenden Zahl eines Körpers n-ten Grades; r+2s=n. Man 
sezeer+s—1i1=k. 

a) 4@) (k) 
U RT 
sei ein vollständiges System von Fundamentaleinheiten, deren Anzahl bekanntlich gleich 


k ist), 9 sei die v-te Konjugierte von 9”. Die Anordnung der Konjugierten sei so 
getroffen, daß, wenn £, eine erzeugende Zahl des Körpers ist, 


& rellfü 1soSr, 
E40 = &,40+s für 1soSss, 
wobei a die zu a konjugiert komplexe Zahl bedeutet. Es sei 
y‚=1 für 1soesr, 
Pr = 2 für 1SoSs, 
y,log Di 7 +0 i 
wobei der Imaginärteil 5” des Logarithmus, der ja nur bis auf ganzzahlige Vielfache 


von 27 bestimmt ist, festgelegt sei. 
Wir bilden folgende Matrix von 2k +1 Zeilen und Spalten: 








(ı) 2) (k) 
G, a‘ N A 5 0, 0, '# ‚ 0 
1 2 k) 
ee, Er, 0, 0, 0, cr 
1 2 k 
we, a, 0, 0, 0, u 
(a) (2) (&) 2n 
b, b, . . b, i Yı oo ’ 0 ’ 0 ’ - 0 
(1) (2) (k) 2n 
v 
(a) (2) (k) 2n 
b, ’ b ’ ’ b, ’ My Y3 w ’ 0 ’ Y3 2rı ’ ’ 0 
() y® „® 2n 0 0 0 
b, ’ k ? 8 k yr w ’ ’ ’ ’ 
a) (2) (k) 2n 
b; +1 b) dus “u. buy: Mar Ya 5 0 y 0, ..e.;g Yırı In 


% Beweis siehe z. B. Hecke, Vorlesungen über die Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig 1923, S. 128; 
oder 1. c. Anm. ?). 
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Hierbei ist zu beachten, daß k +41 =r-+s; bei den Realteilen der Logarithmen 
fehlt eine Konjugierte, bei den Imaginärteilen keine. Es sei w der höchste im 
Körper vorkommende Grad einer Einheitswurzel. Es ist w stets eine gerade 
Zahl. In der k + 1-ten Spalte stehen die y,-fachen Imaginärteile der Logarith- 


2ni 


men sämtlicher Konjugierten der primitiven w-ten Einheitswurzel e”. Diese sind 
. (k-+1) 2n . . ’ . . . , 
gleich c,,, =m,y, —, wo m, eine ganze rationale Zahl. Es ist die Einheitswurzel 
+v vTy w v 


so gewählt, daß m, = 1. (Die zugehörigen Realteile der Logarithmen sind 0.) Im Recht- 
eck rechts oben stehen lauter Nullen. Das Quadrat rechts unten enthält von der zweiten 
Stelle ab in seiner Hauptdiagonale lauter Glieder y 2x7 und alle übrigen Stellen sind 0. 


Es ist die k-reihige Determinante 
| a = R 


der Regulator des Körpers®). Es ergibt sich die Determinante 


(2x)* +1 at 


(2) | er Er: — 9 ya R- . 
Es sei 
2ni 
N, > e” 
Dann lassen sich in der Form 
(3) ER voll lien he 


mit ganzen rationalen x alle Einheiten des Körpers darstellen. Setzt man 
. Ry,loge, = y, für v=1,2...%6, 
() 3y,loge, = y,,, für  =1,2,..,%,k+1, 


wobei für die Imaginärteile der Logarithmen noch alle möglichen Abänderungen um 
Vielfache von 27 zulässig sein sollen, so lassen sich die y, darstellen in der Form: 


2k+1 | 
(5) „= Me für v=l,2d,..,„2k +1. 
u= 
Die at? ,,..,.**”,...,x'*+V dienen dazu, die Imaginärteile um Vielfache von 2x 


abzuändern. 
Für jede Einheit ist 


r+s r+ 


(6) 2 Ry, log e, = "log |,” = logjg,|le,| --je,|=logl1=0. 


Es ist also der fehlende Realteil des Logarithmus der k + 1-ten Konjugierten y (den wir 
nicht y,,, nennen dürfen) 


(7) y-=-29,. 
Es ist mithin 
r+8 ” a 2k+1 
(8) zivmlgee?=-yP+ 24,2 4% 


Hierin sieht die Matrix der ö, folgendermaßen aus: 


5) Siehe z. B. Hecke, 1. c. Anm.) S. 131. 
46* 
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. k Spalten ... ...%+1 Spalten 

Pan, SS Pas, BE A 

EEET EEE 

1, e; 2, 0, 0, 0 

9) (dr) = "wer ur ae #0 9 0 
0, 0, DR, 0 

0,0, u; 1 


Die quadratische Form ist als Summe von Quadraten definit, und zwar eigentlich definit, 


2k+1 
da bereits - y® als Summe von 2% + 1 unabhängigen Quadraten eigentlich definit ist. 


Diese eigentlich definite quadratische Form läßt sich als Summe von 2k + 1 Quadraten 
von Linearformen darstellen. Die letzten k + 1 Quadrate y fürk+1svs2kH+i1 
kann man hierbei stehen lassen und sich auf die Behandlung der ersten k Veränderlichen 
y, beschränken. Es ist also 

(10) a d,y 


u | PR] vv) 


k 
(11) A u” N ae: 22) 
= 2, = (y, vd, d,,) - Eu du ’ 
mithin 
k 
(12) ln de Pr Ö, : 
(13) (4, (d,) = (9,,) - 


Hierin bedeutet (d,,)' die zu (d,) gehörige transponierte, d. h. durch Vertauschung von 
Zeilen und Spalten entstehende Matrix. Diese Zerlegung in Quadrate mit reellen d 

ist immer möglich, z.B. nach der Jacobischen Staffelzerlegung. Wir brauchen die 
Zahlenwerte der d,, nicht aufzustellen; uns interessiert nur ihre Determinante. Es ist 


(14) a, =18,1. 
Es ist die k-reihige Determinante 
7 FE Pepe 


m Zu TE Tu We mE Tr Tr Gr Sr 








(15) ; 
2, 1, 1.:-.A1l B+R-U, 0, 0,...0 
A, “4, A 
A En 1, Re Peree REDEN 
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Die erste Gleichung entsteht durch Subtraktion der ersten Zeile von allen folgenden 
Zeilen, die zweite Gleichung durch Subtraktion aller folgenden Zeilen von der ersten 
Zeile. Die entstehende Determinante hat oberhalb der Hauptdiagonale lauter Nullen, 
ist also gleich dem Produkte der Hauptdiagonalglieder k + 1. Mithin ist 


(16) Id.|=Yk+i=Yr+s. 
Wir ergänzen jetzt die Matrix der d, zu einer 2k + 1-reihigen Matrix durch Anfügung 


einer quadratischen Einheitsmatrix von k +1 Zeilen und Spalten und von Nullen in 
den Rechtecken links unten und rechts oben. Oder, anders ausgedrückt, es sei für 
1s . <sk d;, definiert wie bisher, 
I. — 0 für A#+o 
» l1 fü A=o 
Die Beziehungen (13) und (16) gelten dann auch für die 2% + 1-reihigen Matrizen. 
Es sei jetzt 


sonst. 


2c+1 
(17) — Das - d,, Y, ’ 
also 
2, =y, für k+1sıs2k-+41; 
also nach (8) und (11) 
r+8s . u 2k+1 ’ 
(18) Z |y,log e, |? = „Zi 6,4, 9, =22. 


Setzt man (5) in (17) ein, so ergibt sich 


2k +1 2kc+1 2k+1 (u) (u) 
,=2 dy,=2 (d, 2 c"x 
2 Av v 


(19) v=1 u‘ u=1 
2k+1 & ) z. k.; 2k+1 ( +1 (u) >k+1 (n) Au) 
- 2-5 (Mae 
® us=1 u=1 v=1 u=1 
Hierin ist 
2 +1 

u) __ (u) , 

(20) R u d,, c, ’ 


also gilt für die Matrizen 

(21) (7) = (d,,) (Cd) 
und entsprechend für die Determinanten unter Benutzung von (16) für die 2k +1- 
reihige Determinante und von (2) 


(22) I = |du|- || =Yr+s-R- 


a, r+8 


— R* | 








w 
wo R* zur Abkürzung eingeführt ist. 

(19) definiert ein 2% + 1-dimensionales Punktgitter im 2k -+ 1-dimensionalen 
2,Raume, dessen Elementarparallelepiped nach (22) das Volumen R* hat. Es ist ana- 
log (11) wegen (8) 


a v,loge?= 2 .- Er u f; f; 
(23) ; +4 R 
in = ac) x(0) gie) —— Q(x®)) . 
| „,0o=1 





Hierin ist 


2&k+1 
gine) “a 2 rag fe 
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O(2”) steht zur Abkürzung für die quadratische Form in den x“ ', Die Determinante 


dieser quadratischen Form ist 

(24) We=R*. 
Das Minimum M der quadratischen Form Q(x'”) mit 2% +1 Veränderlichen, für die 
ganze rationale Werte zugelassen werden, die nicht sämtlich 0 sind, genügt nach Blich- 
feldt®) der Ungleichung 


2 








en +1 2.41 ___ 

(25) M< 2 Ir(2 # en a, m 
oder 
_ gr Kt 
26 _— (UM) a: <|R* 
( ) 2k+1 Ik 14 <s| | 
2 
. r(2 777 


(Der Leser, dem es nur auf die prinzipielle Möglichkeit der unteren Abschätzung des 
absoluten Betrages des Regulators ankommt, nicht auf das bestmögliche Ergebnis, kann 
anstatt (26) auch das einfacher herzuleitende Minkowskische Ergebnis benutzen ?).) 

Wir werden also eine untere Schranke für |R*|, also auch für |R| finden, wenn 


es uns gelingt, eine untere Schranke für YM zu finden. 
Setzt man zur Abkürzung 


(27) log &, =, für yail,323,...,0, 
so wird, wenn &, das Minimum M von O(a«“ )) Jiefert, 
(28) M= 2; u. 


Wendet man die Schwarzsche Ungleichung an auf die r + s-gliedrige Zahlenreihe der 
| y,l,| und die r + s-gliedrige Zahlenreihe, deren sämtliche Glieder gleich 1 sind, so 


erhält man 


r+8 2 
(29) M-(+s)2(2 | wLl) 
oder 
(30) vm2 1 y ES . 
Vr +s% Vr+s 


S ist zur Abkürzung für die Summe eingeführt. So dürfen wir nur schreiben, wenn wir 
über die Imaginärteile der Logarithmen fürr +s+1<s»Sn so verfügen, daß 


ber, = Irre für 1soSs, 
wodurch 
Ibr+o+s| - Irre! 
wird. Wir setzen 
(31) & 1 = % , 
(32) ee"! = E,=1+HT,. 


°) Siehe Anmerkung ?). 
?) Siehe Minkowski, Diophantische Approximationen, Leipzig 1907, S. 112. 
An die Stelle von (26) würde die Formel treten: 














m fg gs em 


> pi 


for 


wie 
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Es ist 
33 ae ” „ 3" 2 - 
(33) I|=|e 1| | y! = Yo „-i=T,. 


| 
Es ist r, eine ganze algebraische Zahl; wir unterscheiden zwei Hauptfälle, je nachdem 
7, F#0oderr, =0. DerFallr, =0, e, =1 istsehr wohl denkbar, da wir von e, nur 
wissen, daß nicht die Logarithmen seiner sämtlichen Konjugierten 0 sind; sie könnten 
aber ganzzahlige Vielfache von 2ri sein, so daß doch e, = 1 wird. 

Hauptfall A: 7, #0;; dann ist .. (33) 


(34) <|N(z)| = A „|< HT 


Es ist unter Benutzung von (34) und des Satzes vom ee und geometrischen 
Mittel 


n 


(35) / “ 
vi 2 


41 1 N T Be ? S1+ 7, ä - _Nn_ 





“ 6 2 = IL y 5 rw j 
Sn ZirT" nl -+T, n -—1+T, nn a1 n m 
Also ist 
(36) 2<) ır,, 
v=1 
‘ Eu 
(37) "<UE=e" =e@, 
(38) Sznlog2, 
(39) ‚E2>—_-s2 "2. 
Vr-+ =y r e $ 


Hayptfall B: „=0, 4=1; alo.,=A für v=1,2,...,n. Es wird 
I, = 2ni- m,, wo m, eine ganze rationale Zahl. 
= 2n für ‚2... 


(40) YM = Min VE ıv. . Im,)® | j n 





= A für r=0, s=—. 


Im Falle r = 0 wollen wir den Körper total imaginär nennen. 





8) Es ist dies die Anwendung eines Minkowskischen Satzes über quadratische Formen: 
n en n - n — 
‚DA +Q9)=S/DiQA)+I Di) , 
wo D(Q) die Determinante der definiten quadratischen Form @ bedeutet, spezialisiert auf den Fall von Diagonal- 


formen, in welchem er lautet: 
Für a,>0,5,>0 ist 


Vü«: +3) > Va. Vin. 


Siehe Minkowski, Diskontinuitätsbereich für arithmetische Äquivalenz, Journ. f. Math. 129 (1905), 5. 220—274, 


wiederabgedruckt: Gesammelte Werke Bd. II, S. 53—100, $8. 
Beweis siehe auch Remak, Math. Zeitschr. 17 (1923), S. 31, 32. 
Der Beweis des hier vorliegenden einfachen Spezialfalles ist in die Formel (35) hineingearbeitet. 
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Es ist also, wenn r >21, 


























r+s 


(41) VM 2Min! 102, re 
wo u, zur Abkürzung für das Minimum steht. 
i n n E 
Wenn r =0, ist Veyi8 — i 
2 
(42) YM Min { YnY2log2, 4n}=w , 
wo u, zur Abkürzung für das Minimum steht. 
Es ist 
n n n - 
Fre m 
Sowie nun für r 21 
Yn log2 2 2n 
oder 
(43) n 2 005 = 82,17; 
d.h. für 
nZ28, r>21 
gilt stets 
VM=um=ı. 
Für r=0 muß n =2s gerade sein. Es sei 
Vny2log2 2 4n 
oder 
“z 02 — 166 ‚34. 
Für 
n zZ 166, r=0 
ist also stets 
YM= H=An. 
Es ist fürr 21 
ac HE wegen un win TE U. 
Vr+s r n 
7’°.73 
Wenn 
VYny2log2 sn, 
ist 
n Ss = =41,08. 
Fürns4u, rz21 gilt 
yM == ——lg2; 








fü 


Sc 


fi 


al 


S} 











Remak, Abschätzung des Regulators nach unten. 369 


fürn s164, r=0 gilt 


VM > u, =Ynyälog?. 
Wir setzen nunmehr (22) in (26) ein: 
2c+1 








+1 ——— 

M 2 2" k+1 
ar 2 un ERISVRFE IR; 
y® ria+=2) 

m“ er. u 

Vk+1- ET r(2+%+,) 


Wenn man berücksichtigt, daß 
4 = yn ; I(m +1)=m:T(m), 
so erhält man 
vM*":w a 
V2k +2:2:2”°.41.3-5---(2%&+3) 





Es ıst 
2k=2r +2s —2=nH+r—2. 

Eine höhere als die zweite primitive Einheitswurzel ist immer komplex; das gilt 
auch für ihre sämtlichen Konjugierten; sie kann also nur in einem total imaginären 
algebraischen Zahlkörper auftreten, für denr=0ist. Wenn r >21, ist immer w=2. 

Wir sind also zu folgendem Ergebnis gelangt: es ist fürr 21 











(44) u =Min! —_1g2, A|, 
77 Tr 

für r=0 

(45) = Min." —— log2, An Bi Min { Yn Y2 log2, An}. 

Vr + Ss J 
Dann ist der absolute Betrag des Regulators 
n+r—1 
(46) IR] 2 —— ——— 


Yn+r-n-2"*.1.3- 5 - (n+r+1)' 
also speziell fürr >21 





(47) 7 Tr PEN. «. 
VYn+r:n-2"”"1-.3-5- (n+r+i)' 


speziell für r = 0 





(48) ie  e 
Vn m -2""*.1.3-5- (n +1) 


Für die kleinsten Grade ergibt sich 
n=i, r=1, s=Q, k=VQ, 
n=32, r=0, s=1, k=0. 
Es gibt wegen k = (0 keinen Regulator R. Trotzdem läßt sich R* bilden. Die k ersten 
Zeilen und Spalten der Matrix fallen fort; also ist, dar+s=k+1=1 


Journal für Mathematik. Bd. 167. 47 
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Die Dimension des Punktgitters wird 2k +1 =1; in diesem Falle liefert der Blich- 
feldtsche Koeffizient etwas Schlechteres als die triviale Abschätzung 
2" 7 


w 





=R*Zzu=n:log2 


oder 
zr 
7 2 w-log2. 
Sowohl für nz =1 wie fürn =2 ist 
Ei. 


n 


Der größte Wert von w, der in einem Zahlkörper ersten oder zweiten Grades vorkommt, 
ist w = 6; man erhält also 


2n 26 .log2, 
was wegen 
27 262=>6 :log2 
reichlich erfüllt ist. 
Es sei jetzt 
n=2, =, s=0, k=1, 0=2; 
dann ist nach (44) 











4 =V2 102; 
also liefert (47) 
D) 3 9% 3 
(49) Inj2 _ V2lee2° _ _ W210B2)? _ , g1ggg. 
VA-n-27'.3-5 157 
Der kleinste wirklich vorkommende Wert von |AR| ist 
(50) IRI=10g 147° - 0,4812. 
S2 


Im Falle des total reellen Körpersr=n, s=0, k=r-—.1 gelangt man zu einer 
besseren unteren Abschätzung des absoluten Betrages des Regulators durch Betrachtung 
der Realteile der Logarithmen allein. Damit die Realteile allein die Logarithmen von 
Einheiten werden, müssen die Einheiten lauter reelle positive Konjugierte besitzen. 
Man betrachte deshalb die Quadrate der Einheiten, die diese Bedingung erfüllen. Der 
Gedankengang ist bis auf die Fortlassung der k + 1-ten bis 2% + 1-ten Zeile und Spalte 
der Matrizen derselbe. 

An die Stelle von (1) tritt die Matrix 


() = (2 a”) su=1,2,..,n-—1. 
Es ist 
(51) Id? = |2a9| = 2"T.R. 
An die Stelle von (3) tritt 
(1) (2) (n—1) 
!— gm gr Eee 


Es sind sämtliche 9 =1. An die Stelle von (4) tritt 
log =y, v=1,2,..,n—1i 





(9) 
deı 
Wi 
(9) 
gel 
(1' 


In 
Fü 
Ab 


(28 


(3 


od 


al: 


we 


kö 
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(5) gilt mit Summation bis k=n —1. (6) gilt unter Weglassung der y, des # und 
der | |-Striche; für e, ist e®zu schreiben; r+s =n. (7)gilt unverändert. (8) gilt unter 
Weglassung der y, und der | |-Strichemitr+s=n. Für e, ist e2 zu schreiben. In 


(9) werden nur die ersten k=n —1 Zeilen und Spalten hingeschrieben. (10) bis (16) 
gelten unverändert mit k+1 =n. Die Erweiterung der (d,)-Matrix unterbleibt. In 


(17) bis (21) gehen die Indizes nur bis k=n —1. An die Stelle von (22) tritt 
(52) MI =1d,l-|f’| =yn-2'-R=R*, 
In (23) sind die y,, die | | fortzulassen und die Indizes nur bis k =n — 1 zu erstrecken. 


Für e, ist e2 zu schreiben. In (24) ist R** einzusetzen. (25) und (26) gelten mit der 
Abänderung, daß 2k +1 durchk =n — 1 zu ersetzen ist, R* durch R**. (27) lautet jetzt 
log =1, für 2; 77 Po 
(28) bis (30) gelten mit denselben Modifikationen. (30) lautet jetzt 
= _ 1. 1 
DEP ie , 
(31) lautet jetzt 


ei i1=n. 
(32) bis (38) bleiben völlig unverändert. 
(38) Sznlog2. 
(39) lautet jetzt 
(53) VM2 5 >ynlog2. 


Hauptfall B kommt hier nicht vor, weil e, = 1 durch reelle Logarithmen nur einmal, 
und zwar durch den Nullpunkt des logarithmierten Raumes dargestellt wird. Wir setzen 
(52) und (53) in die modifizierte Ungleichung (26) ein: 


IR*| =yn-2"!.IR|> 





oder 





Im Faler=n =2, k =1 benutze man 
IR*| =yY2:2-|R| 2 u =Y2log2 ; 


also 


IRI2 510g 2 = 0,3465 


was (50) bedeutend näher kommt als (49). 
Es sei x = e > 4 das Quadrat einer Einheit eines reellen quadratischen Zahl- 


körpers. 2&—-1=e—-1=r. Wendet man |N(r)| 21 direkt an, so erhält man 
41* 
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@-nlf1--)21, @-ip2z, 
9 5 
x —-3t+12>20, "324727: 
3\2_ 5 3 _)% 
Zu Se u ik a 
(e 5) 24: ıZagı 
BB AIR 1 +y5 


also sogar die genaue untere Grenze für die reellen quadratischen Einheiten. 


83. 

Den Kunstgriff der Quadrierung kann man auch bei nicht total reellen Körpern 
anwenden zur Verbesserung der Abschätzung. Sämtliche Einheiten in den r reellen 
konjugierten Körpern werden positiv; bei der Darstellung ihrer Logarithmen kann man 
sich auf reelle Logarithmen beschränken, r Zeilen und Spalten in (1) weglassen. Der 
logarıthmierte Raum hat jetzt nur noch n Dimensionen; das Punktgitter der Ein- 
heiten liegt in ıhm in einer n — 1-dimensionalen Hyperebene. Durch die Erniedrigung 
der Dimensionenzahl erniedrigt sich der Blichfeldtsche Koeffizient. Die Quadrierung 
bewirkt die Multiplikation der ersten k Spalten in (1) mit 2. 

Ein zweiter Kunstgriff besteht darin, daß man, wenn mit wachsendem n das Mini- 
mum der Entfernung im Punktgitter gleich 27 oder Ar geworden ist, diejenigen Koordi- 
naten, die die Imaginärteile der Logarithmen darstellen, mit geeigneten Faktoren > 1 
multipliziert, das Punktgitter in den betreffenden Richtungen ausdehnt (dilatiert) und 
dadurch die kleinste Entfernung im Punktgitter wieder auf 


on 
Vr+s 
bringt, wo A zur Abkürzung eingeführt ist. Die Entfernung irgend zweier Punkte im 
Punktgitter wird bei der Dilatation nicht verkleinert. 


A 





log 2 





Es seı 
K .) — 4) 
C, i q, a ’ 


q,=1 für 1<Sv<sk, 
,Z1 für A+1sov; 
dann ist nach (5) 
2C+1 
y, = z eg, y, für 1, 2,..,26+1, 
n= 
also 
y,=y, für 1Sv<sk; 
also nach (7) 
k 
Fan“ 
Nach (8) ist 
2k+1 m Hl, i 2k+1 2k+1 
ZI TTTEWSEF HEN 2 UN 


Es tritt also eine Vergrößerung oder ein Gleichbleiben der quadratischen Form für sämt- 
liche Werte der Argumente ein. Also wird ihr Minimum für ganzzahlige Werte der Argu- 


> m 
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mente, die nicht sämtlich O sind, nicht verkleinert. Die Gitterpunkte, die nicht die 1 
darstellen, behalten also eine Entfernung vom Nullpunkte 2A. 

Die Dilatation, die auf die Multiplikation der Zeilen von (1) von der k + 1-ten 
ab mit Faktoren > 1 hinausläuft, kann auch nach vorheriger Quadrierung angewandt 
werden. Es bestehen vier Möglichkeiten, da jedes der beiden Verfahren angewandt 
oder nicht angewandt werden kann. 

Im total reellen Falle sind nach der Quadrierung alle Zeilen und Spalten von der 
k + 1-ten an weggefallen. Die 1 wird nur noch durch den Nullpunkt im logarithmierten 
Raum dargestellt. Es sind gar keine Dimensionen zum Dilatieren, oder arithmetisch, 
keine Zeilen der Matrix hinter der k-ten zum Multiplizieren mehr vorhanden. Die Dila- 
tatıon ist also im total reellen Falle nach vorausgegangener Quadrierung nicht anwendbar. 

Solange A < 2n oder im total imaginären Falle A < 4r, ist die Dilatation nicht 
anwendbar, da das Minimum der Entfernung im Punktgitter doch nicht über A hinaus 
gehoben werden kann. 


Im total imaginären Falle ist das Quadrieren zwecklos, denn analog dem Faktor 


9”=1 in (51) wird R mit 2* multipliziert. Der Faktor 2* wird auf die andere Seite in 
den Nenner gebracht, verschlechtert also die Abschätzung, ohne daß ihm eine Ver- 
besserung gegenüberstände, da hier firr=0, n=2s 


2k+1=2(s-1)+1=3s—-Ii1=n-—i 
ist, also sich der Index der Blichfeldtschen Zahl gar nicht erniedrigt. 


Falls A> 27 bzw. A> 4n im total imaginären Falle, liefert das Dilatations- 
verfahren stets eine Verbesserung. Es sei N der Grad der modifizierten Matrix (c”), 


also N =2%k +1 ohne Quadrierung, N =n im Falle der Quadrierung. N — k Zeilen 
erhalten den Faktor q, 21. Es ıst 


A 
altes Minimum 





„21 = 


’ 


wobei das alte Minimum gleich 27 oder 4x. Esist g’ <1. Zu AR* tritt bei dem Di- 
latationsverfahren das 


(Produkt der q,) sg’ * 
das bei der Abschätzung von |R| in den Nenner kommt. Dafür verbessert sich aber 
die Abschätzung im Zähler um g’Y. Es sei M’ das Minimum der modifizierten qua- 
dratischen Form 0’, für ganzzahlige Argumente, die nicht sämtlich O0 sind. 


Es wird das Minimum der Entfernung vom Nullpunkte derjenigen Punkte, die 
die 1 darstellen, analog (40) 





(54) YM’> Min V: (9,.,9,2 m, =Min 2 rgq,,,y)=H. 


Hierin bedeuten die m, ganze rationale Zahlen, die nicht sämtlich 0 sind; 4’ ist zur 
Abkürzung für das letzte Minimum eingeführt. 


An die Stelle von (22) tritt 





2k+1 
(55) Aldi IA =ld,i Idmi- 2 gq, 
_rlts. To Yorltsp me 
- Rt. Tara, =RUE!P =-R“. 


Hierbei ist benutzt, daß q, =1 für 1svr sk ist. R*’ tritt an die Stelle von R*. 
P’' steht zur Abkürzung für das Produkt. 
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Es werde zur Abkürzung gesetzt 





RUN... ii. 
2° :T(2 +) 
Dann tritt an die Stelle von (26) 
(56) IR*| > (YM’)® Bar. 
Hierin ist analog (41) 
(57) VM zMin{A,H}=u, 


wo u’ zur Abkürzung eingeführt ist. 
Setzt man den Schluß von (55) in (56) ein und benutzt man (57), so erhält man 
(58) PIE ein WOREEEn. 
== p' 2k+1 Vr+s v 


Das Dilatationsverfahren besteht darin, ZH’ = A zu machen, falls nicht A <2n bzw. 
A <4An im total imaginären Falle. Wenn 2r <A <An, so verfüge man über g, ü 


für 1Svsr so, daß wegen y =1 
27q,,,=4, 5 


Für k+»> k-+r setze man FE 1. Dann wird 
ai arrı Ar! 
p' A’: (An) (An) 
Analog setze man für A> An 











4 k 


pP’ a’ 
Bei Anwendung der Quadrierung sind die Glieder mit y, = 1 wegzulassen. Es 
tritt an die Stelle von 7’ 





H’"” = Min (An %;,) >4n, 
an die Stelle von P’ 


P'"=II (An Qu+,) i 


v=1 
an die Stelle von wu’ 
w' =Min{A, H”}. 
An Stelle von (58) erhält man 








Das Dilatationsverfahren ist nicht anwendbar, solange A S4rn. Wenn A> An, 
setze man 


A 
un ® 


Ix+» 








yA 


de 
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Also erhält man 
e” w A* w 
—_1 ge | e Bn-ı u @ 
Vr+s 2 Vr-+s 
Es mögen die Ergebnisse in der folgenden Tabelle zusammengestellt werden, die 


Vr+s 
w 


zu wiederholen. Das Dilatationsverfahren ist überall angewendet, wo es anwendbar ist. 














die untere Schranke für |R| 





angibt, um nicht den gleichen Faktor ständig 


















































A<ı | asASa MmSA 
is 2n—1 | | u 
m | er ei, 
Ohne BR (2x) | 
r>0 a | A k 
_ ar 3 A" B 
Rn s>0| (Bryan 7 lin - 
rierung a wer 
. ; Bn-ı u. 1 A B.-ı 
2: =n| (An) (Ar) 
rn 4 | 4" | AN! 
Mit | s=0]| 277 run re 
Qua- | >0| AT, 9 | AT, A, 
u EEE ee Bu 7777 De Br Ze 
r=0 Pe wer WW. 
u re B„-ı rw B„-ı pr’ B,.-ı 
2s =n| (4n)'2 (Ar) 2 2 








Es soll gezeigt werden, daß für total reelle Körper, r=n, s=0, die Methode 
des Quadrierens stets von Vorteil ist. Es sei zunächst 27 SA. Es ist der Quotient 
der Abschätzungen 

Ar! 
u y he z N 
ie Ba-ı . Ban-ı 


Man überzeugt sich zunächst durch direkte Ausrechnung, daß > 1, w>1. Bei 





n—1 








Un 


der Ausrechnung benutze man, daß I'{n) = (n—1)! für ganzzahligesn, 7 = = VRR, 
I(n+1)=n:-T(n). Es ist 


























Ba+ı ( ne 
Int __ Ba _ ar, 
u. pP (2) BT N Io 
yäg,, “\2) +77) (17 
_ (nr +5)(2n +3) 1 «-1N)(&@-3) 
2 -(2n +6) 2 x 


e.3 
Ir 


(2-4+2)> 18-4 =2> 1. 
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Hierin ist 2n +6 =x gesetzt. Wegen n >26 ist >18. Also ist m+2> %. Der 
(Juotient wächst also monoton, mithin v, <1 für n>26. Tatsächlich ist erst von 
AZ 2n ab, d.h.von n >83 ab nach (43) v,„ der Quotient der beiden Abschätzungen. 
Für A Ss 2r ist der Quotient 








4 
an—ı nl 
Un = 2 EEE... 
n Am! A n — 
ie (35) 


Damit ist die Behauptung für n > 6 bewiesen. 
Es bleiben die Fälle 2 sn <s5 zu behandeln. Es ist 


























n—1 
n\ 2 2n —1 
A, (3) “ (2+ 3 ) 
’n A"B, u AN 2n—1 
(59) u „4 ni ( n wi 
A 5 T\2+ 5 
n+2 n n 
2° 7° 2r\? 
u -2(5) >2>1, 
solange 
2 
(60) Fr 1; 
es ist 
2r ar 2 2r An 
A® n(log2)?” n(0,7)" n-0,5 n 
Für nsD5 ist 
an Ar 12 f 
: u Ze u 


also (60), mithin (59) erfüllt. 


Damit ist für alle total reellen Körper vom Grade n > 2 bewiesen, daß das Quadrier- 
verfahren die Abschätzung des absoluten Betrages des Regulators nach unten verbessert. 


Für total imaginäre Körper bewirkt die Quadrierung, wie schon bemerkt, den Zu- 


satz eines Faktors 2* im Nenner, ohne daß ihm eine Verbesserung gegenübersteht; sie 
ist also für total imaginäre Körper immer von Nachteil. 


Für im Verhältnis zu n kleine Werte von r überwiegt noch der Nachteil von 2* 
im Nenner gegenüber der Erniedrigung der Blichfeldtschen Zahl, ist also die Quadrierung 
noch von Nachteil. 


s 4. 


Es soll das Verhalten der gewonnenen Abschätzungen für große n untersucht 
werden. Für total imaginäre Körper ist die günstigste Abschätzung ohne Quadrierung 


V2w 





vu Zu 
IRI2—4*B, (V2nlog2)” - 


ai Bi BER Tr T 





Tre 
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Die T-Funktion werde durch die Stirlingsche Formel in ihrer einfachsten Gestalt aus- 
gedrückt ®): 
1 
I) =2 ?e*yin:g,, 
wollmo,=1. 


z>n 


n n 
Dann sieht man, daß die überwiegende Größenordnung im Zähler »* ‚im Nenner n? 


n 


ist; also bleibt nach Kürzung n* im Nenner. Alle anderen Faktoren verhalten sich 
höchstens wie „Konstans hoch n“. Die gewonnene Abschätzung für total imaginäre 
Körper geht also mit wachsendem n noch rasch gegen 0. 


Für total reelle Körper erhält man mit Quadrierung, da w = 2, 











n—1 
n—1 u n—1 2. 
IRI2 Bu = (yR8?) er 
in TE EA = yererger 
.” r(2 + — ) 
2y2 = n—1 











(1) m 2 LT: 
(n +3) * Y2r 
n—2 ar 4er 1 
-n 0 In yn “+3 


— 4 , 01279": 3,6738 . 





Hierin steht G„ zur Abkürzung für den ganzen Ausdruck, ferner 


u: du u —4,01279 . 


Die gefundene untere Schranke für den absoluten Betrag des Regulators eines total 
reellen Körpers wächst also mit n ins Unendliche. 





Um die Abschätzung G,„ für kleinere Werte von n zu studieren, bilde man 


n 
2 











„ _ Ense _(m+2Y% (og2%:r 1 
Gn Dez 8 2 „Rn—i 
2 
-7 (+5) 5° 
+ 





®) Siehe z. B. Bieberbach, Elemente der Funktionentheorie, Bd.1 (3. Aufl. 1930), S. 315. 
Journal für Mathematik. Bd. 167 48 
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Nun wächst aber bekanntlich der zweite 1%) und dritte Faktor des letzten Produktes 
monoton, also wächst v„ monoton mit n. Für kleine Werte von n ist, wie man sich 
leicht überzeugt, %, <1. Für große n konvergiert v„ gegen U?> 1. Es überschreitet 
also v„ an einer wohlbestimmten Stelle die 1. D.h. bis zu einer bestimmten Stelle 
ist Gu42 <G,„, von da ab G„ı2> G„. Das gilt sowohl für die geraden wie für die un- 
geraden n. Als Ordnungszahl des Minimums für G, kommt also nur eines der beiden 
jener 1-Stelle von v„ folgenden ganzzahligen n in Betracht. Es ist in Briggschen 
Logarithmen 


l0g Yyz = log ze — 9,9999 3284 81 — 10, 


108 Yyg = log Fe — 0,0000 0337 13 . 


Also ist 
Gr < GO | Or > Gis 
Gy > Gr | Gi < Gy 
Für das Minimum kommen nur G,,, und G,,, In Betracht. Die logarithmische Aus- 
rechnung ergibt ") 
Gy = 0,0010 8966 
Gy; = 0,0010 8944 
G 5; = 0, 0010 8932 
Gj7 = 0,0010 8927 
G ss = 0,0010 89325 
G 15 = 0,0010 8945 


G„ erreicht also sein Minimum für G,,, und steigt von da ab wieder. Wir sind 
also zu dem Ergebnis gekommen: 


Die Regulatoren aller total reellen Körper sind absolut größer als ein Tausendstel. 


10) Siehe z. B. Kowalewski, Grundzüge der Differential- und Integralrechnung. 4. Aufl., Leipzig 1928, $42, 
5. 42. 
11) Unter Benutzung von F. J. Duarte, Nouvelles Tables de Logn! & 33 decimales, 1927. 





Eingegangen 17. Oktober 1931. 





Gri 
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Über eine Verschärfung des Hauptidealsatzes für 
algebraische Zahlkörper. 


Von Ph. Furtwängler in Wien. 


Wenn die Struktur der Idealklassengruppe eines algebraischen Zahlkörpers von 
spezieller Art ist, so lassen sich unter Umständen über das Verhalten der Ideale des 
Grundkörpers im Klassenkörper und in den Zwischenkörpern zwischen Grund- und 
Klassenkörper schärfere Aussagen machen, als sie der allgemeine Hauptidealsatz liefert. 
In dieser Richtung soll hier der folgende Satz bewiesen werden: 


Satz 1. Enthält die Gruppe der absoluten Idealklassen eines algebraischen Zahl- 
körpers k außer der Hauptklasse nur Idealklassen von der Ordnung 2, so läßt sich für sie 
stets eine Basis C,, Ca, .,Cn so wählen, daß jede Basısklasse c; bereits in einem relativ- 
quadratischen unverzweigten Körper k, in die Hauptklasse übergeht'!). 


Ich bediene mich bei dem Beweise dieses Satzes der gruppentheoretischen Methode 
des Herrn E. Artin ?), die darin besteht, daß die Untersuchung über das Verhalten der 
Ideale des Grundkörpers im Klassenkörper bezw. in den Zwischenkörpern auf die Fest- 
stellung gewisser Eigenschaften der Idealklassengruppen dieser Körper zurückgeführt 
wird. Die Schwierigkeit in der Anwendung der Artinschen Methode besteht bekanntlich 
darin, daß es zu einem vollständigen Beweis nötig ist, die allgemeinste Annahme über 
die Klassengruppe des Klassenkörpers bezw. der Zwischenkörper zugrunde zu legen. 
Für diese ergeben sich dann aber schon bei relativ einfachen Klassengruppen des Grund- 
körpers sehr komplizierte Klassengruppen. In den meisten Fällen ist es nicht einmal 
möglich, eine feste obere Schranke für die Ordnung dieser Gruppen anzugeben. Um 
diesen Schwierigkeiten zu begegnen, habe ich zum Beweise des Satzes I folgende Über- 
legung angestellt, die leider nur von ziemlich begrenzter Anwendbarkeit zu sein scheint. 


Es ist bekannt, daß in jedem unverzweigten relativquadratischen Körper k minde- 
stens eine Klasse c von der Ordnung 2 des Grundkörpers k in die Hauptklasse über- 
gehen muß. Weiß man nun außerdem, daß bei Zugrundelegung einer bestimmten, 
möglichst einfach angenommenen Klassengruppe des Klassenkörpers nur die Klasse © 


in k in die Hauptklasse übergeht, so muß diese Tatsache offenbar bei einer beliebigen 
Erweiterung der Klassengruppe des Klassenkörpers bestehen bleiben. Auf Grund dieser 
Überlegung war es möglich, bei dem Beweise des angegebenen Satzes mit vereinfachten 
Gruppen zu arbeiten; das Nähere enthalten die folgenden Ausführungen. 





1) Selbstverständlich kann die Klassenzahl von % beliebige ungerade Faktoren enthalten; es ist dann die 
Gruppe aller Klassen mit ungerader Ordnung als Einheitselement der Klassengruppe zu nehmen. 


2) Hamburger Abhandlgn. 7 (1930), p. 46. 
48* 
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sl. 
Es ist zunächst notwendig, einige Definitionen und Entwicklungen über die metabel- 
schen Gruppen 2. Stufe von Primzahlpotenzordnung p# zu geben. Es sei © eine solche 
 metabelsche Gruppe mit der Kommutatorgruppe EC. Wir setzen: 


(1) $=5...m LS <E), 


wo die e; Potenzen von p sind. Ich nenne ®/E die Stammgruppe von ©. Weiter 
setzen wir: 

(2) 5'555, =Tali+k), 
also 

(3) Tu= Ta und s-A=4.. 
Unter Benutzung der symbolischen Schreibweise gilt: 

h; el) 

(4) = TE, (=hı..un), 


wo die g() ganzzahlige Polynome in den A; sind !). Die Relationen (4) mögen die Stamm- 


relationen der Gruppe © heißen. 
Zwischen den „Grundkommutatoren‘“ 7;, können Relationen bestehen: 


r hik(4) _ 
(5) ATE®=E. 


Ich nenne eine solche Relation primitiv, wenn wenigstens für einen Exponenten die 
Beziehung: 


(6) hix(0) # Op) 
gilt. Es läßt sich in diesem Falle 7;, als symbolisches Potenzprodukt der übrigen Grund- 
kommutatoren darstellen. Ist z.B. A,s(0) = 0(p) und nimmt man alle symbolischen 
Potenzen der Grundkommutatoren außer 7,, vorübergehend als Einheitselement an, 
so wird 
I mE. 
Daraus folgt: 
T,, = Tix® und daher 7, = u 

wo fjs(4) ein ganzzahliges Polynom in den A; ohne konstantes Glied und m ein beliebig 


großer Exponent ist. Beachtet man nun, daß für genügend großes q 
1 


T!=E 

ist, so folgt 7, = E, d.h. T,, Ist ein symbolisches Potenzprodukt der übrigen Grund- 
kommutatoren. Besteht keine primitive Relation zwischen den 7x, so soll die metabelsche 
Gruppe vollständig heißen. Es ist für das Folgende wichtig, sich zu überlegen, daß bei 
beliebig vorgegebenen Stammrelationen stets eine zugehörige vollständige metabelsche 
Gruppe 2. Stufe existiert, d.h. daß aus den Stammrelationen allein keine primitive 
Relation zwischen den T;x folgt. Wir können sogar noch weitergehend zeigen, daß bei 
beliebig vorgegebenen Stammrelationen unter Hinzufügung der Forderungen, daß die 
T;x invariant und von der Ordnung p sind, stets eine zugehörige vollständige metabelsche 
Gruppe 2. Stufe existiert. Wegen der geforderten Invarianz der 7; sind die Poly- 
nome g() in den Stammrelationen jetzt Konstante a). Um den Existenzbeweis zu führen, 
betrachtet man in bekannter Weise das System der Elemente: 


(7) St... MT su <,0 sur <pu,k=1,2,...,n) 





!) Man vergl. Ph. Furtwängler, Hamburger Abhandlgn. 7 (1930), p. 14, speziell $ 1. 
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und fügt eine geeignete Kompositionsvorschrift hinzu: 
’ 2 na [ie *vix Eee | 
8) NENTENEOTE-NS NT, © 2 
(i) i<k (i) i<k (i) i<k 
Dabei bedeutet [x], den kleinsten nicht negativen Rest von x mod m, und es ist gesetzt: 
ty = 8 +[% + Yıl;- 
Durch eine einfache Rechnung, die hier nicht näher ausgeführt werden soll, erkennt 
man, daß die Elemente (7) mit der Kompositionsvorschrift (8) die Gruppenpostulate 
erfüllen und eine metabelsche Gruppe 2. Stufe von der verlangten Beschaffenheit liefern !). 


Es werde noch folgende Festsetzung getroffen. Ist ©, eine metabelsche Gruppe 
2. Stufe und © eine zweite mit derselben Stammgruppe und denselben Stammrelationen, 
von der ®, ein homomorphes Bild ist, und zwar derart, daß dem Einheitselement von 
&, eine Untergruppe der Kommutatorgruppe von ® entspricht, so werde © als eine 
Erweiterung von ®, bezeichnet oder es werde kurz gesagt, daß ®, in © enthalten ist. 
Mit dieser Ausdrucksweise gilt die Tatsache, daß jede unvollständige metabelsche Gruppe 
2. Stufe in einer vollständigen enthalten ist. Es sei ©, eine unvollständige metabelsche 
Gruppe 2. Stufe, deren Kommutatorgruppe wir uns durch definierende Relationen 
gegeben denken. Unter diesen muß dann mindestens eine primitive Relation zwischen 
den T;; sein. Es möge im ganzen etwa r unabhängige primitive Relationen zwischen den 
T;x geben, deren linke Seiten wir mit 7,, T,,..., T, bezeichnen. Wir streichen nun diese 
definierenden Relationen, während wir die Stammgruppe und die Stammrelationen bei- 
behalten. Wir kommen dadurch zu einer vollständigen metabelschen Gruppe ©, da, 
wie oben angegeben ist, aus den Stammrelationen allein keine primitive Relation zwischen 
den T;x folgt. Bezeichnet man die Gruppe: 


em... Tr) 
wo die f;(A) alle ganzzahligen Polynome durchlaufen, mit @,, so ist E, eine Untergruppe 


der Kommutatorgruppe von ©, und es entspricht ihr das Einheitselement aus ©,, d.h. 
&, ist in © enthalten. 


s.2. 
Um den in der Einleitung angegebenen Gedanken zu verwenden, beweisen wir den 
folgenden Satz 2, aus dem wir dann die Richtigkeit von Satz 1 schließen werden: 


Satz 2. Es sei k ein algebraischer Zahlkörper, dessen Idealklassen mit Ausnahme 
der Hauptklasse die Ordnung 2 haben. Ferner sei die Gruppe © des zweiten Klassenkörpers 
bez. k eine vollständige metabelsche Gruppe 2. Stufe, deren Kommutatoren sämtlich in- 
variant sind und die Ordnung 2 haben. Unter diesen Voraussetzungen kann man eine Basis 
für die Idealklassengruppe von k: Cy, Ca, - - -, C%n so wählen, daß jede Klasse c; bereits in einem 
unverzweigten relativguadratischen Körper k; über k in die Hauptklasse übergeht und daß 
sie gleichzeitig die einzige Klasse aus k ist, die in k; in die Haupitklasse übergeht. 


Ehe ich zum Beweise dieses Satzes übergehe, seien zunächst zwei einfache Hilfs- 
sätze bewiesen, die später gebraucht werden. 
Hilfssatz 1. Ist f(x,, . . -, 2.) ein ganzzahliges Polynom, das in jeder Veränderlichen 
linear und mod 2 nicht identisch Null ıst, so hat die Kongruenz: 
Hy +, 2%) =1(2) 
eine Lösung. 





1) Allgemeine Existenzsätze dieser Art findet man bei O. Schreier, Hamburger Abhandlgn. 4 (1926), p. 321. 
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Beweis. Da der Satz für eine Veränderliche evident ist, wenden wir vollständige 

Induktion an. Es sei: 
Han ++, 2) = Oli + +5 20-1) + ln - 4 an). 

Ist y nicht identisch Null mod. 2, so setze man =, =0 und löse die Kongruenz 
Yllyy.,2n-ı) =1(2). Ist y mod. 2 identisch Null, so ist 9 mod. 2 nicht identisch 
Null. Man setze dann z„ =1 und löse p(z,, - - ., m-ı) =1(2). 

Hilfssatz 2. /st f(x, .. ., 2m) ein ganzzahliges Polynom, das in jeder Variabeln linear 
ist, so Ist 

fen. En) (4 = 0,1) 

ungerade oder gerade, je nachdem f(x,, . .., %„) mod. 2 das Glied x, &, . . . x, enthält oder nicht. 

Beweis. Es ist 


& E82... m =1(2) 
5 Ei sr. =((2) (r < n) (& = 0, 1) 


83. 


Wir gehen nun zum Beweise von Satz II über und erledigen zunächst den Fall 
n = 3, um uns später bei dem Beweis des allgemeinen Falles kürzer fassen zu können. 
Es sei das Klassensystem des Grundkörpers k: 

(1) 466 (a=0, 1). 
Die Gruppe des zweiten Klassenkörpers bez. k ist bei unseren Annahmen: 

(2) 6-55 (= 0,1) 
und die Kommutatorgruppe hat die Gestalt: 

(3) C= 7,7373 uv=91). 
Es möge 5;6 der Klasse c; entsprechen. Die Stammrelationen lauten: 

a(3) 

(4) 5; -4u Tr (J zn i, 2, 3), 

wo die a{) ganze Zahlen sind. 


Wir bezeichnen mit k; den unverzweigten relativquadratischen Körper, der zu der 
durch die Kongruenz x; =0(2) definierten Untergruppe von (1) gehört. Wird k; durch 





/@; definiert, so werden wir den Körper, der durch Voto? definiert wird, mit k{ k; bezeich- 
nen. Es läßt sich dann das System aller unverzweigten relativquadratischen Körper, die 
ım Klassenkörper enthalten sind, in der Gestalt: 


(5) kt, 2,5) Mt tet (= 0,1500 = 0) 
schreiben. Die Gruppe, zu der der Körper (5) als Unterkörper des zweiten Klassen- 
körpers gehört, ist: 
(6) Ola, 2. 2) {SEE tt, 
mit der Kommutatorgruppe: 
(7) Clxj, 29, 23) = {Ti2 Ti Ta}. 
Der Klasse c, entspricht im Körper (5) die Substitution: 
(8) > 51 T12” T15° Clx,, 2, 23); 
die den Klassen c,, c, entsprechenden Substitutionen ergeben sich durch die Indexver- 


tauschungen (12) resp. (13). Es entspricht daher der Klasse cj'ca’cz;’ im Körper 
k(%, X, 73) die Substitution: 
(9) ge SW Sr. Tea tltwantter+l) Tre tumletl)+Ke+1) Tegmtl)tums+Ke +1) 


li 


Sc 


in 
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Us 


Um festzustellen, welche Klassen cj' c5’ cz 


gehen, hat man die Kongruenzen 
(2) 


aus k in k(&,, 25, 23) in die Hauptklasse über- 


u, (a18 + 4% +2) + u,(aig + 22275) + u, a‘? +1(2,-4-1)=0(2) 
(10) u, (a\3 + 2%,%) + Us a\2) 4 us (dis +2,23 +23) +12, +1)=0(2) 
1 
u, as, + u, (a3 + %X3+%,) + us (ag + 7, X,) +t(2,+1)=0(2) 
nach u,, 4,, 4,3, t aufzulösen. Man erhält: 
(11) U] :Ug:Ug = D,(&, I, 23) : Dy (1, 2, 23) : Da (2), 2, 25), 


wo 
(12) Dilan 2, 0) = 0903 + 2, A + 2, (As + als) + as (Ald + al?) + AD + AD + AD 


ist und A$? das algebraische Komplement von a‘ in der Determinante |a$ | bedeutet. 


Die Werte von D, und D, erhält man aus D, durch die Indexvertauschungen (12) resp. 
(13). Der Wert i ist kolalnen, da es auf ihn nicht ankommt. Sind die 3 Determinanten 
D; gerade Zahlen, so geht mehr als eine unabhängige Klasse aus k in k(z,, X, &,) in 
die Hauptklasse über. Ist dagegen wenigstens eine der 3 Zahlen D; ungerade, so geht 
genau eine Klasse aus k, die durch (11) bestimmt ist, in k (x,, &,, %3) in die Hauptklasse 
über. 

Um unsere Behauptung zu beweisen, hat man zu zeigen, daß 3 Wertetripel «\”, «5, 23" 
existieren, so daß 

(13) Dita’, a2, a3)| = (j=1,2,3). 
Es geht dann in den Körpern k(a\”, «%, Fr nur je eine Klasse aus k in die Haupt- 
klasse über, da in jeder Zeile der Determinante auf der linken Seite von (13) mindestens 
eine ungerade Zahl steht. u setzen nun zunächst, um unbrauchbare Wertetripel zu 


vermeiden, «| = a$” = a$” =0. Die linke Seite von (13) ist mod. 2 in allen Variabeln 
linear und enthält das Glied x” aD, 9 Die Kongruenz (13) hat daher nach 
Hilfssatz 1 eine Lösung. Setzt man nun 

(14) =D, ,E):D,l-):Dl.), 
so sind 

„oo „@ 

(15) Co 6 (i=1,2,3) 

drei Basisklassen der gewünschten Art, da sie nach (13) unabhängig sind. 
Sg 4. 


Wir betrachten nun den allgemeinen Fall. Es sei k der Grundkörper mit dem 
Klassensystem: 


(1) =). 
Das System der unverzweigten relativquadratischen Körper über k werde mit 
(2) Kain. 3). DM air. = 0) 


bezeichnet, wobei k; derjenige Körper ist, der zu der durch die Kongruenz 5; =0(2) 
definierten Klassengruppe von (1) gehört. Die Gruppe des zweiten Klassenkörpers K, 
schreiben wir: 


(3) =... (=0,1), 
wobei & ihre Kommutatorgruppe ist. Die Bezeichnung sei so gewählt, daß 5;6& der 
Klasse c; in k entspricht. Es existieren (5) Grundkommutatoren, die nach Annahme 


invariant und von der Ordnung 2 sind; sie können als Basiselemente von & benutzt 
werden. Die Stammrelationen schreiben wir in der Gestalt: 
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ai) 
(4) 5;=1T% (kj=1,2,...n), 
wo die al; ganze Zahlen bedeuten. Der Körper k; gehört als Unterkörper des zweiten 
Klassenkörpers zur Gruppe: 


(5) $; —n {S5,, S,, ..n S;—1, Sir, ... Sn, C}. 


Um festzustellen, welche Klassen cı' .... ca" in einem bestimmten Körper k(x}, ..., %.) 
in die Hauptklasse übergehen, verfährt man nach den früheren Erörterungen so. Der 
Körper gehört als Unterkörper des zweiten Klassenkörpers zu einer bestimmten Unter- 


gruppe Ö(X, X, - » -,%„) von ®, deren Kommutatorgruppe C(x,, %a, - - -, %n) (" 9 u Basis- 

elemente hat. Für die Exponenten u; und die Exponenten dieser Basiselemente, also 
n—i1 n r Bi. 

n +( 9 )=(2) + 1 Unbekannte, erhält man dann (5) lineare homogene Kon- 


gruenzen. Die Lösung dieser Kongruenzen ergibt, wenn die x; als Variable betrachtet 
werden: 
(6) u, (2) :ug(2)...:m(a) =D,(8):D,(2):...:D.(2) (2), 

wo die D, ganzzahlige Polynome in den &; bedeuten, die wegen des Moduls 2 in jeder 
Variabeln als linear angenommen werden können. (Die Werte der übrigen Unbekannten 
interessieren nicht.) Ist nun wenigstens eine der Zahlen D;(x) ungerade, so geht in k(x) 
nur eine einzige Klasse aus k in die Hauptklasse über, die durch (6) bestimmt ist; andern- 
falls mindestens 2 Klassen. Da das Glied &,%,...x.„ als verschwindend immer fort- 
gelassen werden kann, erhält man für u,(x) einen Ausdruck folgender Art: 


(7) u(2)= Su LG, 
i=1 ® 





wo das Zeichen Gl„_s einen Komplex von Gliedern bedeutet, die höchstens vom Grad 
n —2 in den 2; sind. Es soll jetzt gezeigt werden, daß 

„zl,,=,=:. == 0(2) 
ist. Es genügt natürlich, «, =1 und etwa a, =( zu beweisen. Für die letzte Kongruenz 
können wir eine andere setzen. Analog (7) gilt: 


n 





(8) u.(2)= ) of’ 77 !+Gl,.. 
Durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 erkennt man, daß 
(9) = (2). 


Wir werden daher a, =1 und a1’ =0 beweisen. Da 
%, =2 ul, = ie am ll), 
genügt es nach Hilfssatz 2 zu zeigen, daß u,(0, x,, ...,2%„) mod. 2 das Glied 2,23... 2%, 
enthält, u,(0, 25, ... .,%„) aber nicht. Wir berechnen nun u,(0, X,, . . ., %n), soweit es not- 
wendig ist. Es handelt sich dabei um den Körper k,k&*'...A#**!, der zur Gruppe 
(10) 0, 2:26) = {ST 5. 5‘ 
gehört. Die zugehörige Kommutatorgruppe ist: 


= | uk=2,3,...,n 
(11) T= 0,2...) Tl ı<k ): 


Den Klassen c; entsprechen in der Gruppe (10) die Substitutionen: 
(12) „>SiL, > SG THE (i=2,3,...,n), 





W 
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woraus folgt: 
2 2 Zk+lmpüitlmn fi . ‘ 
(13) ee. Ti Ta)" (k=2,3,...,n). 


Trägt man hier noch die Werte S7; aus (4) ein, so wird die rechte Seite ein Produkt von 
Potenzen der 7;.. Soll cl..." in k(0,%,...,%.) in die Hauptklasse übergehen, 


PR . . N . 
so müssen die Exponenten der T7;x in (13) gerade Zahlen werden, was (5) lineare homogene 


Kongruenzen für die Unbekannten u,;, t;, ergibt. Als Lösung erhält man für u, und u, 
die Determinanten: 


wobei 
X +12, +1 v 
X X +10... 0 
A= ‚4= Tq ‚ B= 0 x. +1 ( 
N u +1 
In A | NENNE 1 +1 


Die leer gelassenen Felder in A und A’ enthalten Nullen oder die Exponenten a‘); da es 
nur auf die Feststellung ankommt, ob u, und u, mod. 2 das Glied x, 2,.... x, enthalten 
oder nicht, kann man sie mit Nullen besetzen und überdies in der Matrix B x; + 1 durch 


N ' ) n —1 Euhit 
x; ersetzen. E ist eine Einheitsmatrix von der Dimension ( ’ ), und die Elemente der 


Matrizes C und C’ hängen von den x; nicht ab. Wir entwickeln nun die Determinante 
für u, nach Laplace in bezug auf den horizontalen Strich. Das Produkt | A || E| enthält 
das Glied 2,2,...x,; wir wollen zeigen, daß alle anderen Produkte dies Glied nicht 
enthalten. Wir versuchen zu diesem Zweck, oberhalb des horizontalen Strichs 
n— 1 Spalten so zu wählen, daß die aus ihnen gebildete Determinante das 
Glied 2,%,...x2. enthält. Wir versuchen zunächst, diese Spalten aus der Matrix B 
zu wählen. Bezeichnet man die Spalten dieser Matrix der Reihe nach (23), 
(24),...(n —1,n), wobei (ik) gleich (ki) sei, so enthält die Spalte (:k) die Variabeln 
x; und #;, und zwar x;in der (k — 1)-ten und x; in der (i! — 1)-ten Zeile. Damit 
das Glied 2,%,...%. überhaupt vorkommen kann, muß man zunächst eine Spalte mit 





dem Einzelindex 2, etwa (2 :,) wählen, sodann (3 :,), (4 1,),.... Man erhält so das Spal- 
tensystem: 
(16) 23), Bi)... (N in), 


wobei angenommen wird, daß aus der Spalte (7 :,) die Variable x; genommeg wird. Es 
muß dann i,, ia, . . ., Zn. eine Permutation der Indizes 2,3,...,r sein. Denn wäre etwa 
i; = I,, so würden x; und x; in den Spalten (ji,) resp. (ki,) in derselben Zeile stehen und 
könnten daher nicht miteinander multipliziert werden. Man kann nun das Spalten- 
system (16) zyklisch anordnen, indem man auf (2 :,) die Spalte mit dem ersten Index ı, 
in (16) folgen läßt usw. Da es auf die Numerierung nicht ankommt, erhält man dann 
bei geeigneter Numerierung ein Spaltensystem mit einem oder mehreren Zyklen: 


(23), (34),..., (r — 1, r), (r 2) 
(+1,r +2), (r +23, r+2),..„(r+s,r+1). 


Entsprechend der Anzahl der Zyklen zerfällt dann die betrachtete Determinante in ein 


Produkt von Determinanten, deren erste im Falle der Anordnung (17) lautet: 
Journal für Mathematik. Bd. 167, 49 


(17) 
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Sie hat den Wert 2,%3...2%,(4 + (- 1)') und verschwindet daher mod. 2 identisch. 
Keine der (n — 1)-zeiligen Determinanten aus der Matrix B enthält also mod. 2 das Glied 
X, X%g 2... 2%. Nimmt man auch aus der Matrix A Spalten, und zwar zunächst eine einzige, 
etwa die erste mit x,, so muß man aus der Matrix B n — 2 Spalten nehmen, um das 
Produkt 2,2,...2m zu erhalten. Man kann dann die Spalten (23), ..., (2 r) nicht be- 
nutzen. Streicht man diese in der Matrix B und ebenso die erste Zeile, so erhält man 
eine Matrix B,, die genau so gebaut ist wie B, nur ist die Zahl der Variabeln um 1 kleiner. 
Daraus folgt unsere Behauptung. Analoges gilt, wenn man aus der Matrix A mehr als 
eine, aber weniger als n — 1 Spalten entnimmt. Damit ist gezeigt, daß u, (0, 2,...,%%) 
mod. 2 das Glied 2,2,...2. enthält. 

Daß u, (0, 2,,...,2n) mod. 2 das Glied 2,2,...2„ nicht enthält, läßt sich sofort 
schließen, wenn man beachtet, daß das Produkt | A’ || £ | jetzt dies Glied nicht enthält, 
und im übrigen dieselben Überlegungen wie für u, anstellt. 

Wir können nunmehr zeigen, daß man stets im Grundkörper n Basisklassen €, .... ., Cn 
so wählen kann, daß jede schon in einem unverzweigten relativquadratischen Körper, 
und zwar als einzige Klasse aus k, in die Hauptklasse übergeht. Wir knüpfen an die h 
betrachteten Polynome an: 


| Ultı::H40) SLda:::7n + Glas (2) 


DD oe A u u 


za, 5 


(19) 


Diese haben, um es noch einmal zu wiederholen, folgende Bedeutung: Sind die Zahlen 
(20) ua...) (del,2...n) 
für ein bestimmtes Wertsystem &,, .. ., %„ nicht alle gerade, so geht im Körper k(z,, : : -, X) 
die Klasse 
(21) e...ch 
und nur diese in die Hauptklasse über. Sind alle u; gerade, so gehen mindestens 2 unab- 


hängige Klassen aus k in k(%,, . . ., %„) in die Hauptklasse über. Wir wollen nun mod. 2 
n Zahlensysteme 


(22) MP... =1,2,...,n) 
so bestimmen, daß 

(23) = (2) i=12,...,n) 
und 

(24) \uP|=1(2) (uk =1,2,...,n), 
wo up = u,(a”, rg ad) ist. 


Um (23) zu befriedigen, setzen wir 

(25) gi) u 2 m 000 = 2”) =VU), 
Daß man (24) befriedigen kann, folgt dann sofort aus Hilfssatz 1, wenn man be- 
achtet, daß |uf?| mod. 2 das Glied 





Furtwängler, Über eine Verschärfung des Hauptidealsatzes für algebraische Zahlkörper. 387 


(26) RE 2 ER JE u JE 

enthält. Dann folgt aber, daß die Klassen 
u . in G=1,2...n) 
n Basisklassen der gewünschten Art sind, womit Satz 2 bewiesen ist. 

Es ergibt sich nun aus den früheren Ausführungen, daß Satz 1 gilt, wenn von der 
Gruppe © des zweiten Klassenkörpers nur vorausgesetzt wird, daß sie eine vollständige 
metabelsche Gruppe 2. Stufe ist. Denn fügt man in diesem Falle zu den definierenden 
Relationen der Kommutatorgruppe von ® die Bedingungen hinzu, daß die Grund- 
kommutatoren T7;; invarıant und von der Ordnung 2 sind, so erhält man wieder eine 
vollständige metabelsche Gruppe ® und bei Zugrundelegung dieser Gruppe als Gruppe 
des zweiten Klassenkörpers kann man nach Satz 2 ein geeignetes System von Basis- 
klassen c,,..., in k wählen. Diese bilden dann aber auch bei Annahme der ‚‚erweiter- 
ten“ Gruppe ® als Gruppe des zweiten Klassenkörpers ein gewünschtes System von 
Basisklassen, da in jedem unverzweigten relativquadratischen Körper über k mindestens 
eine Klasse des Grundkörpers in die Hauptklasse übergehen muß. 

Ist die Gruppe des zweiten Klassenkörpers eine unvollständige metabelsche 
Gruppe 2. Stufe, so ist diese, wie früher gezeigt ist, in einer vollständigen enthalten, und 
der Satz 1 gilt daher auch in diesem Falle und somit allgemein ?). 





1) Numerische Beispiele zu Satz 1 kann man folgender Arbeit entnehmen: Ph. Furtwängler, Über das Ver- 
halten der Ideale des Grundkörpers im Klassenkörper; Monatshefte f. Math. u. Physik 27 (1916). 
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Der Satz von der Gebietstreue. 
























Von Maximilian Krafjt in Marburg. 


Der Satz von der Gebietstreue lautet in der Formulierung von Bieberbach !): I 
(1) v=/(2)=42+6%2?+°-- 
sei in der Umgebung B von z = O regulär, und c, = f’(0) sei von Null verschieden. Dann u 


oibt es einen Kreis um w = 0), der von den Werten, die f(z) in B annımmt, völlig über- 
deckt wird, so daß also f(z) in der Umgebung von z = 0 alle Werte aus der Umgebung 
von w = ( annimmt, sowie ferner, daß f(z) in genügender Nähe von z = 0 keinen Wert d 
mehr als einmal annımmt. 

Der Beweis dieses Satzes wird ziemlich allgemein ?) mit dem Roucheschen Integral- 
satz eeführt, ein ganz mit den Hilfsmitteln der Potenzreihenlehre auskommender Beweis 


E ie is 
scheint nicht bekannt zu sein ?). Diese Lücke soll hier ausgefüllt werden. b 
Nur um die Formeln nicht unnötig zu komplizieren, machen wir die erlaubten 
Voraussetzungen mn 
fi 


(2) .=1 || <m (v2, m = konst). 


en Beweis zerlegen wir in den Beweis zweier Teilsätze. 


. -und £der Kreis !z| so. Dann gilt der Teilsatz: Im Kreis f 
2(1 + m) 


nimmt /(z) keinen Wert mehr wie einmal an. 


N 


Esseino= 


Der Beweis ist bekannt und trivial. Es seiz, #2, und || =, |») =. Daraus 


folgt wegen (2) 
2) - Hza)|\z|I|2» - z!(l —m Bi vo!)=|., — 2 e m — a ’ 
3 2 a a: 5 2 ) (1 — o)? 


und der letzte Ausdruck ist sicher positiv. 


2 ’ 
Es seı ferner d = a Es ist dann 0 < 9 <1. Ist noch P= oll — 9) 


und 8 der Kreis |w| <P, so gilt der zweite Teilsatz: Für jedes gegebene w aus St hat 
die Gleichung (1) in £ eine Lösung. 
Zum Beweis bringen wir (1) in die Form 


je») 
(1’) z=Ww— z 2 = F(w, 2) 
und lösen (1’) durch Iteration. Wir setzen 


!) Lehrbuch der Funktionentheorie Bd. I, 2. Aufl. S. 187, 3. Aufl. S. 192. 

*) So Bieberbach und Hurwitz-Courant. Andere Beweise bei Burckhardt-Faber und Pringsheim. 

”) Der elementare Beweis für die Analytizität der Umkehrfunktion (vgl. Enzyklopädie II, 3, S. 15) ist nicht 
so einfach wie unser Beweis und gibt weniger. 
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(3) „=0, 2 =u, 2 = Fiw, 2-ı), (Z1), 
und zeigen: 1. alle z, liegen in f, 2. lim z, existiert. 
Es ıst fürn 22 
n 


(4) Zu == n (2; — 3-ı). 


Ferner ist 1. richtig für z, und z,. Falls 1. richtig ist für z,, 21, - - -, m, (n 2 2), so gilt 
für 2sS/<sn 


G 
4 — 2-ı | 126 (3-ı - 3-2) <£m!2_ -— u-|2% vo’! 
1 | | qı 
=m oje 1)| 3 - a | <d|l 23 — 2-2. 
Daraus folgt aber 
(5) a —- a] <Htlo|s Hp, 
und wegen (4) 
al<plt ++ + MI) <= 
d.h. auch z, liegt ın f. Da nun wegen (4) 
lım z, = 2 (4 — 2-ı) 


ist und die rechte Seite nach (5) eine konvergente Majorante mit konstanten Gliedern 
besitzt, existiert lm z,„ = z sogar gleichmäßig in $l. Da die z, aber, wie sofort zu sehen 


n>au 
ist, analytische Funktionen von w sind, ergibt sich die Analytiızität der Umkehr- 
funktion mit. 


Eingegangen 27. Oktober 1931. 
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Über die Hauptkerne von Integralgleichungen. 


Von Ernst Richard Neumann in Marburg. in 

in 

en ze 

Bei Ä(s,t), dem Kerne der zu behandelnden Integralgleichungen, wollen wir im ta 

allgemeinen an eine in ihren Argumenten unsymmetrische Funktion denken, die wir aber, w 

um sonst möglichst einfache Verhältnisse zu schaffen, als stetig voraussetzen. s und i g1 
seien dabei stets auf ein Intervall @...b beschränkt. 

Dann gehören zu diesem Kerne die beiden assoziierten linearen Integralgleichungen di 

b ER > . Cl 

(3) pls) -ASKls,r)plT)dar=f(s) und (3) Pl) — AfyYlo) Klo,t) de = fit). vc 


Diese beiden Gleichungen, die wir die Gleichungen in s und in it nennen, werden 
wir stets nebeneinander betrachten und in einer wohl ohne weiteres verständlichen 
Symbolik !) hinfort kürzer so schreiben: 01 


p(s) - A{K,9} =f(s) bzw. pl) -A{9,K}= fi). 
Die Lösungen o(s) und 9(t) dieser Gleichungen sind bei willkürlich, nur stetig 


gegebenen Funktionen f(s) bzw. f(t) im allgemeinen eindeutig und lassen sich mittels 
der Resolventen K(s,t; A) (Hilberts ‚lösender Funktion‘) folgendermaßen darstellen: 


(L) as)=fs)+AKN und (8) Ft)=fi) HAAR}. 


Dabei ist die Resolvente K(s, t; A) eine analytische Funktion des Parameters 4, . 
deren Potenzreihenentwicklung in der Umgebung des Nullpunktes lautet: ” 
($) K(s,2; 4) = K(s,t) + AKs(s, 1) + A Ksls,t) + ., de 
wo ÄK,, K, usw. die Iterationen des Kernes K bedeuten: 
Ky(s, t) Fon {K, K}, Kz(s, I) = {K, K,} Pau {K, K}, K4(s, i) = {K, K,} TH i 
Dieses Auflösungsverfahren der Gleichungen (%) und (3) versagt aber bei den u 
„Eigenwerten‘‘ von A, wie ich (im Gegensatz zu Erhard Schmidt) die Werte des Para- . 
meters nennen will, bei denen die zugehörigen homogenen Gleichungen (nicht identisch 
verschwindende) Lösungen besitzen, die dann „Eigenfunktionen“ in s bzw. in it heißen 
mögen. — Damit für solche Eigenwerte die inhomogenen Gleichungen überhaupt Lö- D\ 
sungen besitzen, müssen die Funktionen f(s) bzw. f(t) orthogonal zu sämtlichen (zu sic 
. br. 


1!) Durch die Anordnung der Funktionen innerhalb der geschweiften Klammer wird sogleich angedeutet, nach 
welcher Variablen bei Bildung dieses „inneren Produktes‘ zu integrieren ist. — Was sonst die Schreibweise anlangt, 
so sollen im folgenden Funktionen einer Veränderlichen immer durch kleine, solche von zwei Veränderlichen 
durch große Buchstaben gekennzeichnet werden. Danach stellt das Klammersymbol selbst, je nachdem zwei kleine, Na 
ein großer und ein kleiner, oder aber zwei große Buchstaben darin stehen, eine Konstante, eine Funktion von einer 

oder aber von zwei Variablen vor — im letzteren Falle von den beiden zu äußerst stehenden Argumenten. deı 








Neumann, Über die Hauptkerne von Integralgleichungen. 


diesem Eigenwerte gehörigen) Eigenfunktionen Y(t) in i bzw. y(s) in s sein, d.h. 


() H=0 bw {hy)=0. 


Als Eigenwerte kommen nur singuläre Stellen der Resolvente K(s,t; A) in Be- 
tracht ?). 


Bei einer eingehenderen Untersuchung der Verhältnisse in der Umgebung eines 
Eigenwertes spielt nun die Zerlegung des gegebenen Kernes K(s, t) in zwei zueinander 
orthogonale Kerne eine große Rolle, in den Hauptkern (bezüglich dieses Eigenwertes) 
und in einen Restkern. — Die Struktur des Hauptkernes ist eingehend untersucht, 
(z. B. von Plemelj, Heywood, Goursat, Lalesco, Kowalewski), doch machen diese Autoren 
in weitem Umfange Gebrauch von der Fredholmschen Theorie und vor allem auch fast 
immer von der Elementarteilertheorie. — Meine Absicht ist es nun, im folgenden zu 
zeigen, daß man über diese Struktur des Hauptkernes auch schon mit den allerelemen- 
tarsten Hilfsmitteln weitgehenden Aufschluß erhalten kann. Bei unserem Vorgehen 
werden zugleich die Eigenfunktionen ihrer Bedeutung entsprechend mehr in den Vorder- 
grund treten und nicht gleichsam nur als Anhang zu den Hauptfunktionen erscheinen. 


Nur eine Tatsache denke ich mir der Fredholm-Hilbertschen Theorie entnommen, 
da mir ein anderer Beweis für sie nicht bekannt ist, der an Einfachheit ihrem elementaren 
Charakter entspräche, — die Tatsache nämlich, daß die Resolvente K(s, t; A) als Funktion 
von 4, wenn überhaupt (wie wir im folgenden annehmen), im Endlichen nur polare 
Unstetigkeiten besitzt, also eine meromorphe Funktion ist. 


Es sei nun c ein solcher Pol der Resolvente (natürlich ce # 0), und zwar von der 
Ordnung r. — Dann gilt in der Umgebung von c eine Darstellung von folgender Form: 


(1) K(s, rs 7) = 4 A + in ER u. 4 C4(5, ) 
j (1 u > (1 ME. ı 
C C C 
1 a 
oz r C,+1(5, 2) + Cr+2(S, y(ı — 2) +... |, 





und an diese Darstellung knüpft nun die Zerlegung des Kernes ÄA(s, t) in Haupt- und 
Restkern an: Wie allgemein K(s,1;0) = K(s, t) ist [vgl. z. B. (®)], so bezeichnet man 
den Hauptteil von K(s,t; A) (in runder Klammer) für den Parameterwert A = als 
den Hauptkern H.(s, t) (bezüglich des Poles (Eigenwertes) c), so daß also 


1 
(2) Hs, t) - c (C (8; ) + C;(s, t) .: 2 NE r C,(s, t)) 
ist. Unsere Untersuchung hat also nur noch den Funktionen(/;(s,t),.... ., C,(s, t) 
zu gelten. 


Wir knüpfen dabei an die bekannten Funktionalgleichungen der Resolvente an: 
K(s,1;4) — AK,K} = K(s,t) und K(s,t;)) — AK, K} = Ks, t). 
Durch Einsetzen von (1) in diese Gleichungen und Koeffizientenvergleichung ergeben 


sich hieraus zwei Gleichungssysteme, die wir auf die folgende Form von Doppelgleichungen 
bringen können °): 


2) Alle diese Tatsachen lassen sich ganz elementar beweisen. Vgl. Sitz.-Ber. d. Gesellsch. z. Beförd. d. ges. 


Naturwiss. zu Marburg, 62 (1927), S. 424—428. 
3) Wir beschränken uns auf die ersten r + 1 Gleichungen, da uns hier nur die in dem Hauptkern (2) auftreten- 


den Funktionen interessieren. 
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C(s,:) -c[A,C} = 0 =(,(s,t) — c{C,,K} 

C.(s,1) -c{K,C} = — Cı(s, t) =(,(s,t) —c{C, K} 

Cs(s,1) -c{K,C} = — (C,(s,t) + Cz(s, t)) =(y(s,t) —c{C,, K} 

3) sd -cKc) = —-G ++)  =Culst) —e{C, K} 

C,(s,t) -c{K, CH = -(C, +G,+''+G-1) =C4st) — c{C, K} 
Cy41(5,1) — c{K, Cy41} = cKls,t) -— (Ch, +0, +:':+0C) = Grılsst) — c{C,+uK}. 





Aus diesen Gleichungen folgt zunächst, daß die sämtlichen Funktionen C,(s,t),...,Cr(s,t) 
linear unabhängig sind, und daher auch keine von ihnen identisch verschwinden 
kann. Denn das Bestehen einer linearen Beziehung zwischen einigen von ihnen — das 
Verschwinden einer Funktion ist darin als Sonderfall enthalten — z.B. zwischen den 
v ersten, zöge eine lineare Beziehung auch schon zwischen den » — 1 ersten nach sich; 
es müßte also schließlich C,(s, t) identisch verschwinden, was natürlich ausgeschlossen 
ist, wenn wirklich ein Pol r-ter Ordnung vorliegt. 

Sodann lehrt die erste der Gleichungen (3), daß C,(s, t) als Funktion von s Lösung 
der homogenen Integralgleichung in s und als Funktion von it der homogenen Gleichung 
intfür A =cist. Es ist damit also bewiesen, daß c und damit jeder Pol der Resolvente 
auch wirklich Eigenwert der Integralgleichung ist. C,(s,t) ist Eigenfunktion in s sowohl 
wie in t. Wir sprechen kurz von einer „Eigenfunktion in s und {““. — Die weiteren 
Gleichungen (3) lehren dann, daß in demselben Sinne die Funktionen C,(s, t),.. . ., C(s, t) 
mit der Eigenfunktion C',(s,t) ein System sich an diese anschließender „Hauptfunktionen 
in s und t““ bilden. Es ist also damit im Falle r > 1 der Beweis für die Existenz solcher 
r-gliedriger Systeme von Hauptfunktionen in s sowohl wie in t erbracht. 

Aus der Eigenschaft von C,;(s, t) als Eigenfunktion in s und t folgt nun, daß es sich 
als Bilinearform zweier Reihen von Figenfunktionen g(s) und $(t) in s bzw. t (allein), 
und spezieller noch (bei deren passender Auswahl) als einfache Produktsumme 


(4) est) = pls) Pl 
i=1 


darstellen läßt. Hier dürfen wir die g Funktionen jedes der beiden Systeme 9,(8), - . -, 9,(8) 
und g,(t), ».., 9,() als linear unabhängig ansehen, denn solange die Funktionen eines 
Systems es noch nicht sind, kann man ja noch weiter reduzieren. 

Weiter lehren sodann die Gleichungen (3), daß für den Eigenwert A = c die in- 


homogenen Gleichungen ($) und (3) Lösungen besitzen, sobald wir f(s) bzw. f(t) gleich 
— Cl, — (EC, +05), — (C, +0, + C,),. . . schließlich gleich eK — (C, +0, +:':'+C,) 
setzen; alle diese Funktionen müssen daher orthogonal sein zu jeder beliebigen KEigen- 
funktion y(s) in s bzw. y(l) in t [vgl. (D)], und das liefert die Beziehungen: 

(2) {(C„»y} = (9, C}=0, {C3, y} = 72 G}=0,... {€ -, 7 ={9ı G-3=0, 
und schließlich: e{A, y} —{C,y}=0 und c{y, K} —{y,C,} = 0, oder nach der 


Fundamentaleigenschaft der Eigenfunktionen als Lösungen der homogenen Integral- 
gleichungen: 


(6) y(s) ={Cny} und ylt) ={y, Cr}. 


Diese Resultate wenden wir nun auf die spezielle Eigenfunktion C,(s, t) in s und t an, 
um zu erhalten: 


C,(s,t) im Falle r=1 
7 C -{ 1\9) 
( ) { »Cı} 0 m . r> 1 ° 


di 


al 
st 


m 5 
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Diese Beziehungen zerfallen aber unter Benutzung von (4) infolge der Unabhängigkeit 
der Funktionen 9,(s) und 9,(t) in die Einzelgleichungen 

8) a) (9, 9,3 =, im Falle r=1 (6,=1,6d,—0, sobald i+x) 

b) 9, 93=0 » » r>A für una =1,2,...,0. 

Die Funktionssysteme der p,(s) und 9,(t) sind also im ersteren Falle „biorthogonal“ 
(und normiert), im zweiten „orthogonal“. 


Im Falle r =1 liefern die Gleichungen (6) außerdem noch für die beliebigen 
Eigenfunktionen y(s) und y(t) die Ausdrücke 


(6°) y(s) BPATZ y} p,(s) und yft) = Zu 9,9), 


also Darstellungen als lineare Aggregate der ,(s) bzw. 9,(t), womit auch die Voll- 
ständıgkeit der Systeme der Funktionen 9,(s) bzw. 9,(t) bewiesen ist. — In diesem 


Faller =1 reduziert sich der Hauptkern H,(s,t) nach (2) auf > C,(s, t), ist also im 


wesentlichen dargestellt durch die Produktsumme (4) aus zwei vollständigen Systemen von 
Eigenfunktionen @,(s) und g;(t), deren jedes die gleiche Anzahl o von linear unabhängigen 


Funktionen enthält. Beide Systeme sind zueinander biorthogonal. 


Etwas schwieriger sind die Verhältnisse im Falle r > 1 zu übersehen, dem wir 
uns jetzt zuwenden: daß in diesem Falle die Eigenfunktionen 9,(s) und g,(t) im Aus- 
druck (4) für C,(s, t) sämtlich zueinander orthogonal sind, haben wir schon oben fest- 
gestellt [vgl. (%&)] — jetzt müssen wir aber auch noch die weiteren Funktionen 
C,(s,t),... C,(s, t) untersuchen, und zwar wollen wir, analog unserer obigen Behandlung 
der Eigenfunktion C,(s,t) in s und £, jetzt auch diese „Hauptfunktionen in s und t“ 
zurückführen auf einfachere Systeme von Hauptfunktionen in s allein und in t allein. 

Da wird es sich nun zunächst empfehlen, die Funktionen ,(s) und y;(t) in (4) 
hinfort noch durch einen bestimmten zweiten Index als Eigenfunktionen (gegenüber 
den weiter einzuführenden Hauptfunktionen) zu charakterisieren, und zwar die 9@,(s) 
durch den zweiten Index 1, die 9,(t) durch den zweiten Index r. 

Da nun die Eigenfunktionen 9,(t) linear unabhängig sind, so können wir der 
Variablen t sicher solche oe feste Werte t,,t,,...,t, beilegen, daß die Determinante 
|9,,(£,)| nicht verschwindet. Dann aber können wir die o Gleichungen 


(4°) C(s, L,) = Puls) Pt.) (x =1,2,...,0) 


nach den Funktionen 9,(s) auflösen. Diese Auflösungen seien 


e 
Pa (s) =) a,C6, L,) (=1,2,...,0). 
x—=1l 


Nun denken wir uns außer der letzten jede der im Schema (3) links stehenden 
Gleichungen (in s) speziell für diese Werte 2,,t,,...,i, von t hingeschrieben und dann 
immer die so entstehenden o Gleichungen, mit den Faktoren a,.(x =1,2,...,0) ver- 
sehen, linear kombiniert. Wenn wir dann noch allgemein 


e 42... 
(9) N a,C,(st,) = 9,6) E Bi Be 2) 
x=1 PELBLRET 


setzen, so erhalten wir in dieser Weise das folgende Gleichungssystem: 
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9,,(8) Fi c{K, 9} =0 
9,(8) Fun c{K, P;0} Ben —9,(8) 


EB BER ER N ER BE EEE 


Aha tet Ft Par) 


Damit ist also bewiesen, daß jede der o Eigenfunktionen 9,(s) das Anfangsglied einer 





r-gliedrigen Kette von ‚„Hauptfunktionen in s“ ist, die nach diesem Schema (10) mit- 
einander zusammenhängen; auch sie sind (nach der oben bei den C,(s,t) gegebenen 
Begründung) sämtlich linear unabhängig, und keine von ihnen kann identisch verschwin- 
den. — Entsprechend folgt aus den zweiten Teilen der Doppelgleichungen (3) die 
Existenz je einer r-gliedrigen Kette von „Hauptfunktionen in t‘, die mit der Eigen- 
funktion 9,,(t) beginnt. Innerhalb dieser Ketten lassen wir den zweiten Index ab- 
nehmen; wir setzen nämlich bei passender Wahl der Werte s,, sg, .. .,s, und der Kom- 
positionsfaktoren a: 


e , = .o. 
(9) u) 9) (, Bi : “ k )- 


x—=1 
Dann lauten die unsere (wieder linear unabhängigen) Hauptfunktionen in i charakteri- 
sierenden Gleichungen: 


eh. =0 





9,1) u AP,ı_n K} Ba 9,() 
(10) P;,r—alt) un APır-y K} re (9; L Pur-ı) 
9,(8) Kine c{9,,K} DER (9, + 91-1 + rn + P,)- 


Nachdem wir uns so über die Existenz solcher den Gleichungen (10) und (10) 
genügenden Funktionen 9,(s) und 9,(t) Gewißheit verschafft haben, wenden wir uns 


nunmehr unserer Hauptaufgabe zu, die Struktur der Funktionen (,(s,t),.... .,C,(s, t) 
zu ergründen, und gehen zu diesem Zwecke zunächst nochmals auf die Gleichung 
(3,) zurück, die wir in ihrem ersten Teile jetzt folgendermaßen schreiben können: 


(32) C,(s, n- c{K, C,} _ — D9,(8) 9,8) . 
i=1 


Wir wollen zusehen, was aus dieser Gleichung über die Gestalt von C,(s, t) folgt. — Da 
die Gleichung in C,(s, t) linear ist, und da die von it abhängigen Funktionen rechter- 
hand in dieser Gleichung in s die Rolle bloßer konstanter Faktoren spielen, können wir 
die Gleichung zunächst in denjenigen Fällen gelöst denken, in denen rechts nur die 
einzelnen Funktionen 9,(s) stehen, was nach (10) die Lösungen 9,(s) liefert — und 


dann diese Lösungen mit jenen Faktoren 9,(t) wieder komponieren. So erhalten wir 


B; P,(8) Y,,(t) als eine Lösung von (33). — Da aber die Lösungen inhomogener Integral- 


gleichungen für einen Eigenwert nur bis auf willkürliche additive Eigenfunktionen 
bestimmt sind, so kann sich die Lösung C,(s, t) unserer Integralgleichung in s von der 
soeben gefundenen Lösung noch durch eine beliebige Eigenfunktion in s unterscheiden, 
sodaß wir als Resultat unserer Überlegungen erhalten: 





ıT 


Pe EEE ED BE „ BE. E o De > 9 


u ee eu u 
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C;(s, t) = Ioel) Yir(t), ev. + Eig.-Fki ın s. 


Ganz entsprechend folgt aus dem zweiten Teile der Gleichung (3,), aus der Gleichung 
in t für C,(s, t): 
1% 


C,(s,t) = Lu) 9,0) ev. + Eig.-Fkt ın t, 


i=] 


und diese beiden Feststellungen liefern zusammen sofort das Resultat 


(11) C,(s, t) - 3 Puls) 9, + 9,5) 9), ev. + Eig.-Fht in s und 1. 


Diese hier noch unbekannt gebliebene Eigenfunktion in s und £ wird sich natürlich 
darstellen als Bilinearform aus Eigenfunktionen in s allein und in i allein. Soweit unter 
diesen nun die 29 Funktionen 9,(s) bezw. 9,(t) vorkommen, können wir uns die be- 
treffenden Glieder schon mit in der obigen Summe enthalten denken, denn die Funktio- 
nen 9,(s) und 9,,_,(t) sind ja ihrerseits durch die Gleichungen (10,) und (10,), durch die 
wir sie jetzt definiert denken, nur bis auf willkürliche additive Eigenfunktionen in s 
bezw. in t bestimmt. — So können wir uns bei jener in (11) möglicherweise noch auf- 
tretenden Eigenfunktion in s und £ beschränken auf eine Bilinearform (bzw. einfache 


Produktsumme) linear von den 9,(s) bzw. 9,,(t) unabhängiger Eigenfunktionen — wir 
nennen diese g;(s) und g;(t), so daß als Ergänzung zu (11) zu notieren ist: 


(11’) Zusatzfunktion (wenn vorhanden) = Y(s) p(t). 
=] 

Mit dem Vorhandensein solcher neuer in (4) noch nicht vorkommender Eigenfunktionen 
muß ım allgemeinen sehr wohl gerechnet werden, da wir die Vollständigkeit der 
beiden in (4) auftretenden Funktionssysteme eben nur im Falle r = 1, nicht aber in dem 
hier vorliegenden Falle r> 1 bewiesen haben. 

Wir wollen jetzt aber zunächst immer die einschränkende Annahme machen, 
daß diese Systeme der 9,(s) und p,(t) vollständige Systeme von Eigenfunktionen in 
s bzw. in t sind. — Dann fällt also in (11) jene Zusatzfunktion weg, und wir erhalten 


ın diesem Falle einfach: 
o 


Cs) = No) 9,10) +92) 9,0). 


i=1 
Dies festgestellt, wenden wir uns der Bestimmung von C,(s, t) aus der dritten 
Gleichung (3) zu, die in ihrem ersten Teile jetzt so lautet: 


3) Cs) — tk, Cy = — Pal) +9) BL) — ra) 9, 


Wir lösen sie wie früher zunächst für die einzelnen rechts stehenden Funktionen 
von s allein, was nach (10) die Lösungen 9,,(s) und 9,,(s) liefert *), und komponieren 
wieder diese Einzellösungen. So ergibt sich: 





4) Wir sehen hinfort eben (10) und (10) als die eigentlichen die Funktionen p,,(s) und 9,,(t) definierenden 
Gleichungen an. — Wenn danach also die @,,(s) nicht mehr die ursprünglichen durch (9) eingeführten Funktionen 
sind, sondern sich von ihnen noch durch Linearformen der @,,(s) unterscheiden können, so lehren die Gleichungen 
(10) aber doch sofort, daß es auch an diese neuen 9,,(8) sich anschließende Reihen von Funktionen 9,3(8), - - -» 9,,(8) 


gibt, und ähnlich wird auch in allen weiteren Fällen die Eristenzfrage nicht berührt, wenn wir die ursprüngliche 
Definition der Funktionen p,,(s) aufgeben. 
50* 
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0 e 
Cs) = NP) + N Pl) B,,_1, eu. + Eig.-Fht in s, 
i=1 


=1 
und dieses Resultat zusammen, mit dem aus dem zweiten Teile von (3,) (Gleichung in t) 
folgenden: 


0 e 
Cie) = Ds) 9,2) + I 9) 9,,_ 0): ev. + Eig.-Fkt in t 
= — 


führt in unserem Falle zu dem Endergebnis: 


Cs) = 2 (9, +); 


denn die möglicherweise noch additiv hinzutretende Eigenfunktion in s und t kann 
man als Bilinearform der 9,(s) und 9,(t) — weitere unabhängige Eigenfunktionen soll 


es ja nicht geben — wegen der Unbestimmtheit der 9,,(s) und 9,,_,(t) in die ersten und 
dritten Glieder dieser Summe einbegriffen denken. 


Genau nach denselben Prinzipien kann man nun aus den beiden Gleichungen (3,) 
die nächste Funktion C,(s, t) bestimmen, uswf. — Wenn wir zusammenfassen, ergibt 
sich unter unserer obigen einschränkenden Voraussetzung das Resultat: 


0 


C(s,t) = Pauls) 9,0) 


Cst) = Ip IP, + 95) 7.) 


i=1 


Cs) = a Pas) Pr_l) + Pl) +9 Pt) 


u er ei er TUE ED TE BD ED EEE RE DB Fr Re 2 232 u ira erh r—ı—eEEE—B a u BE EBD ER 





Aus der leicht zu beweisenden Formel 5): 


5) Vgl. z. B. Kowalewski, Integralgleichungen (in Göschens Lehrbücherei, 1930), S. 222. — Doch kann man die 
Werte der Integrale J» = {C, C,} fast einfacher direkt aus dem Formelsystem (3) herleiten, das man (die Fälle 
v>r-+ 1 mit einbegreifend) kurz so schreiben kann: 


v 


c{K, C,} = c{C„K}= FC, t)— cK(st) mit &=0fürv Sr, aber »—=1für v>r. 


i=1 
Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung erhält man leicht die Rekursionsformel 
v—1 v—1 v 
Fu E 2 Ju, #4 + 2 0,— €,0, (n, -- 2, 7. Eur Eu, 7 0 sobald uU=# r), 


welche gestattet, die Integrale J,., für ein bestimmtes » zurückzuführen auf solche mit niedrigerem zweiten Index 
(das Verfahren gestaltet sich besonders übersichtlich, wenn man die.J „ in eine Tabelle mit 2 Eingängen einträgt). — 
Man muß sich also nur noch die Integrale mit dem zweiten Index 1 verschaffen; für diese ergeben aber die Formeln 
(5) und (6) bei Anwendung auf die spezielle Eigenfunktion C,(s, t) das Resultat: 

Ja={C0.,0C,}=0, sobald ur, dagegen Jrı = C,(s, 1). 
Dieses Verfahren liefert die J,» einheitlich für beliebige Werte der Indizes (auch > r). In dem uns hier allein inter- 
essierenden Falle i, x < r lautet das Resultat: 


Jx=0, sobaldi+xSsr, dagegen Jix = Ci+s—r(s,t), sobaldi+x>r. 





fo 
di 


ug 
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(13) {CC} = C,(s, t) (Verallgemeinerung von (7)) 
folgt nun noch eine wichtige Eigenschaft der in (12) als Bausteine auftretenden, durch 
die Gleichungen (10) und (10) definierten Hauptfunktionen in s bzw. in ti. nämlich: 


(14) {9,93 = 1 nur, wenn gleichzeitig ” - we sonst stets = 0; 


die Funktionen 9, (s) und 9 (t) bilden also zwei zueinander biorthogonale Funktions- 
iu x - 


systeme: jede Funktion des einen Systems ist orthogonal zu allen des anderen mit einziger 
Ausnahme derjenigen, die in beiden Indizes mit ihr übereinstimmt, — hierin der Grund, 


die zweiten Indizes in (10) und (10) so, wie geschehen, festzusetzen, einmal steigend, 
das andere Mal fallend. 

Aus der in (14) festgestellten Biorthogonalität der 9;,(8) und @,,(t) ergibt sich 
noch eine bemerkenswerte Folgerung, daß es sich nämlich in (10) und (10) um ganze 
genau r-gliedrige Ketten von Hauptfunktionen handelt, nicht etwa nur um Abschnitte 
von längeren Ketten. Denn ließe sich z. B. das Schema (10) noch fortsetzen, so müßte 
wegen (DO) auch noch 9,,(s) zu jeder Eigenfunktion in t, also auch noch zu g,,(t) ortho- 
gonal sein — was in Widerspruch mit (14) stände. 

Die hier erhaltenen Resultate sind nun allerdings nur unter der speziellen Voraus- 
setzung abgeleitet, daß es außer den bereits in C’,(s, t) auftretenden Funktionen 9,,(s) 
und 9,(t) [vgl. (4)] keine weiteren (wenigstens linear von ihnen unabhängigen) Eigen- 
funktionen gäbe — ım allgemeinen Falle kann, wie wir schon oben in (11’) feststellten, 
bei C’,(s,t) zu dem obigen Ausdruck in (12,) noch eine Produktsumme solcher neuer 
Eigenfunktionen hinzutreten. Diese Produktsumme wollen wir jetzt Cj(s,t) nennen 
und die in sie eingehenden Funktionen g’(s) und 9:(t) wieder noch durch je einen be- 


stimmten zweiten Index (1 bzw. r — 1) als Eigenfunktionen kennzeichnen ; wir setzen also: 


o’ 
C (5, t) Au Lei(s) 9.1) " 
i=1 


Dann müßten den Gleichungen (3) zufolge auch zu Cy(s, t), C,(s,t) usw. noch Glieder 
hinzutreten, die sich an Ci(s, t) genau nach denselben Gesetzen anschließen wie ın (12) 
C,, C, usw. sich an C, (s, t) schlossen ; wir nennen diese Glieder entsprechend (3, C3 usw. — 
sie bauen sich auf aus den Hauptfunktionen genau (r — 1)-gliedriger Ketten, die mit 
den Eigenfunktionen 9; (s) bzw. 9; „_,(t) beginnen. — Dabei könnte es noch vorkommen, 
daß beim nächsten Schritt abermals eine Produktsumme C7’(s, t) von neuen, in C,(s, £) 
und Cj(s, t) noch nicht enthaltenen Eigenfunktionen, 


hinzutritt, was dann natürlich wieder das Auftreten weiterer Zusatzglieder auch beı 
den folgenden Funktionen C,(s, t) zur Folge hat, uswf. — So kommen wir zu dem Resul- 
tate, daß im allgemeinen Falle die in den Hauptkern (2) eingehenden Funktionen 
C,(s,t),. ..,C,(s,t) durch die folgenden Funktionen zu ersetzen sind: 


C,(s,t) + Ci(s, t) 
C;(s, t) + C3(s, t) 4 Cı(s, t) 
(13) C,(s,1) + Ci(s,t) + Cy (s,t) + Ci (s, t) 
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wenn wir in diesem Sch ema die C,(s, t) der ersten Vertikalreihe lediglich als Abkürzungen 
für die Ausdrücke (12) beibehalten und die Glieder der weiteren Vertikalen in völliger 
Analogie zu (12) gebildet annehmen. Dabei können von den späteren Vertikalreihen 
einzelne (oder auch sämtliche) fehlen — welche, darüber kann man wohl nur Auskunft 
erhalten durch die Elementarteilertheorie, die hier nicht herangezogen werden sollte, 
oder durch ihr äquivalente Betrachtungen. — Jedenfalls aber müssen durch die Funktionen 
C(s, 1), Ci(s, 1),..., C$”(s,t) schließlich sämtliche unabhängigen Eigenfunktionen des 
Kernes Ä(s, t) für den Eigenwert c in das Schema (15) und damit in den Hauptkern und 
speziell auch in C,(s,t) eingehen. Das folgt aus Formel (6), derzufolge sich jede be- 
liebige Eigenfunktion y(s) bzw. y(t) linear durch die in C,(s,t) enthaltenen dar- 
stellen läßt. 

Alle diese Hauptresultate haben wir hier mit den elementarsten Hilfsmitteln ohne 
Benutzung einer spezielleren Theorie der Integralgleichungen erhalten, und, wenn sie 
auch mit einigen Unbestimmtheiten behaftet sind, so gewähren sie doch bereits vollen 
Einblick in den ganzen Aufbau des Hauptkernes. 

Bemerkt sei noch folgendes: Auch im allgemeinen Falle folgt wieder aus (13), 
daß die sämtlichen in C,(s, t) eingehenden Hauptfunktionen in s und die in i zwei zu- 
einander biorthogonale Funktionssysteme bilden. Die Formel, die das zum Ausdruck 
bringt, lautet jetzt: 


«=ß 
(14’) {v9 PA} =1 nur, wenn gleichzeitig f — x, sonst stels =. 
u=» 


Konjugiert, d.h. nicht orthogonal, sind eben immer nur Funktionen, die in der 
Produktsumme der letzten Zeile von (15) miteinander multipliziert vorkommen, und 
diese stimmen immer in allen ihren 3 Indizes überein [ vgl. dazu (12)]. — Von Eigen- 
funktionen sind untereinander konjugiert, wenn überhaupt, 50 diejenigen, die erst beim 


letzten Schritt, also durch 

er) 

Gl) N EFT 

i=1 
eingehen ®). Daraus entnehmen wir das bekannte Resultat”): Es kann ım Falle r > 1, 
d.h. wenn die Resolvente K(s,t; A) den betrachteten Eigenwert ce zum mehrfachen 
Pole besitzt, sehr wohl Eigenfunktionen in s geben, die nicht zu allen Eigenfunktionen 
in t orthogonal sind — immer muß es aber in diesem Falle solche geben, die zu allen 
orthogonal sind (nämlich die in C,(s, t) auftretenden) — oder auch: Gibt es keine Eigen- 
funktion in s, die zu allen Eigenfunktionen in i orthogonal ist, so kann der betrachtete 
Eigenwert nur ein einfacher Pol der Resolvente sein — ein Satz, dem Lalesco ®) die 
bekannte Tatsache entnahm, daß die Eigenwerte symmetrischer Kerne (bei denen ja 
beide Systeme von Eigenfunktionen zusammenfallen), stets nur einfache Pole der Re- 
solventen sind. 


6) Bei den von { abhängigen (überstrichenen) Funktionen sind bei unserer Schreibweise die Eigenfunktionen 
dadurch charakterisiert, daß die Summe des zweiten unteren und des oberen Index gleich r ist. 

°) Vergl. z.B. B. Goursat, Cours d’analyse, 4. &d., T. III (1927), p. 411. 

°) Comptes rendus (Paris), t. 151 (1910), p. 1033. 


Eingegangen 9. November 1931. 
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Beweis eines Hauptsatzes in der Theorie der Algebren. 


Von R. Brauer in Königsberg, H. Hasse in Marburg und E. Noether in Göttingen !). 


Endlich ist es unseren vereinten Bemühungen gelungen, die Richtigkeit des fol- 
genden Satzes zu beweisen, der für die Strukturtheorie der Algebren über algebraischen 
Zahlkörpern sowie auch darüber hinaus von grundlegender Bedeutung ist: 

Hauptsatz. Jede normale Divisionsalgebra über einem algebraischen Zahlkörper ıst 
zyklisch (oder, wie man auch sagt, vom Dicksonschen Typus). 

Es ıst uns eine besondere Freude, dieses Ergebnis, als einen im wesentlichen der 
p-adischen Methode zu dankenden Erfolg, Herrn Kurt Hensel, dem Begründer dieser 
Methode, zu seinem 70. Geburtstag vorzulegen. 

Unser Beweis besteht in drei Reduktionen, von denen jeder von uns eine bei- 
gesteuert hat ?). 

1. Die erste Reduktion gab H. Hasse auf Grund der von ihm kürzlich entwickelten 
Theorie der zyklischen Algebren über algebraischen Zahlkörpern ?). 

Reduktion 1. Der Hauptsatz ist bewiesen, wenn gezeigt ist: 

I. Jede überall zerfallende Algebra über 2 ist = N. 

Zur Abkürzung der Ausdrucksweise soll dabei hier wie im folgenden ‚Algebra A 
über 9° stets „normale einfache Algebra A über dem algebraischen Zahlkörper 2“ 
(„einfaches hyperkomplexes System mit dem Zentrum Q°) bedeuten. Ferner bezeichnet 
AmQ, daß A eine vollständige Matrixalgebra in 2 ist, also die Zugehörigkeit von A 
zu der speziellen durch Q selbst als Divisionsalgebra über Q bestimmten Klasse im 
Sinne der Ähnlichkeit (Gleichheit der zugehörigen Divisionsalgebren über 2) [H, 5]. 
Schließlich ist unter einer „überall zerfallenden‘‘ Algebra über Q eine solche verstanden, 
bei der für jede Primstelle p von Q die p-adische Erweiterung (d. h. die durch Erweiterung 
des Koeffizientenkörpers Q auf den zugehörigen p-adischen Körper Q, entstehende 
Algebra) A, = 9, ist. 

Beweis. Sei D eine Divisionsalgebra über @. Ist dann Z ein zyklischer Körper 
über 2 derart, daß für jede Primstelle p von Q der p-Grad von Z ein Multiplum des 
p-Index von D ist [vgl. d. Anm. zu H, 17 Bb], so ist für die zugehörigen Primteiler ® 
in Z jeweils der B-adische Körper Zy Zerfällungskörper von D, [H, 18.1], und daraus 
ergibt sich, daß die durch Erweiterung des Koeffizientenkörpers Q von D auf Z ent- 





!) Die Abfassung dieser Note übernahm H. Hasse. 

2) Diese werden in der Reihenfolge ihrer Entstehung wiedergegeben, die der systematischen Reihenfolge 
entgegengesetzt ist. 

3) H. Hasse, Theorie der zyklischen Algebren über einem algebraischen Zahlkörper, Gött. Nachr. 1931. — 
Eine ausführliche Darstellung der Beweise, in der insbesondere auch die von E. Noether in einer Vorlesung ent- 
wickelte, dort wie hier grundlegende Theorie der Zerfällungskörper und verschränkten Produkte entwickelt wird, 
erscheint demnächst in den Trans. Amer. Math. Soc. (Theory of cyclie algebras over an algebraie number field). Die 
letztere Arbeit wird im folgenden mit H zitiert. H, 1—6 machen — bis auf den Unterschied in der Sprache — 


die erstere Note aus. 
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stehende Algebra Dz über Z überall zerfällt. Steht nun I bereits fest (für jedes 2), so 
folgt also Dz —Z. Das besagt, daß D den zyklischen Zerfällungskörper Z besitzt, d.h. 
zyklisch darstellbar ist [H, 5]. Dann besitzt aber D auch einen solchen zyklischen Zer- 
fällungskörper, dessen Grad mit dem Grad von D selbst übereinstimmt, d.h. D ist 
zyklisch [H, 6, Satz 6]. Unter der Voraussetzung I ist also der Hauptsatz bewiesen. 

2. Für die zweite Reduktion gab R. Brauer den entscheidenden Anstoß, indem 
er H. Hasse brieflich mitteilte, wie sich die verwandte Frage nach dem genauen Wert 
des Exponenten einer Divisionsalgebra (die übrigens durch den Hauptsatz mitgelöst 
wird — s. u.) mittels des Sylowschen Gruppensatzes auf den Fall eines auflösbaren 
Zerfällungskörpers zurückführen läßt. Dieser Gedanke ließ sich dann auch zu einer 
entsprechenden weiteren Reduktion der Zyklizitätsfrage verwenden. 


Reduktion 2. Satz I ist bewiesen, wenn gezeigt ıst: 

II. Jede überall zerfallende Algebra mit einem auflösbaren Zerfällungskörper über 
Nıist = N. 

Beweis. Sei A eine überall zerfallende Algebra über 2. Ist dann K ein galoisscher 
Zerfällungskörper für A, ferner p irgendeine Primzahl und X einer der auf p bezüglichen 
Sylowkörper von K über 2 (d. h. Invariantenkörper einer zu p gehörigen Sylowgruppe 
der galoisschen Gruppe), so ist Ay eine ebenfalls überall zerfallende Algebra über Z, 
die den auflösbaren Zerfällungskörper K besitzt. Steht nun II bereits fest (für jedes Q), 
so folgt also Ag “X. Das besagt, daß A den Zerfällungskörper Z von zu p primem 
Grade besitzt. Der Index von A ist daher, als Teiler dieses Grades, zu p prim. Da dies 
für jede Primzahl p gilt, ist er also gleich 1, d.h. A 2%. Unter der Voraussetzung II 
ist also I bewiesen ?). 

3. Die dritte Reduktion, die dann, wie H. Hasse — im Besitz der beiden ersten 
Reduktionen — erkannte, zum endgültigen Beweise führt, gab E. Noether, veranlaßt 
durch eine Mitteilung von H. Hasse; in dieser wurde der Hauptsatz für den Spezialfall 
eines abelschen Zerfällungskörpers bewiesen, und zwar mittels der allgemeinen Re- 
duktion 1 und formelmäßiger Reduktion des zugehörigen Faktorensystems, als deren 


*) Der Gedanke der Reduktion auf auflösbaren Zerfällungskörper mittels des Sylowschen Gruppensatzes wurde 
schon früher von R. Brauer angewandt, nämlich um zu zeigen, daß jeder Primteiler des Index auch im Exponenten 
vorkommt (Über den Zusammenhang von arithmetischen und invariantentheoretischen Eigenschaften von Gruppen 
linearer Substitutionen, Berl. Akad.-Ber. 1926). Neuerdings hat A. A. Albert für diesen Gedanken sowie überhaupt 
für eine Reihe von allgemeinen Sätzen der R. Brauerschen und E. Noetherschen Theorie einfache von der Dar- 
stellungstheorie unabhängige Beweise entwickelt (1. On direet products, eyelic division algebras, and pure Riemann 
matrices; 2. On direet products; beides in Trans. Amer. Math. Soc. 33 (1931); für die hier in Rede stehende Re- 
duktion siehe insbesondere Satz 23 in 2.). 

Zusatz während der Drucklegung. Ferner hat A. A. Albert, im Besitz der brieflichen Mitteilung von H. Hasse, 
daß der Hauptsatz von ihm für abelsche Algebren bewiesen sei (siehe anschließend im Text), daraus unmittelbar, 
unabhängig von uns, die folgenden Tatsachen gefolgert: 

a) den Hauptsatz für Grade der Form 2°, 

b) den unten folgenden Satz 1 (Exponent — Index), 

c) neben dem Grundgedanken der Reduktion 2 auch noch den der nachfolgenden Reduktion 3, naturgemäß 
ohne die Beziehung auf die Reduktion 1, und dementsprechend mit dem Resultat: Für Divisionsalgebren D vom 


Primzahlpotenzgrad p* über Q gibt es einen Erweiterungskörper 2’ von zu p primem Grade über 2, so daß D, 
zyklisch ist. 

Alle drei Resultate sind natürlich durch unseren inzwischen geführten Beweis des Hauptsatzes überholt. Sie 
zeigen jedoch, daß auch A. A. Albert ein unabhängiger Anteil am Beweis des Hauptsatzes zukommt. 

Schließlich hat A. A. Albert (nach Kenntnis unseres Beweises des Hauptsatzes) noch bemerkt, daß unser 
zentraler Satz lin ein paar Zeilen aus den Sätzen 13, 10, 9 einer im Druck befindlichen Arbeit von ihm (Bull. Amer. 
Math. Soc. 37 (1931)) folgt. Der Beweis dieser Sätze beruht im wesentlichen auf denselben Schlüssen, wie unsere 
Reduktionen 2 und 3. 
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Kern E. Noether eben die dritte Reduktion herausschälte. Unabhängig von E. Noether 
hatte sich übrigens auch R. Brauer diese dritte Reduktion schon überlegt. 

Reduktion 3. Satz II ist bewiesen, wenn gezeigt ist: 

III. Jede überall zerfallende Algebra mit einem zyklischen Zerfällungskörper von 
Primzahlgrad über 2 ist N. 

Beweis. Sei A eine überall zerfallende Algebra mit einem auflösbaren Zerfällungs- 
körper K über &. Sei dann K=A,>A,>:::>N,=Q eine Kette von Körpern 
zwischen K und @ derart, daß immer A; über A;,ı zyklisch von Primzahlgrad ist. 
Dann ist zunächst A, eine ebenfalls überall zerfallende Algebra über A,, die den zyk- 
lischen Zerfällungskörper von Primzahlgrad K=A, besitzt. Steht nun III bereits 
fest (für jedes Q), so folgt also Ay —N,. Das besagt, daß A, Zerfällungskörper für 
A ist. Jetzt beweist man von A, statt A, ausgehend genau so A_4, = A,, usw., bis schließ- 
lch A, —AN, d.h.A 2. Unter der Voraussetzung III ist also II bewiesen. 

4. Nun steht aber III nach den Ergebnissen von H. Hasse [H, 24] fest. Also folgt 
durch die Reduktionen 3, 2, 1 rückwärts die Richtigkeit des Hauptsatzes. 

E. Noether weist dabei noch auf folgendes hin: 

Die Richtigkeit von III — allgemeiner für zyklische Zerfällungskörper beliebigen 
Grades — läuft auf den Hasseschen Normensatz ®) zurück. Für die Reduktion 3 wird 
aber nur der Spezialfall des Primzahlgrades, also der ursprüngliche Hilbert-Furtwängler- 
sche Normensatz ®) gebraucht. Somit liefert die Reduktion III einen neuen einfachen 
Beweis des Hasseschen Normensatzes. Dieser Beweis würde so laufen: 


Sei Z ein zyklischer Körper über Q und & eine Zahl aus Q, für die das Normen- 


restsymbol (2 


A = (a, Z)?) überall [H, 17.7]. Nach der Reduktion 3 folgt also — unter alleiniger 
Verwendung des Hilbert-Furtwänglerschen Normensatzes — A 2. Dann ist aber x 
Norm eines Elements aus Z [H, 15.4]. 

Im Zusammenhang mit dem Normensatz bemerken wir weiter, daß der Satz I 
als dessen richtige Verallgemeinerung auf höhere (auch nicht-abelsche) Fälle anzusehen 
ist, während ja die wörtliche Verallgemeinerung, wie H. Hasse zeigte °), nicht allgemein 
richtig ist. 





) — 1 ist für jede Primstelle p von®. Dann zerfällt jede zyklische Algebra 


Folgerungen (H. Hasse). 


5. Als nächstliegende Folgerung aus dem Hauptsatz sei angeführt, daß nun die von 
H. Hasse entwickelte Theorie der zyklischen Algebren über algebraischen Zahlkörpern 
die Bedeutung einer allgemeinen Struktur- und Invariantentheorie der normalen ein- 
fachen Algebren (insbesondere der normalen Divisionsalgebren) über algebraischen Zahl- 
körpern bekommen hat. Insbesondere ist jetzt allgemein bewiesen: 

Satz 1. Der Exponent einer normalen einfachen Algebra über einem algebraischen 
Zahlkörper ist gleich ihrem Index. 

Ferner ergibt sich aus Satz I die bemerkenswerte Tatsache: 

Satz 2. Das Grundideal einer echten normalen Divisionsalgebra über Q ıst mindestens 
durch eine Primstelle von R teilbar (und sogar mindestens durch zwei). 


5) Angeführt in H, 3.11; bewiesen in: H. Hasse, Beweis eines Satzes und Widerlegung einer Vermutung über 
das allgemeine Normenrestsymbol, Gött. Nachr. 1931. 
6) Siehe H. Hasse, Bericht über neuere Untersuchungen und Probleme in der Theorie der algebraischen 
Zahlkörper II, Jahresber. der D. M.-V., Erg.-Bd.6 (1930), $ 8, sowie die dort angeführte Literatur. 
?) In der Bezeichnung von H, 1.— Die Angabe des mit x verknüpften Automorphismus S von Z wurde hier 
als unerheblich unterlassen. 
Journal für Mathematik, Bd. 167. 61 
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Dabei ist das Grundideal etwa als die (red.) Norm der (red.) Differente definiert ®). 
Außerdem wird eine unendliche Primstelle dann und nur dann in das Grundideal auf- 
genommen, wenn sich die Algebra für sie auf die Quaternionenalgebra (und nicht den 
reellen oder komplexen Zahlkörper) reduziert. 


Beweis. Nach den Ergebnissen von H. Hasse®) geht eine Primstelle p von 2 dann und 
nur dann im Grundideal auf, wenn der p-Index von 1 verschieden ist. Wären nun alle 
p-Indizes gleich 1, so zerfiele die Algebra überall, und nach Satz I läge dann keine echte 
Divisionsalgebra vor. (Daß auch nicht ein p-Index allein von 1 verschieden sein kann, 
ergibt sich daraus, daß für die Normenrestymbole, deren Ordnungen die p-Indizes sind 
IH, 17.7], das Produkttheorem (Reziprozitätsgesetz) gilt [H, 3.8]). 


6. Des weiteren ermöglicht Satz I die Bestimmung (arithmetische Kennzeichnung) 
aller zu einer Algebra A über Q gehörigen Zerfällungskörper K. In genauer Verall- 
gemeinerung des im Spezialfall zyklischer A, K von H. Hasse bereits festgestellten 
Tatbestandes [H, 6, Satz 2] ergibt sich: 

Satz 3. Für eine Algebra A über Q ıst ein algebraischer Zahlkörper K über Q dann 
und nur dann Zerfällungskörper, wenn für die sämtlichen Primteier ®; in K der sämt- 
lichen Primstellen p von Q jeweils der %;-Grad ng, von K ein Multiplum des p-Index my 


von A ıst. 


Dabei ist der B,-Grad von K der Grad des zu ®; gehörigen B,-adıschen Körpers 
Ky, über dem p-adischen Körper Q,, d.i., wenn 


eg, 
= MB, Nah.) = pi 
die Zerlegung von pinK ist, das Produkt aus dem Grad lg, und der Verzweigungsordnung 


e 


g, von ®, bzgl. p, ng = lg, eg, [H, 4]. Und der p-Index von A ist der Index m, der 


p-adischen Erweiterung A, [H, 6]. 
Beweis. Daß K Zerfällungskörper für A ist, d.h. daß Ax —K ist, ist nach Satz I 
gleichbedeutend damit, daß Ag —K, für jedes ®; ist. 


Im Falle einer endlichen Primstelle p sei nun A, (z, W,)’) die arithmetisch 
ausgezeichnete zyklische Darstellung von A, [H, 16; außerdem |]. c.?), Satz 38], also 
IV, der unverzweigte Körper vom Grade m, über Q, und z eine genau durch p! teilbare 
Zahl aus Q,. Ferner sei Ag, das Kompositum und Ag, der Durchschnitt von W, und 


K„. Da der in K, enthaltene größte unverzweigte Teilkörper vom Grade lg, über 
ı ) 


Q, ist, und da es zu jedem Grad nur einen unverzweigten Körper über Q, gibt, ist Ag, 


vom Grade d, = (my, fg.) über Q,. Daher ist K,, vom Grade = über Kg,, und dabei 
ı ı % %; 


unverzweigt. 


>) Das läuft im Spezialfall der rationalen Quaternionenalgebren auf den von H. Brandt eingeführten Begriff 
„Grundzahl‘ hinaus (Idealtheorie in Quaternionenalgebren, Math. Ann. 99 (1928)). Da es sich hier nicht um eine 
Zahl sondern um ein Ideal handelt, mußte „‚Grundideal‘‘ gesagt werden; man verwechsle das nicht mit der Dede- 
kindschen Bezeichnung Grundideal und Grundzahl für Differente und Diskriminante, die sich eben aus dem angeführten 
Grunde für Relativkörper als unbrauchbar erweist. —Bezüglich der Definition der (red.) Differente siehe die folgende 
Fußnote. Die (red.) Norm eines Ideals wird von E. Noether ebenfalls „primstellenweise‘‘ definiert, und zwar — ent- 
sprechend der Tatsache, daß für die einzelnen Primstellen jedes Ideal Hauptideal ist — einfach durch Bildung der 
(red.) Zahlnormen der Hauptidealbasiszahlen für die einzelnen Primstellen. 

®») H. Hasse, Über p-adische Schiefkörper und ihre Bedeutung für die Arithmetik hyperkomplexer Zahlsysteme, 
Math. Ann. 104 (1931); siehe dort Satz 42, 59. 
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Nun ist Axg, = (Ap)kg, — (7, K,) TH, 15.5]. Demnach ist Ay — Kg; gleich- 


bedeutend damit, daß x Norm aus Ag, bzgl. Kg, ist. Dies ist aber wegen der Unverzweigt- 


heit von Ag, über Kg, dann und nur dann der Fall, wenn die Ordnungszahl eg, von 7 


m. 
m u. ) vr’ 
in ®; ein Multiplum des Grades -— von Ag, über Kg. ist, oder also, was wegen | ee = 1 
dg. ’ ’ 2 dg, dg, 
ı Q ı 
“ a %; ®; . . My ® 
auf dasselbe hinausläuft, wenn -—— eg, =-—— ein Multiplum von —-, d.h. wenn ng, ein 


Multiplum von m, ist, wie behauptet. 

Für den Fall, daß p eine unendliche Primstelle ist und nicht der triviale Fall 
m» = 1 vorliegt, ist m, = 2 und A, die Quaternionenalgebra über dem reellen Zahl- 
körper Q,. Daß Axg, == (Ap)ıy, —Kg, ist, ist dann gleichbedeutend damit, daß Kg, 


der komplexe Zahlkörper ist, d.h. mit n, = fg, =2= my (ey, tritt hier nicht auf), 


% 
was auch hier wieder die Behauptung ergibt (ng, ist wie m, nur der Werte 1 oder 2 fähig). 

7. Zu bedeutungsvollen Resultaten kommt man, wenn man die in Satz 3 beant- 
wortete Fragestellung nach den sämtlichen Zerfällungskörpern K einer festen Algebra A 
umdreht, nämlich bei festem algebraischem Körper K über Q die Gesamtheit der von 
K zerfällten Algebren A über 0 betrachtet. Diese Algebren A bilden eine durch K be- 
stimmte Untergruppe $& der R. Brauerschen Gruppe X aller Algebren (genauer aller 
Klassen ähnlicher Algebren) über 2%). Setzt manK als galoissch über Q voraus, so kommt 
man so zu Sätzen, die als Verallgemeinerung von Hauptsätzen der Klassenkörpertheorie 
(Theorie der relativ-abelschen Zahlkörper) auf allgemeine relativ-galoissche Zahlkörper 
anzusehen sind: 

Satz 4. (Zerlegungssatz). Der Relativgrad f der Primteiler in K eines nicht ın der 
Relativdıskriminante von K aufgehenden Primideals p von Q ist gleich dem frühesten Ex- 


ponenten, für den Ab m Q, wird für alle Algebren A aus der K zugeordneten Gruppe 8. 

Beweis. Da f der (für alle Primteiler von p in K übereinstimmende) p-Grad von 
K ist, während andererseits der p-Index von A gleich dem Index, also Exponenten von 
A, ist, so ist nach Satz 3 f jedenfalls ein Multiplum jenes frühesten Exponenten, und 
es genügt zum Beweise noch zu zeigen, daß es in der Gruppe $? Algebren A mit dem ge- 
nauen P-Index f gibt. 

Nach dem Frobeniusschen Dichtigkeitssatz gibt es nun sicher noch ein weiteres 
nicht in der Relativdiskriminante von K aufgehendes Primideal p’ in Q, dessen Primteiler 
inK den Relativgrad f haben. Es sei dann Z ein zyklischer Körper über Q, dessen p-Grad 
und p’-Grad den Wert f hat. Ferner sei x eine Zahl in Q, für die die Normen- 





Z 
restsymbole 5: ‘) und (7) reziproke Werte der Ordnung f haben, während für alle 
übrigen Teiler q des Führers von Z gilt (== = 1. Nach dem verallgemeinerten 


Satz von der arithmetischen Progression kann x zudem so gewählt werden, daß 
es außer ev. p, pP’ und den q nur noch ein einziges Primideal rt von Q genau 
in der ersten Potenz enthält. Für dieses ist dann nach dem Produktheorem für das Nor- 


menrestsymbol (Reziprozitätsgesetz) ebenfalls (3) =1 [H, 3.8—-10]. Jede Algebra 
(x, Z) = A hat dann den p-Index und p’-Index f, dagegen für alle anderen Primstellen 





92) R. Brauer, Über Systeme hyperkomplexer Größen, Jahresber. d. D. M.-V. 38 (1929), S. 47/18. — Siehe 
auch H, 13.1. 
5l* 
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von Q den Index i[H, 17.7]. Nach Satz 3 folgt daraus mit Rücksicht auf die Voraus- 
setzung über p und die Wahl von p’, daß K Zerfällungskörper für A ist. Damit sind in 
der Tat in der Gruppe $ Algebren A vom p-Index f nachgewiesen. 

Satz 5. (Eindeutigkeits- und Anordnungssatz.) /stK<K, so ıt RS’ und 
umgekehrt. 

Insbesondere ist also die Zuordnung der Algebrengruppen & zu den galoisschen Kör- 
pern K eine umkehrbar eindeutige. 

Beweis. a) Aus KK’ folgt trivialerweise ® < %’; denn jede von K zerfällte 
Algebra A ist a fortiori eine von K’ zerfällte Algebra A’. 

b) Sei umgekehrt £ <= 8’. Dann ist nach dem Zerlegungssatz für jeden Nicht- 
teiler p der Relativdiskrimiante fy | fr. Insbesondere ist demnach f, = 1 für fast alle p 
mit fp =1. Daraus folgt aber nach dem geläufigen analytischen Schlußverfahren 1°) 
KSK. 

8. Schließlich sei noch ausgeführt, daß der Hauptsatz eine wesentliche Förderung 
gibt für die von I. Schur "!) behandelte Frage nach den Zahlkörpern, in denen die absolut- 
irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe möglich sind: 

Satz 6. Die absolut-irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe © sind sämt- 
lich in Kreiskörpern möglich, z. B. jedenfalls stets im Körper der n"-ten Einheitswurzeln, 
wenn n die Ordnung von ©, und h hinreichend groß ist. 

Beweis. Geht man zum rationalzahligen Gruppenring G von ® über, so werden die 
absolut-irreduziblen Darstellungen F; von © zu den absolut-irreduziblen Darstellungen 
der einfachen Bestandteile G,; der halbeinfachen Algebra G, und ihre Zentren sind je- 
weils die Körper 2; der zugehörigen Charaktere !?), wegen der Endlichkeit von & also 
jedenfalls Kreiskörper, und zwar sicherlich Teilkörper des Körpers der n-ten Einheits- 
wurzeln. 

Nach Satz 3 ist nun ein zyklischer Körper Z; über Q; Zerfällungskörper für G,, 
wenn für jede Primstelle p von 9; sein p-Grad n;, ein Multiplum des p-Index m;,, von 
G; ist. mi ist von 1 verschieden lediglich für die Primteiler des Grundideals von G; 
bezüglich Q,;, also sicherlich lediglich für die Primteiler der absoluten Diskriminante 
von G; da diese in n* aufgeht — n* ist die Diskriminante einer (nicht-maximalen) Ordnung 
in @ 13) —, somit höchstens für die Primteiler p von n. Um n;, für diese p zum Multiplum 
von m;, zu machen, genügt es vorzuschreiben, daß die fraglichen p in Z; von einer jeweils 
durch m;, teilbaren Ordnung verzweigt sind. Das leistet aber, wie man sich leicht über- 
legt, der Körper der n*-ten Einheitswurzeln für hinreichend hohes A. 

Im letzten Satz der angeführten Arbeit stellt I. Schur fest, daß man in allen bisher 
bekannten Fällen schon mit dem Körper der n-ten Einheitswurzeln auskommt. Ob 
dies immer zutrifft, und ob die hier entwickelten Methoden ausreichen, um diese Frage 
zu entscheiden, bleibt weiteren Untersuchungen vorbehalten. 


10) Siehe dazu etwa H. Hasse [l. c. Anm. 6], $ 25, III. 

11) J. Schur, Arithmetische Untersuchungen über endliche Gruppen linearer Substitutionen, Berl. Akad.- 
Ber. 1906. 

12) Siehe dazu: a) R. Brauer und E. Noether, Über minimale Zerfällungskörper irreduzibler Darstellungen, 
Berl. Akad.-Ber. 1927; $1. b) R. Brauer, Über Systeme hyperkomplexer Zahlen, Math. Zeitschr. 30 (1929); Satz 3. 
c) E. Noether, Hyperkomplexe Größen und Darstellungstheorie, Math. Zeitschr. 30 (1929); $$ 21, 24, 26. 

13) Siehe E. Noether [l.c. Anm.?7 c], $ 26. 


Eingegangen 11. November 1931. 
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Some properties of conjugate functions. 


By G. H. Hardy and J. E. Littlewood in Cambridge. 


1. Introduetion. 


1.1. This paper is a sequel to our paper 5. There we were concerned primarily 
with the mean values 


x 1 
(1.1.4) Mil) = Min) = #1 [ | frei) |Rd0) ? 
of an analytie function u 
(1.1.2) (2) = /{re) = u(r, 0) + ww(r, 0) 


regular forr < 1, A being any positive number. We had also to consider the corresponding 
mean values, such as 


n 1 
(1.1.3) M;(u) = M;(r, u) = n fı u(r, 6) ".d0)), 


of the harmonie components of f, but in these we supposed always that A > 1, reserving 
for the present paper the more difficult questions which arise when } <s1. 

We begin by stating shortly what is known. Suppose first that A> 1. If M;(r, u) 
is bounded then M;(r, v) and M;(r, f) are also bounded; in other words, u, v, and f belong 
together to the ‘complex Lebesgue class’ ZL,. This ıs the well known theorem of M. Riesz, 
stated in terms of the means (1.1.1) and (1.1.3), with r <1. The theorem may also 
be stated in terms of the ‘boundary functions’ U(#), V(#), and F(®), by saying that 
U,V, and F belong together to the ordinary Lebesgue class L’. There is in short, for 
our purposes, no material difference between harmonic and analytic functions when A > 1°). 

All this ceases to be true when A = 1. Riesz’s theorem, and many other theorems 
concerning harmonic functions, such as those which, in previous papers, we have called 
‘Max’ and ‘p —g’, are then false. The place of Riesz’s theorem is taken by two recent 
theorems of Kolmogoroff and Zygmund. 

Theorem of Kolmogoroff!). If U(6) belongs to L, then any conjugate V(6) of U(®) 
belongs to L* for every A <A, and U + iV is the boundary function of an analytie function 
of the complex class L}. 

Theorem of Zygmund?). 1 U(6) ıs measurable and U(9) log*+ |U(®)| belongs to L, 
then any conjugate V(9) of U(6) belongs to L, and U + ıV ıs the boundary function of an 
analytic function of the complex class L. 





0) There is a certain ambiguity in the phrase ‘boundary function. We may say that u(r, 6) has 
the boundary function U(®) if either (a) u— U when r—1, for almost all 0, or (b) [iu U 140 —0 
(.e. if U is a ‘strong limit’ of u). 

It is indifferent here which definition we adopt. The theorems of Kolmogoroff and Zygmund are 
true, and our two statements of Riesz’s theorem are strietly equivalent, with either definition. 

1) Kolmogoroff (7); see also Littlewood (9) and Hardy (1). 
2) Zygmund (17); see also Titchmarsh (16), Littlewood (13), Tamarkine (14), and Zygmund (17, 18). 
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Finally suppose that A <1. It is to be expected that Riesz’s theorem will be false 
in this case also, and this is easily proved. But in this case the theorem is false in a much 
more comprehensive sense. Kolmogoroff’s theorem might suggest that, ıf u belongs to 


L’, then v, while not necessarily belonging to L’, must belong to Z* for O<u<4; 


but this also is false, and in fact v need not belong to Z* for any positive uw. This 
(which is naturally a good deal more diffieult to prove) was first shown by Littlewood ®), 
by an example drawn from the theory of the modular functions. We deal with the 
matter more fully in $ A. 
It may be worth while to state explicitly a ‘reason’ which underlies these distinct- 
ions, and which is to be found in the theory of ‘subharmonice’ functions. The function 
f \* is subharmonie, and so M;(f) is an increasing function of r, for all positive A. The 
funetions !u|?, |v|* are subharmonie when A> 1, but not when A <4; and in this 
case M,(u) and M;(v) are not necessarily monotonic. 
1.2. The content of the paper is as follows. $$ 2—3 are ‘positive’. In $2 we show 
that the symmetry of Riesz’s theorem is restored if we consider ’orders of infinity’; if 


(1.2.1) M;(r,u) =O((1 —r)”") (a>0), 
then v has the same property. This theorem (Theorem 4) is surprisingly difficult to prove. 


In $ 3 we return to the case a =0. We suppose M;(r, u) bounded, and ask what 
is the most that is true of M;(r,v). The result (Theorem 7) is that 


(1.2.2) M;(r,v) = 0 (log; , -); 


a result easy to prove when 4 21 but difficult when A <1. We have introduced a 
variation of method into the proof of Theorem 7, in spite of a slight sacrifice of space. 
Theorems 4 and 7 both depend upon Theorem 2, and each also depends on a secondary 
theorem of some intrinsic interest, Theorem 3 in the first case and Theorem 6 in the 
second. We have already published two proofs of Theorem 3 in our paper 5, and we 
do not repeat either of them here. Theorem 6 may be proved by an adaptation of the 
first of these proofs, and this would be the most natural course to follow. We have 
used a quite different method (which will also prove Theorem 3, and is in fact the method 
by which we first obtained that theorem) because it seems to us both interesting in 
itself and a possible line of attack on other problems. 

Finally, $ 4 is ‘negative’. We consider a number of special functions, with the 
primary object of elucidating our assertions at the end of $ 1.1. 





2. Proof of Theorem 4. 


2.1. Two functional inequalities. We begin with some elementary lemmas, which 
we prove in a form sharper than is necessary for our applications of them. They have 
all the same character; a sequence or function satisfies an inequality, and the lemma 
asserts that either (a) it is bounded, or (b) it tends to infinity, at any rate for ap- 
propriately selected values of the variable, with great rapidity. 

Lemma 1. If 

Un S & + ß Un+1; 
where 0 <Pß <I, and u, > 13 ‚then there is a posuwe K such that 
un> KB”. 


) Littlewood (8, 516—517). The proof is not given in detail. An incidental result of some interest in itself 
is that a harmonic u for which M ‚(u) is bounded need not necessarily possess a boundary function U. See also $4. 9 
of this paper. 
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It is plain that u„ > U,„, where U, is defined by U, = u, and U, = +Bß Ur: 
Since 


X Se X 
+ 8-57). 
the conclusion follows. It is to be observed that Ä depends on u, (and so on the 
sequence considered) as well as on x and ß; the conclusion is equivalent to 
lım $"u,> 0. 
Lemma 2. If 
a>0u,P>0, 0 <y<l,m.>5, 


where & is the positive root of 


and 
un. <a -+ Bun:ı, 
then there ıs a positive K for which 

(2.1.1) eK", on. 

Here „zZ U,„, where U„ is defined by U, =u, and U„=&+ ßÜUrrı. We 
prove first that U,> oo. WE U,„-ı>£ then U,-ı> x +BßU,-ı and so U„> U,n-ı- 
Hence U, increases to a limit /, where &<I!s «. But if 2 is finitethen 2=a + ß/, 
which contradicts > &. Hence U,„> a. 

Next, we have 


1 1 1 2 
log U„+ı = - log (U, — a) — - log ß> - log U„ — — |log ß | 
+1 > g( ) y gß y u y' P\ 


for large n, say for n ZZ ng. We may also suppose n, large enough to make 


| 
log U,, > _ 2 log ß | . 
1 —y 
If then we write V„ = log U„+n, we have 
’ 2 lo 
V„ 2 log ß\ — F f +15 Vo > a | . 


Hence, by Lemma 1, there is a positive ÄX for which V„> Ay” or 
AP auge 
and so 
u, ZU, < ek? (pZn,)- 
This is equivalent to (2.1.1), with a change of Ä. Here also X depends on the sequence 


as well as on x, ß, and y. 


Lemma 3. I1/ 
tz) Sa + Bfl(ex) >>), _ 


‚where 


then either 





sız ka) 
or 
lim 2") > 0, 
where 
on log (1/P) 
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In particular, in the second case 


For if there is an X > x, for which (X) >17 and we take „„ = fl" X), 
then u, satisfies the conditions of Lemma 1. Hence, for certain x, 


f(x) = fi" X)> KB" = Kom = K er. 


Lemma 4. If 
f(2) Sa + B(f(ex))’ («> %>0), 
where 
sa> u, > a 9 <y<t,e>1, 
then either 
fa) SE (> 2), 
where E is defined as in Lemma 2, or 


(2.1.2) lim e-&# f(x) = o, 
where 
_ log (1/y) 
Dr u 
log c 


for some positive K. In particular, in the second case, 


lim x=* (2) = © 


>» 


for all k. 
For if there is an X > x, for which f(x) > £&, and we take u, = f(c" X), then u, 
satisfies the conditions of Lemma 2. Hence there is a Ä such that 
e-Er" Y(ınX) > . 


If we write 
e\” 
z=oX, yr=o=( 5, 


this is equivalent to (2.1.2). It is to be observed that the Ä of this lemma depends upon 
the function f as well as upon the numbers a, ß, y, c. 

2.2. In what follows we suppose always that 

fe) = 2, "=u+ti 

is regular forr =|z| <1. B=B(A,a) is a function of A and a only, A an absolute 
constant. A and B vary from one occurrence to another. C, on the other hand, is a 
number which preserves its identity throughout a theorem and its proof. 

Our hypotheses bear on u, and we suppose always that that conjugate v is chosen 
which vanishes at the origin. 


Lemma 5. If }>0,a=20, and 
M;(u) <Cll —r)"", 
then f(z) is of finite order, i. e. 
(2.2.1) Iflz)| < BCl — r)”” 


(and \c„n| S BC(n + 1)?). 
It is familiar that the two last assertions are equivalent. 


if 


wh 


Th 


anne 


He 


ant 


anc 
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We may plainly suppose that C =1 and A<1!). There is a 0, such that 


n 


lm [wtr, 9) cos (0 — 8,) a6 -- Fiia 


< Mr a ft d8 < 21 — r) = Mr), 


where M(r) is the maximum modulus of f(z) on |z! =r. The result follows at once 
HiA=41, 
If A <1 then 


(2.2.2) Me)<:|a|m(2)< ni (1 — nr)" Mr). 





We now write 


where i> r>0,t> 
log M(o) = g(r, 1—-/=b. 
Then (2.2.2) becomes 
2 e-lit 


(2.2.3) g(e) — belt) = log y —ı; + Al —;- 





It ıs easily verified that 





1 
log wer A + logtt 


and 
Zeit It 1 
log Pen \ Se = A + log+ 1 < A —. log+ i —- logt T Fig* ——. 
log* x meaning as usual Max (log x,0). Thus (2.2.3) gives 
g(t) — beit) <B + Blogtt + Blog* r + Bllogt de - 
' 1 
Herein we substitute successively the pairs (F, T+- s: (? + + +2) ... for? 
and 2. We thus obtain 
et) -be|t+- 3: Blog* (er +5) + B, 
be(T + )-#s(e+, 4 +9) S Bblog* (r +5 FR 5) +2bB, 
and so 
ke) <irg(r + ER + + Blog (tr +1)E 6" 4 BE (m +1) b® 
gt) > 5 | ) 92 u Zn - 0 0 a 


When n > , the first term on the right tends to zero and the two series to finite sums, 
so that we obtain 
1 
log M(o) =g(r) <B + Blog(1 +r) <B+ Blog 1-2’ 
which is equivalent to (2.2.1). 


!) The result is in any case well-known for 4 >1. 
Journal für Mathematik. Bd. 167. 
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2.3. Theorem 1. HH O0 <ı si1,a20, 


and | 
(2.3.1) M;(u) sC(l — r)”", 
then 
ri 
(2.3.2) mi sBCl(n +1) * , 
1 
(2.3.3) f@)|<Beli—r)" *, 
1 
(2.3.4) ea) <Bel rn)", 


It is not strietly necessary that we should prove Theorem 1 here, since the results 
can be made corollaries of the later Theorem 4, and in the proof of Theorem 4 we require 
only the ceruder result of Lemma 5. It is however of some interest to prove Theorem 1 
as simply as possible; the proof is in any case rather more difficult than might have 
been expected. 


It is sufficient to prove (2.3.3), and we deduce this also from (2.2.2). Taking now 


1 
0 = ei, r = e-När h(r) e. log ((1 u 0)" *M(o)), 
we obtaiın 


h(t) —- bAl2r) s log + 4a log 1 z - (a + 3 log; Bei 


ö 1. 2r(1 — r) 1 1-0 _ 
4 (1 7) (a 5 ) log i_; = log re 0 + (a -H- ;.)log > “ B. 


Hence, by Lemma 3, either A(r) is bounded by a B, when the conclusion follows, or 








’ 


2.4. Lemma 6. If y(z) is indefinitely differentiable then 


(: 2) yi2) = Fa zu y(z), 
1 


where 
2”(n — A)! 
< Be UNE Ak 
0 == A n,n == (m DH 1)! 
The proof is immediate by induction. 
2.5. Theorem 2. If the conditions of Theorem 1 are satisfied, then 


M,tf) s BCl - rn)". 


It is in the proof of this theorem that we meet the principal difficulty of our work. 
ı 1 


We denote by P, P,, P, the points r,r?,r* on the radius 0, and by y the circle 
whose centre is P and which passes through ?,; its radius is 
1 
o=ol(lr) =r? —r. 


It ıs easily verified that O so Ss : and that the angle subtended at ?, by y ıs less than 


2 arc sin - 
Ad C K P u 
3 


We write 


(2.5.1) Ir) = — r)*, 


fo 


Sl 



























Hardy and Littlewood, Some properties of conjugate functions. 


(2.5.2) a = u(r,6) = Max |f’(z)|, 


(2.5.3) Jr) = _ [ 12’ (2) |’ d0 


By ‘Max’!) 


7 


1 
(2.5.4) IK d6 < BJ (rt). 


En>i, 


n—1 | 
(n) d | Be‘ 
I (@)| = | - (,) A => ——ı bı 
for zin y. Hence we derive first 


(2.5.5) ig 


Also 


"u | m | (m) © (m ne 1)! 
| or ge = ni; 3] /(2) 5 Namur“ | 1/ (2 )| > m /, 3 Am,n ogm—1 ‚ 


where a„,n 18 the coefficient of Ki 6. Hence 


"u Y ZZ 
(2.5.6.) | Ta <ru2"(n—A)! Y' mai Sruiinlort, 


u Si 
an inequality like (2.5.5) except for the additional factor r. 
2.6. Suppose that A= no; n will ultimately be supposed to be appropriately 


Kr 1 
small, and is in any case less than —. 








4 

We have 

Iu(r + h,0) — u(r, 6) — hu,(r, 6)| < = = 

Su 2@ ho" — no >"(2 n) <s Auon?, 
2 2 
and so 
(2.6.1) ee ee tun‘ TE 
Sımilarly 
Iu(r, 8 + h) — u(r, 6) — hus(r, 6)| S 2: iz < ru Jah)" "+! < Arnon?, 
| 60 +4 0) | 

(2.6.2.) Ku 055 <! mr: n + ur, 91 + Aruon. 


Hence, since 


and r <A, we have 
(2.6.3) olzf(z2)| Sn! (|u(r +h,6)| + |u(r, 0 +h)| + |ufr,6)|) +Aruon. 


£ 2) Theorem 27 of 4 (repeated as Theorem 33 of 5). ylies within a ‘kite-shaped region’ S associated with P;. 
b2* 
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Since 
(Fa) <La 


ifa>0and (0 <A <A, we may raise every term in (2.6.3) to the power A. Doing this, 
and integrating with respect to @, we obtain 


0" Ir) < y (Mir + h,u) + 2Mi(r, u)) + B(no)’ [ (ru)’ a0. 


Using (2.5.4) and (2.5.4), and observing that 1—r—h> A(l —r), and so 
T(r + h) < BT(r), we obtain 
1 
(2.6.4) oJ(r) <B,n*"T(r) + B,rorJ(rt). 
2.7. We now take!) 
B,T(r) 


BZ 
. 1 


4a B,T(r) + B,0rJ(r®) 





This gives 





0‘ J(r) <BYT(r) \re + 0% J(rt) + BYT(r) or J(r*) 
<BT(r) + BV ro) Ast); 





and so, since 
1 


or) < Bo? (re), T(r)> BT(r*), 





1 1 
843. 


1 


T(r®) 


(2.7.4) er) Jr) 





Writing finally 





(2.7.1) becomes 
y(z) <B + BYv(Ar). 
It follows from Lemma 4 that either y(x) is less than a B or else 
lim &-*y(x) = © 
for all k. The latter alternative would mean that 
x 0*(r) 
T(r) 


for all k, and Theorem 4 (or Lemma 5) shows that this is impossible. Hence y(x) is less 
thana B, ı. e. 


lim (1 — r) Jr) = © 





r (If ’ad <B(l nr)". 


Z ’ 1 
Finally we may omit the factor r}, since we may obviously do so when r > or and since 


the integral increases with r. This completes the proof of the theorem. 





1) ]f we omitted the first term in the denominator, we should make the two terms on the right of (2.6.4) equal. 


We have however to secure that 7 < I. The B,, B, here are the same as in (2.6.4). 
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2.8. Theorem 3. If }>0,a>(, 
Muf)sch nn", 
and (0) = (0, then 
Mid) < Bell — r)”“ 
This is proved in 5 (Theorem Ab). 
2.9. Suppose now that (2.3.1) is true, with > 0. Then 
Miu) Bet - N" 
by Theorem 2, and so 
M,(f — u)) <BC(l —r)" 
by Theorem 3. Also, taking r = 0 in (2.3.1), |u(0)| < BC. Hence we obtain 
Theorem 4. IF O <A <A, a>1, and 
M;(u) <C(1i —r)*, 
then 
M;w) < BC(li —r)", M,f) sBCli —r)*. 
The theorem is of course true for all A> 0, but is a corollary of Riesz’s theorem 
when />1. 
We observe before passing on that we may prove, by very similar reasoning, 
Theorem 5. IF{O <A =<I1 and 


SS Iu’rdrdd <C, 
the integral being extended over the unit circle, then 
[Sf \vl’rardo < BC. 


There is a simple proof when A = 1. In this case, if we replace u and v by their 
derivatives with respect to r (or 6), which are also conjugate, we obtain the theorem 
that ı/ u is of bounded variation in the circle (in the sense of Tonelli) then so also ıs v. 
Theorem 5 is again true for all positive A, but is a corollary of Riesz’s theorem when 4 > 1. 


3. Proof of Theorem 7. 
3.1. In this section we vary our method, for the reasons explained ın $ 1.2. 


Theorem 6. If }A>0, 
C 


Mi) < —— 
Mf) = 1 _ r’ 
and f(0) = 0, then 
ER D,- 
(3.1.4) Mill) < BC + BC (Io ; —) 1), 
where 
(3.1.2) yazla<t), v=41{i>1). 


The case AZ1 is easy. Suppose that 


r 


f*(r, 0) = f |f’(ee)| de 


0 


(so that |/| s /*). Then 


1) We might replace the term BC by BCr, were there any advantage in doing so. 
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DS N) = (Zi uf a0 ( [ IFem1a))" 
SE f de 1 
«“ ine < — Zr 
s/ del, J ra) sc ee 


In this case we may replace the two B of (3.1.1) by 0 and 1 respectively. 





= may therefore suppose A <1. 


. Lemma 7. Suppose that A and B are given and that F(x, 6) ıs continuous and 


“En 


en bounded in every rectangle R or 


A<asesß<B, -nsdISsıh; 
and let H(x) be, for each x, the set of 8 in which F>0. Then 


[rw 0)d0 - [Frau 900 - IL EZ 


H(z,) H(z,) 
Let 
G = Max (F, 0). 
A moment’s consideration shows that G has everywhere a forward x-derivative G, which 
is either F, or 0 (and is accordingly bounded), and that G,> 0 in the plane set 5 in 
which G=0!). 

Let $S, be the set (included in 5) in which G=0,6G,> 0°). Then $, ıs of 
(plane) measure zero. For (1) if P or (&£,) is a point of S,, there is a linear interval 
E<xz<E&+6,08=gpin which G > 0. But (2) if the (plane) measure of 5, is positive, 
there is a line d = on which its (linear) measure is positive, and a (£,9) on this line 
at which it has unit (linear) density; and this contradicts (1). 


Now, since G, is bounded, we have 


[ F(xs, 0)d8 -- [ F(2,,9) d6 = (Cie, 9) — G(x,, #)) d0 = [[ G, dx dd. 
R 


H(x;) H(z,) —_n 
Since S, has measure zero we may replace Rhereby R — S,; and since G, =0inS — S,, 
we may replace R—S,by R-S. But G.=F,in R-S, so that 


[ Fiz,, 0)d6 — f F(x,, 0 — II Eat - für F, do. 


H(z,) H(z,) z, H(z) 
3.3. We now write 


f*(r, 6) = [ Max | f’(te?)| de; 
o !ze 


this funetion plainly majorises the function called f* in $3.1. The derivative 
of* _ 1 42i 
5 Mir 


is continuous, and 





1) ]f Pisa point ofthe rectangle, and we distinguish the five cases (1) F>0at PP, (2) F<0, (8) F=0, Fz> 0, 
(4) F=0, Fr <0, (6) F = 0, Fz = 0, then Gz — Fz in cases (1), (3), (6), @z = O in cases (2), (4), (5). The last 
four cases correspond to S. 

2) Case (3) only. 
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J anste ’ id 
PIE. AU EEE Max \/ (te )| 


We also write 


* 
Fr) = Pan), 
and denote by H = H(r) the set of 6 in which F> 0, by CH the complementary set. 
* 


Since ff s en, F is negative for all when r is sufficiently small, and #(a) ıs nul for 


sufficiently small a. 
Plainly 


(3.3.4) [mas ir) fe Fr), dd <(—r) [@ "0. 


Next, f 0 <a <r<i1, we have, by Lemma 7, 


(3.3.2) [Fe d) dd — | Fa, 9) dd = [de iz do 
Air) H(a) a He) e 
Also 
oF »—ı 0f* Bo 5 Ar A-1n2 
ra) a) 
The last term is negative, and 
n )—1 
„i—1 ua )—1 of* 
PN 
for 8 of H(o), since A —1 <0. Hence, for 0 of H(o), 
oF_ 1-1 (0f* 
a ZB 5 e)- 
And if we suppose a small enough to make H(a) u . 2.2) gives 
Afk 
fr (r, nur sa 1 — 0)" do j@ di r) dd, 
H(r) 
or 
* * 
(3.3.3) [mMao<( ii f ) a6 2 (4 — 0)""do je d. 


H(r) 
Finally, combining (3.3.1) and (3.3.3), and asien that, by ‘Max’, 


> 


[eya- , (Max | te) 1'd0 < Be nn”, 


or isr ) 


we obtain 


n 


[r’ao zB: nel", = BC + BC’log , En 


nn 


This plainly includes (3.1.1). 


3) It is to secure this that we use the new and not the old f*. The second derivative is either u | f’(rei®) | or 0. 
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3.4. Theorem 7. 1 O0 <A Ss1 and 
M ;(u) > C, 


then 
1 


2 
M,(w) s BC + BC (10g ; . -) k 


This follows from Theorems 2 and 6 in the same way that Theorem 4 followed 
[from Theorems 2 and 3. 





4. Negative results. 

44. In this section we consider a number of special functions. Our object 
is to show, so far as we can, that the theorems of $$2—3 are the best of their kind, 
and that the possibilities which they leave open may actually occur. There are several 
points at which our results are not as complete as we should desire. 


An elementary example. 
4.2. Suppose that k is zero or a positive integer, and that 
Hz) = d"ı — 2)! 
We prove that M,(u) is bounded when 


1 
(4.2.1) 7 ms k+1 . 
Since 
1 
1—-r 
it will follow that the logarithmic factor in Theorem 7 cannot be improved, at any rate 
when % is of the form (4.2.1). We have no example to prove that the same is true generally, 


though this is hardly doubtful. 





f[\rde = f|1 — 2|"d0 log 


We write 
z=e2, Z=XH+iY=Ree - log =, 
so that r = e-*#, 0 = — Y. What we have to prove is plainly equivalent to 
(4.2.2) Re" ZH) aYy = OA), 
where the integration is along a line X =Öd, —a<Y <a, and d-0. 
From 


Rcos®=ö6, Rsn@=|}Y, 
we deduce 


dY = BR... ü 
yR? — 62 
and the integral (4.2.2) splits up into two, each of the form 
4.2.3 F RE N DE 
(4.2.3) / ‚cos (3 kr — (k + 1)0) YR2 — 88’ 


ö 
but © lying between O0 and #7 in the first integral and between — $ and 0 in the second. 
The significant parts of the integrals are those for which AR/ö is large, ı.e. © near} or 


—ın. 
In the first integral we put O9 =4n —y, when 
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ö 
cos(4kr — (k +1) 9) = sin (k +1)y = O(y) = (7). 
It follows that (4.2.3) is less than a constant multiple of 


[@ pe u 


In the second integral we put © = —4n + y, when 
cos (ik — (k + 1)9) = (- 1) sin(k +1) y 
it is here that the fact that k is integral is relevant. The proof then goes as before. 


an 


2 





and is therefore bounded. 





< ” 
__ „2m 
ES 


The function Pr 


4.3. In this paragraph we consider the function 


[0 >) An 


(4.3.1) ft) = Er - . 


where a, is a positive integer and tends rapidly to infinity with n. Actually we shall 
be concerned only with the cases 

(A) m =10", (B) a, = 10"; 
but it will be obvious that our arguments apply more generally. Our object is to give 


as simple an example as possible of a function f = u + iv such that M,(u) is bounded 
for every A < 1, while M;(v) is not bounded for any positive 4. 


4.4. Suppose first, rather more generally, that a, = a*, where a is an integer 
greater than 1, that n, is real and |n„| <C, and that 


(4.4.1) f@)= >, —- — . 
We shall prove that M;(u) is bounded for 0 <A <4. In proving this, we may plainly 


suppose A > 





z° 
We have 
— A 
(4.4.2) u(r,60)= 3’ Mm = = Re er R4’ 
where 
R=rm 0 = a,b; 
and so 


PL 3 


A 2 2 dd 
ddo<C S’'R'A—R une 
fie sC2aR I (1 — 2R? 00820 + R** 


Here we may replace © by 6. Further, we may ignore the terms of the series for which 





R< - ,‚ since these contribute 


Foun)=0@A"T+ +2" +..)=0(). 
.... 


Journal für Mathematik, Bd. 167, b3 
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Finally we may replace 1 —2R?cos20 + R* by (1 — R)? +6? in the terms 
which remain. Making these simplifications, and observing that 


dd u 
/ a u —Ry > 





(since A> =) we find that 


[lu?d6 = O(EZR*( —- Ri —- RR), = O(ER’(M — R)'). 
But 
1 - Ry'} I il ae a» 1 - pyi—a 
and so 
[!u”’d8 = Olli - zZ") = Olli - ri —-r)'r)= Of). 

In particular, the proof applies to case (A). A fortiori it gives the corresponding 
result in case (B), since the (a,) of case (B) is a selection from the (a,) of case (A). 

4.5. It is more difficult to prove that M;(v) is not bounded. We have not suc- 
ceeded in finding a proof in case (A) (though we have no doubt of the conclusion), and 
our proof in case (B) is indirect. 

If M,(v), and so M,(f), is bounded, f(rei*) has (by the theorem of Fatou and 


F. and M. Riesz) a radial limit for almost all 6. We shall prove that, when a, = 101", 
this is untrue. 


We take 


where N is an integer, and write 
N b) 
f=2+,2, =fh+thf- 
Then 


yioloN _ g-1010N +1_10X+$ 


is extremely small when N is large, and f, tends rapidly to zero, uniformly in ®. 
Next 


zen e'n'd (1 is r"r) e'nid + rn Zu r'r) e’ni? . 
u = - | ET = 0((1 — rn) coseo? au 0), 
un er enid (1 Ku ren en?) (1 fi en?) (( ) n ) 








uniformly in 0; and so 





Since 


1 = r"N = 1 Be „ut +4 en oO (10-10"+3+20%, „ 0 10-210") 


for a constant positive K, the right hand side of (4.5.1) is 
(4.5.2) 0(10=#""” Max cosec? a,0). 
nsN 


If this tends to zero, and if f tends to a limit when r—1 (a fortiori when N — o), 
then the sum in (4.5.1) will tend to a limit when N — oo, which is obviously false what- 
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ever be 0. It is therefore sufficient for our purpose that (4.5.2) tends to zero for almost 
all 0; and a fortiori sufficient to prove that 


(4.5.3) | cosee 109] = 0(10°°”) 
for every positive e and almost all 0. 

That this is so results from some older work of our own on Diophantine approxima- 
tion '). We know that, if m is the number of zeros in the first n places of the decimal 


0 
u — X Kg fg... 


ar 
then 


m= Mn + O(yrn log n) 


for almost all 6. In this case there cannot be, among the first n figures, a block of con- 
secutive zeros of order Yn (logn)®. Hence 


|cosee 10" 0] = O(10/ "oem", 
for almost all 6. When n is replaced by 10”, this is much stronger than (4.5.3). 


It does not seem to be possible to adapt this proof to case (A), the increase of a, 
not being sufficiently rapid. Mr R.E. A.C. Paley has proved that M;(v) is unbounded 


when 
n 


2° 
k)=- 2%; _ zn ? 


and &, is always + 1, for ‘almost all sequences’ (e„); but we know of no proof valid for 
any particular sequence. 





The function P. ni A 





4.6. We consider last the function 
(4.6.1) f(z) = De 


We shall prove that (1)M,(u) is bounded for 0 <A <1, (ii) M,(v) ıs not bounded 
for any positive A, and (iii) u does not possess a boundary function U defined by radial 
approach. Our proofs are much less elementary, but the function (4.6.1) is much more 
important. In fact if we write momentarily qg instead of z, we have, in the ordinary 
notation of the theory of elliptic functions ?), 








%(0,7) „syıiite® N 
95 (0, 7) I (re) 
1 (1 gr 
logk = log4 + Zlogg + a 3! ei ei - 
| 


so that f(g) is substantially 4 log k. 

The function (4.6.1) is one of the same character as that used by Littlewood 
(8, 12), and shown by him to possess the same peculiarities; but the analysis necessary 
is a good deal simpler. Littlewood used 


1) Hardy and Littlewood (2), Theorem 1. 45. Khintchine (6) has proved a stronger (and a best possible) result. 


2) We follow Tannery and Molk (15). 
b3* 
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Q(z) = log k?(r), 


r—ı ’ 
where z is (for example) —— , while our z ıs e*, or 


r-+ı 


exp (— x re) 





in his notation. 
4.7. We prove first that M,(u) is bounded for A < 1; we may suppose A> n 


We use the notation and results of our paper 3!), and the method of ‘Farey dissection’. 


We write 
zZ = erir ze erilz+iy) n—— e%W eriz ze rei? , 


r=eoWw,0=nz, 
A ’ 
and we integrate round the circle y = =. where A, as in the sequel, is an absolute 


constant, using the Farey dissection of order v» =[yn]. 
The typical Farey arc &,, is defined by 


EEE PET DEE . 





a mn g  gqyn’ 
where & and f lie between two A’s. On &,, we write 
_ e+dr 
be a + br’ 
with 
a=p, b=-g €c=+4p, d=Fg9, da-bce= 
Then 
1 
d,(0, Tr) = —— 
Ai ) oyYa + el, N), 
where |»| =1, u is 2 or 3, and o is one of 2,3,4; and 
_ 1,0908), org] TI | 
ei I KW A TE He 


where each of o and o is 2, 3, or 4, ando=+o. 
We write 2) 
Z = al — eaülX+iF) — e-nY oniX 2 


and consider the expansions of ®,, 9, in powers of Z. Of the possible 9,, 9. two begin 


1 
with 1 and the third (#,) with 2Z®. 
Let us assume that (as we shall prove in a moment) there is an A such that 
'Z|sA <41. Then, if both 9, and 9, begin with 1, we have 
(4.7.1) u=0O(1), 
1 
while if one begins with 2Z* we have 


(4.7.2) u = O(|log|Z|]]|) =O(Y). 
_ Indeed (as we shall require to know later), u is actually of order Y. 


1) But we do not use q for 2 (q being required otherwise). 
2) Here again we diverge from 8, where Z is Q and Yis A. 
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4.8. We have!) 

1 1 Yy 
Y = ee == ; = ® 
s bla + 33) I -g@ + Mi) (pP ge)’ + g’y 











Here y-Z and 
BE PER; .; | 
Ip — gel pP «(7 +9) Igp|, 


where OS |p| a Hence 








qyn 
A A 
4.8.1 > en, 
( ) Pre le) 
n? n?® 
From (4.8.1) it follows, first, that 


A 


Fri: 


n 
> — > 
1 1 q 
+ 
and so that |Z| <A <A, and we may use (4.7.1) and (4.7.2). 
Next we have, in either case, 


1 1 
an og ) 











&p,gq —Alıyn 


and (since A> = the integral here is 


je +) 


0 (na-ı Iz ar — O(n»-1), 


0 





Finally 


f u "a6 = 2; u 7 d0 — O(n-*- nA-1 x 2 
*p,q q.n 


= On! 3" ee . On?" (Yn)? *) 2. oO). 


g=1 
We are unable to prove this result in any more elementary manner; but the proof is 
as simple as a proof based on ‘Farey dissection’ can well be. 
4.9. It remains to prove that M,(v) is not bounded for any positive 4. If 
M;(v) is bounded, f, and a fortiori u, has a finite radial limit for almost all 0. It is 


therefore sufficient to prove that 


in a set of 6 of positive measure. 





1) See 8, 227. 
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We suppose that Oo <xr = . <41 and that 
| ‚ 
= . Pe E= —_s + Zr 3- 


and that Pi is the convergent to x which precedes a„;ı-. We shall say that x is 
n 


favourable if (i) +1 > © when n— co through an appropriate sequence n,, and (ii) 
p„,; 1 odd for an infinity of n.. Our conelusion will be established if we prove (a) 


that |u| is unbounded when x is favourable and (b) that the measure of the set of 
favourable x is positive. 


To prove (a) we take, as in 3, p. 226, 
a=+p., db=-Fru:. 
and (as on p. 227) 





r=eo7 y- 1 
In Inrı 
Then 
q, 1, 
Y * 5 ar 


and tends to infinity if n tends to infinity through the values n,. Also, if we examine 
the cases which, on p. 227, we called 1° — 6°, we find that p, is odd in cases 1° — 4°; 
and these are just the cases in which one of the 9, and 9, of $ 4.7 is 9,!). In these 
cases |u| is actually of order Y, and accordingly tends to infinity. 

It remains to prove (b). We denote by E the set of x in (0, 1) which satisfy con- 
dition (1), by E, the set of x which also satisfy condition (ii). By a well-known theorem 
of Borel and Bernstein, CE has measure zero. 

Let 

1 
I+=z 11 


so that x’ lies in (4,1); and let us define E’ and Ei as the sets of x’ which satisfy the 
conditions just imposed on the sets E, E, of x. The measure of CE’, in (3,1), is zero. 
Hence, ignoring nul-sets, every number of (}, 1) belongs both to E (considered as an x) 
and to E’ (considered as an x’). Also the convergent to x’ which precedes a,;ı 18 


In 
ra 
Since either p, or q, is odd, the measure of E, + Ei is 4, and one at least of Z, 
and Ej has measure not less than }. 


We have thus proved what we stated at the beginning of $ 4.6. In fact more is 
true; the set in which u tends to a limit is nul; but to prove this demands a rather more 


detailed analysis ?). 


' 


KT m 


+ 


a, a 


ee 





!) See Tannery and Molk (15, t.2, 241 and 262, Tables XX and XLII). 
2) Compare Littlewood (6, 516), where the full result is proved for Q(2). 
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Über die Verteilung von Lücken- und Primzahlen. 


Von Robert Haußner in Jena. 





Untersuchungen über die sogenannten Lückenzahlen r-ter Stufe, das sind die 
zu den r ersten Primzahlen p, =2, %» =3, pP =5, .. ., P,_1„, P, teilerfremden Zahlen, 


haben mich zu einem Satze geführt, den ich hier zunächst als Vermutung aussprechen 
möchte, um von ihm einige Anwendungen mitzuteilen. Dieser Satz lautet: 


Zwischen zwei aufeinander folgenden ganzzahligen Vielfachen der Primzahl p, liegt 
stets mindestens eine Lückenzahl r-ter Stufe. 


Die Richtigkeit dieser Vermutung ist an der Hand der von Stäckel gegebenen 
Tafeln !) der ersten fünf Stufen und dann noch an den Lückenzahlen sechster Stufe 
geprüft worden. 

Beachtet man, daß, wenn p,,, die in der natürlichen Größenordnung auf p, 


folgende Primzahl ist, jede Lückenzahl r-ter Stufe kleiner als p?,, eine Primzahl ist, 
so folgt aus der obigen Vermutung unmittelbar: | 

Zwischen je zwei aufeinander folgenden ganzzahligen Vielfachen einer Primzahl p,, 
die beide kleiner als p},, sind, liegt mindestens eine Primzahl. 


Aus diesem Satze lassen sich untere Grenzen für die Anzahl der unter einer ge- 
gebenen Zahl n liegenden Primzahlen gewinnen sowie Behauptungen beweisen, die von 
verschiedenen Forschern ohne Beweis gegeben sind. 


1. 
Liegt die Zahl n zwischen den Quadraten der Primzahlen p, und p,_ ,, und setzt man 
(1) n =tp+vp, +w 


wo t,v,w ganze Zahlen und kleiner als p, sind, so liegen nach der obigen Vermutung 
zwischen 0 und ip? + vp, mindestens ip, + v Primzahlen. Zu ihnen hat man noch die 
r Primzahlen 2,3,5,...,p, selbst hinzuzuzählen, so daß es also mindestens 

(2) ip, +tv+r 


Primzahlen kleiner als n — w gibt. 
Diese Zahl läßt sich aber leicht noch wesentlich erhöhen. Ist 


(3) Po+1 =P, Tu: 
wo o=1,2,3,...undu, <p,; 
so teilt man den Bereich p? bis p?,, in Teilbereiche mit je p, Zahlen, wobei die Anfangs- 
zahl eines jeden solchen Teilbereiches mitgezählt ist. Solcher Teilbereiche liegen dann 


1) Sitz.-Ber. d. Heidelberger Akad. d. Wiss. Math.-Nat.Kl. A, 15. Abhandl., 1917, S. 10. 
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2 
3: 


e 


zwischen p} und p?,,; folglich liegen mindestens 2u, + Ri Lückenzahlen o-ter Stufe 
i Pe 





zwischen p? und p2,,. In dieser Weise erhält man 








+1 
u?) 
2u, + |-—| Lückenzahlen 1-ter Stufe zwischen pf und p2 
1 Ip} 1 29 
[u2] 
2 6 
2u, r Ps „ 2-teı ”„ ”„ p3 „ P3; 
PA rar 
B. 
24,—1 7 R | „ (r zu 1)-ter „ „ „ FL 
r—1 
(t - 1)p, +V „ r-ter „ ”„ p? N. 


Alle diese Lückenzahlen sind aber Primzahlen. Dazu sind noch die drei Lückenzahlen 
zwischen O0 und p} = 4 hinzuzuzählen, so daß es mindestens 


e=r—1 u? 0 ” 
4) 3+0+t-Yp,- 2 yw+ 1 - (41, +0-1+ 7 Bi 


o=1 
Primzahlen kleiner als n — w gibt. 

Aber auch dieser Wert ist nur eine untere Grenze, während die Anzahl der Prim- 
zahlen kleiner als n — w noch größer ist, weil manche der Teilbereiche mehr als eine 
Primzahl enthalten. Für n = 160 z.B. ist r=5, , =11,t=1,v=3, w=6, und 
man erhält nach (2) die untere Grenze 19, nach (4) 29, während es 37 Primzahlen klei ver 
als 160 — 6 = 154 gibt. Fürn= 17 iıstr=4, 9, = 7,t=23,v=2,w=|5, folglich 
ist die untere Grenze nach der ersten Formel 20, nach der zweiten 26, während tat- 
sächlich 30 Primzahlen kleiner als 117 —5 = 112 existieren. 

Für o > 1 ist u, mindestens gleich 2; es liegen also zwischen p? und p?,, mindestens 
vier Primzahlen ?). 


2. 

Auch die bekannte Bertrandsche Vermutung ?), die von Tschebyschef *?) und 
Landau 5) mit analytischen Hilfsmitteln streng bewiesen wurde, läßt sich aus der eingangs 
ausgesprochenen Vermutung nicht nur leicht folgern, sondern noch wesentlich verschärfen. 
Die Bertrandsche Vermutung lautete: 


Ist n> L so liegt zwischen n und 2n — 2 wenigstens eine Primzahl. 


Statt (1) nimmt man jetzt an, daß 
2 <2n<p?, und 


(5) 2n =tp2 + vp, + w 


ist, wo wieder v und w kleiner als p, sein sollen. Ist i ungerade, so muß entweder v un- 
gerade, w gerade oder umgekehrt v gerade, w ungerade sein (Fall I und II); ist aber 


2) Behauptung von Brocard, L'intermediaire des math. 11 (1904), S. 149. 

s) Journ. de l’&cole royale polyt. cah. 30, tome 17, 1846, S. 129. 

4) M6m. Ac. Se. St. Pötersbourg, 7 (1854), S. 49—70; Journ. de Math. 17 (1852), S. 366390, 381; Oeuvres 1, 
S.49—70. Vgl. auch A. Serret, Handbuch der höheren Algebra, Deutsche Übersetzung von A. Wertheim, 2. Aufl. 
2 (1879), S. 173—19. 

5) Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen 1 (1909), 5. 89—32. 

Für die Literatur vgl. auch Dickson, History of the theory of numbers, 1 (1919), S. 435. 

Journal für Mathematik. Bd. 167, 54 
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i gerade, so sind entweder (Fall III) v und w ungerade oder (Fall IV) v» und w beide gerade. 
In den Fällen (I) und (IV) ist das der Zahl n am nächsten gelegene größere Vielfache 











pp. +Vv+2 _ ip, +? +1 
von pP, : 3 Py IN den beiden übrigen Fällen (II) und (III) dagegen x P,- 
Daher liegen zwischen n und 2n — w 
ip, +v a, +, —1i 
"aan 1, bzw. 5 


Teilbereiche, also mindestens ebensoviele Primzahlen zwischen n und 2n — w, wobei 
n und 22 — w nicht mitgezählt sind, wenn eine von ihnen oder beide selbst Primzahlen 
sind. Daher: 

Für jede zwischen p} und p?,, liegende Zahl Zn = tip? + vp, + w liegen zwischen 
den Zahlen n und 2n —w für p, 23, d.h.n 2 5 mindestens 

(6) Mn — 1 oder  aetndh 
Primzahlen, je nachdem t + v eine gerade oder ungerade Zahl ist. 

So ist z. B. für 190 = 13? +1 - 13 + 8 die untere Grenze der zwischen 95 und 182 
liegenden Primzahlen 6 und für 112 = 2:7?+2:.7 die untere Grenze der zwischen 56 
und 112 liegenden Primzahlen 7, während in dem ersten Falle 18, in dem zweiten 
13 Primzahlen zwischen den angegebenen Grenzen liegen. 

Der kleinste Wert, der sich für die Ausdrücke (6) ergeben kann, ist 

pP, — 1 
) 9 
welcher für p, = 3 den Wert 1, sonst stets einen höheren Zahlenwert besitzt. Der vor- 
stehende Satz kann daher, wenn auch oft weniger scharf, aber mehr in Anlehnung an 
die Formulierung von Bertrand und Tschebyschef so ausgesprochen werden: 
Ist die Zahl Zn > p?, so liegen zwischen n und 2n mindestens 
p, — 1 

(7) u 
Primzahlen, wenn p, 23 ist. Für n = 2, 3, A liegt zwischen n und 2n nur eine Primzahl. 

Aus den Werten (6) bzw. (7) folgt sofort die Richtigkeit der Behauptung von 
Desboves ®), daß zwischen rn und 2n mindestens zwei Primzahlen liegen, sobald n > 6 ist. 

Auch der von Oppermann’) unbewiesen ausgesprochene Satz, daß für n>1 
mindestens eine Primzahl zwischen n(n — 1) und n? und desgleichen eine Primzahl 
zwischen n? und z(n + 1) liegt, kann in gleicher Weise leicht bewiesen werden. Ist p, 
die nächstkleinere Primzahl zu n, so ist n=p, + u, folglich liegen zwischen n(n — 1) 
und n? mindestens 


i- 2 n2 _ 
„++ Er HE 











| ‚ P, P, 
wie ohne weiteres zu erkennen ist. Zwischen n? und n(n + 1) aber liegen mindestens 


fa +u . fa? u? + u u 
+ (2u +1 — 2 —ı =1 —I -- I—-| 21. 
a ur a en 11 uk ar 5 








6) Nouv. Ann. Math. 14 (1855), S. 28129. 
°) Oversigt Videnskabs Selsk. Forh. 1882, S. 169. 


Schwarzburg (Thüringen), Sedantag 1931. 
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